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�ñüëïãïò
Ïé ðáñïýóåò äéäáê�éêÝò óçìåéþóåéò áðåõèýíïí�áé óå öïé�ç�Ýò �ìçìÜ�ùí �çòÓ÷ïëÞò Èå�éêþí Åðéó�çìþí �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþí, åê�üò �ïõ �ìÞìá�ïòÌáèçìá�éêþí. ¸÷ïõí óêïðü íá êáëýøïõí åéóáãùãéêÝò Ýííïéåò �çò Èåùñßáò�éèáíï�Þ�ùí, Ý�óé þó�å ïé öïé�ç�Ýò íá ðñï÷ùñÞóïõí Üìåóá Þ êáé �áõ�ü÷ñïíáó�çí êá�áíüçóç âáóéêþí ó�ïé÷åßùí �çò Ó�á�éó�éêÞò ðïõ áêïëïõèïýí. Ï ëüãïòåßíáé, ü�é ïé Ó�á�éó�éêÝò ÌÝèïäïé åßíáé áðáñáß�ç�åò ó�ç äéåîáãùãÞ åñãáó�ç-ñßùí, ó�á ïðïßá êáëïýí�áé ïé öïé�ç�Ýò íá åêðáéäåõèïýí ó÷åäüí ìå �çí Ýíáñîç�ùí óðïõäþí �ïõò. Åðéóçìáßíïõìå ü�é ðåñéóóü�åñç ìåëÝ�ç êáé åìâÜèõíóç óåèÝìá�á �éèáíï�Þ�ùí êáé Ó�á�éó�éêÞò åßíáé áðáñáß�ç�á ãéá �çí êá�áíüçóç ìá-èçìÜ�ùí ðñï÷ùñçìÝíùí åîáìÞíùí, êáèþò êáé ìå�áð�õ÷éáêþí ìáèçìÜ�ùí. Çó÷å�éêÞ âéâëéïãñáößá ðïõ ðáñÝ÷å�áé ó�ï �Ýëïò �ùí Óçìåéþóåùí åëðßæïõìå íáöáíåß ÷ñÞóéìç ãéá �ïõò ðáñáðÜíù óêïðïýò ðïõ áíáöÝñáìå.Ó�ï ðñþ�ï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå �çí Ýííïéá �çò ðéèáíü�ç�áò, ó÷å�éêÝò÷ñÞóéìåò ðñï�Üóåéò, �çí Ýííïéá �çò äåóìåõìÝíçò ðéèáíü�ç�áò, �çò áíåîáñ�çóßáò,êáèþò êáé �á ÈåùñÞìá�á ÏëéêÞò �éèáíü�ç�áò êáé Bayes. Åðßóçò, áíáð�ýóóï-í�áé �á áðáñáß�ç�á ó�ïé÷åßá Óõíäõáó�éêÞò ÁíÜëõóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá�ïí õðïëïãéóìü ðéèáíï�Þ�ùí.Ó�ï äåý�åñï êåöÜëáéï áíáð�ýóóå�áé ç Ýííïéá �çò Ôõ÷áßáò Ìå�áâëç�Þò, �çòÁèñïéó�éêÞò ÓõíÜñ�çóçò Êá�áíïìÞò êáé �çò Êá�áíïìÞò ÓõíÜñ�çóçò Ôõ÷áßáòÌå�áâëç�Þò. ÁíáöÝñïí�áé ïé ðéï óçìáí�éêÝò éäéü�ç�Ýò �ïõò ÷ùñßò áðïäåßîåéò. Çêá�áíïìÞ óõíÜñ�çóçò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò ìåëå�Ü�áé óå áðëÝò ðåñéð�þóåéò ðïõìáò êáëýð�ïõí ãéá �éò áíÜãêåò ïñéóìïý ó�á�éó�éêþí óõíáñ�Þóåùí. Ïñßæïí�áéïé ðáñÜìå�ñïé êá�áíïìþí ìå Ýìöáóç ó�ç ìÝóç �éìÞ êáé �ç äéáóðïñÜ, êáèþò êáéó�éò éäéü�ç�åò �ïõò. Ïé ðéï óçìáí�éêÝò áðü Üðïøç åöáñìïãþí Äéáêñé�Ýò êáéÓõíå÷åßò êá�áíïìÝò áíáð�ýóóïí�áé äéåîïäéêÜ.Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò áðáé�åß�áé ç ìåëÝ�ç äýï Þ êáé ðåñéóóï�Ýñùí �õ÷áßùíìå�áâëç�þí áðü êïéíïý. Ôï �ñß�ï êåöÜëáéï áíáöÝñå�áé ó�éò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ-



x÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò. Ç ðåñßð�ùóç �çò ðïëõäéÜó�á�çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò áðï�å-ëåß ó÷åäüí Üìåóç ãåíßêåõóç �çò äéäéÜó�á�çò. �áñïõóéÜæïí�áé �á ðñïâëÞìá�áðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çí áðü êïéíïý ìåëÝ�ç äýï �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí, ïé ðåñé-èþñéåò óõíáñ�Þóåéò êá�áíïìþí, ïé äåóìåõìÝíåò óõíáñ�Þóåéò êá�áíïìþí êáé ïéêá�áíïìÝò óõíáñ�Þóåùí äýï �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí ðïõ åßíáé éäéáß�åñá ÷ñÞóéìåòãéá �éò ó�á�éó�éêÝò óõíáñ�Þóåéò. Éäéáß�åñç Ýìöáóç äßíå�áé ó�çí ðáñïõóßáóç �çòóõíäéáêýìáíóçò êáé �çò óõó÷Ý�éóçò, êáèþò êáé ó�éò åõèåßåò ãñáììéêÞò ðáëéí-äñüìéóçò. Ç äéäéÜó�á�ç ÊáíïíéêÞ êáé �ïëõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ðáñïõóéÜæïí�áéáíáëõ�éêÜ ëüãù �çò óçìáí�éêü�ç�Üò �ïõò ó�éò åöáñìïãÝò.Ó�ï �Ý�áñ�ï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå �éò áíéóü�ç�åò Markov êáé Cheby-shev êáé ïñßæïõìå �ï äåéãìá�éêü ìÝóï. Ó�ç óõíÝ÷åéá åðé÷åéñåß�áé ìéá áðëÞ ðñï-óÝããéóç ó�ç ó�ï÷áó�éêÞ óýãêëéóç ìå óêïðü �çí ðáñïõóßáóç �ïõ Êåí�ñéêïýÏñéáêïý ÈåùñÞìá�ïò, �ï ïðïßï åßíáé õøßó�çò óçìáóßáò ãéá ü,�é äéáðñáãìá-�åýå�áé ç èåùñßá �éèáíï�Þ�ùí êáé Ó�á�éó�éêÞò.Ôá åðüìåíá êåöÜëáéá áöïñïýí ó�ç Ó�á�éó�éêÞ. Ó�ï ðÝìð�ï êåöÜëáéï áó÷ï-ëïýìáó�å ìå ðñïâëÞìá�á åê�ßìçóçò ðáñáìÝ�ñùí êá�áíïìþí, üðùò �çò ìÝóçò�éìÞò êáé äéáóðïñÜò. Ç Ýííïéá �çò óçìåéáêÞò åê�ßìçóçò áíáð�ýóóå�áé êáé áíá-ëýïí�áé ïé éäéü�ç�åò åêåßíåò �ùí åê�éìç�ñéþí ðïõ êá�ï÷õñþíïõí ìéá \êáëÞ"åê�ßìçóç, êáèþò êáé ïé êýñéåò ìÝèïäïé ðñïóäéïñéóìïý �ïõò. Ó�ç óõíÝ÷åéá áíá-ëýå�áé ç Ýííïéá �ïõ äéáó�Þìá�ïò åìðéó�ïóýíçò ðïõ ìáò äßíåé åê�ßìçóç ìéáòðáñáìÝ�ñïõ óå Ýíá äéÜó�çìá ãéá äåéãìá�ïëçøßåò áðü ðëçèõóìïýò ÊáíïíéêÞò,Åêèå�éêÞò, Poisson êáé ÄéùíõìéêÞò êá�áíïìÞò.Ôï Ýê�ï êåöÜëáéï äéáðñáãìá�åýå�áé �ïõò Ó�á�éó�éêïýò ÅëÝã÷ïõò ÕðïèÝ-óåùí ðïõ áöïñïýí ó�éò ðáñáìÝ�ñïõò �ùí êá�áíïìþí åíüò Þ äýï äåéãìÜ�ùí.Áðáñáß�ç�ç ðñï�õðüèåóç ãéá �çí åöáñìïãÞ �ïõò åßíáé �á äåßãìá�á íá ðñïÝñ÷ï-í�áé áðü ðëçèõóìïýò ðïõ áêïëïõèïýí �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ Þ �á ìåãÝèç �ùíäåéãìÜ�ùí íá åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëá. Áñ÷éêÜ ðåñéãñÜöïí�áé Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùíãéá �ç ìÝóç �éìÞ êáé �ç äéáóðïñÜ �çò êá�áíïìÞò åíüò äåßãìá�ïò, êáèþò êáé ãéá�ï ðïóïó�ü åðé�õ÷ßáò p �çò êá�áíïìÞò Bernoulli. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæï-í�áé Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí ãéá �éò ðáñáìÝ�ñïõò �ùí êá�áíïìþí äýï áíåîÜñ�ç�ùíäåéãìÜ�ùí.Ïé Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí ðïõ ðåñéãñÜöïí�áé ó�ï Ýê�ï êåöÜëáéï âáóßæïí�áé óåðáñáìå�ñéêÜ êñé�Þñéá åðéëïãÞò. YðÜñ÷ïõí üìùò êáé Ýëåã÷ïé ðïõ ó�çñßæïí�áéó�ç ÷ñÞóç áðáñáìå�ñéêþí êñé�çñßùí, äçëáäÞ êñé�çñßùí ðïõ ç êá�áíïìÞ �ïõòäåí åîáñ�Ü�áé áðü �çí êá�áíïìÞ �ùí äåäïìÝíùí. ¸íá ãíùó�ü áðáñáìå�ñéêüêñé�Þñéï åßíáé �ï �åó� X2 ðïõ ðñï�Üèçêå áðü �ïí Pearson �ï 1900 êáé �ïïðïßï áðï�åëåß áí�éêåßìåíï ìåëÝ�çò �ïõ Ýâäïìïõ êåöáëáßïõ. ÓõãêåêñéìÝíá ðå-ñéãñÜöå�áé ï �ñüðïò åöáñìïãÞò �ïõ êñé�çñßïõ X2 óå �ñåéò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò



xiåëÝã÷ùí õðïèÝóåùí. Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå áí �áäåäïìÝíá ìáò ðñïóáñìüæïí�áé éêáíïðïéç�éêÜ óå ìßá óõãêåêñéìÝíç êá�áíïìÞ(Ýëåã÷ïò êáëÞò ðñïóáñìïãÞò). Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç èÝëïõìå íá åîå�Üóïõìåáí õðÜñ÷åé ó÷Ýóç ìå�áîý äýï ÷áñáê�çñéó�éêþí åíüò ðëçèõóìïý (Ýëåã÷ïò áíå-îáñ�çóßáò). ÔÝëïò, ó�çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå áí äýïÞ ðåñéóóü�åñá äåßãìá�á ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �ïí ßäéï ðëçèõóìü (Ýëåã÷ïò ïìïãÝ-íåéáò).Ó�ï üãäïï êåöÜëáéï ãßíå�áé ìéá åéóáãùãÞ ó�ç âáóéêÞ èåùñßá êáé �éò åöáñ-ìïãÝò �çò áðëÞò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò ãéá �çí áíÜëõóç �ùí ðáñáãüí�ùíðïõ åðçñåÜæïõí �éò äéáêõìÜíóåéò ìéáò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò. Áíáð�ýóóïõìå �ïâáóéêü ó�á�éó�éêü ìïí�Ýëï �çò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò êáé �ç ìÝèïäï åëá-÷ßó�ùí �å�ñáãþíùí ãéá �çí åê�ßìçóç �ùí ðáñáìÝ�ñùí. Åðßóçò åéóÜãïõìå �çíÝííïéá �ïõ óõí�åëåó�Þ ðñïóäéïñéóìïý ãéá �çí áîéïëüãçóç �çò åñìçíåõ�éêÞòéêáíü�ç�áò �ïõ ìïí�Ýëïõ. ÔÝëïò, êÜ�ù áðü �çí õðüèåóç �çò êáíïíéêü�ç�áò,áíáëýïõìå �éò ó�á�éó�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí åê�éìÞóåùí, ãåãïíüò ðïõ åðé�ñÝðåé�ïí õðïëïãéóìü äéáó�çìÜ�ùí åìðéó�ïóýíçò êáé åëÝã÷ïõò ó�á�éó�éêÞò óçìá-í�éêü�ç�áò �ïõ ìïí�Ýëïõ ðáëéíäñüìçóçò.Óå êÜèå êåöÜëáéï äßíïí�áé áñêå�Ü ðáñáäåßãìá�á êáé óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïý-í�áé ãéá íá êá�áëÞîïõìå óå êÜðïéï èåùñç�éêü áðï�Ýëåóìá ðñïêåéìÝíïõ íá áðï-öýãïõìå ó÷å�éêÝò áðïäåßîåéò. Ó�ï �Ýëïò êÜèå êåöáëáßïõ äßíïí�áé áóêÞóåéò �éòïðïßåò ðáñï�ñýíå�áé ï áíáãíþó�çò íá ëýóåé ãéá êáëý�åñç åìðÝäùóç �ùí ó÷å-�éêþí åííïéþí �ïõ êåöáëáßïõ.�ßíáêåò �éìþí êá�áíïìþí äßíïí�áé ó�ï ðáñÜñ�çìá, êáèþò êáé ó÷å�éêÞ âé-âëéïãñáößá.Ó�ï ðñþ�ï êåöÜëáéï áíáöÝñïí�áé ìåñéêÜ éó�ïñéêÜ ó�ïé÷åßá ãéá �ç èåùñßá�éèáíï�Þ�ùí. Ó�ï óçìåßï áõ�ü èá èÝëáìå íá �ïíßóïõìå ü�é ðáñü�é �ï áñ÷éêüêßíç�ñï �çò åíáó÷üëçóçò ìå �ç èåùñßá áõ�Þ Þ�áí �á �õ÷åñÜ ðáé÷íßäéá ðïëýãñÞãïñá Ýãéíå êá�áíïç�ü ü�é ðïëëÜ öõóéêÜ öáéíüìåíá ìå ó�ïé÷åßá �õ÷áéü�ç-�áò èá ìðïñïýóáí íá ìåëå�çèïýí ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìáèçìá�éêÜ ìïí�Ýëá �çòèåùñßáò �éèáíï�Þ�ùí. Ç èåùñßá �ïõ Einstein ãéá �çí Êßíçóç Brown ó�éò áñ-÷Ýò �ïõ ðñïçãïýìåíïõ áéþíá Ýäùóå �ï Ýíáõóìá ãéá �çí ñáãäáßá áíÜð�õîç �çòèåùñßáò �éèáíï�Þ�ùí. ÓÞìåñá êáëåß�áé íá äþóåé áðáí�Þóåéò óå ðñïâëÞìá�áðïõ áöïñïýí ó÷åäüí �á ðÜí�á, áðü ïéêïíïìéêÜ öáéíüìåíá (äéáêõìÜíóåéò �éìþí÷ñçìá�éó�çñéáêþí ðñï�éüí�ùí), ìÝ÷ñé �çí áíÜëõóç �çò âéïëïãéêÞò áêïëïõèßáòDNA.Ôï äéÜãñáììá �ïõ åîùöýëëïõ äåß÷íåé �ç ó÷Ýóç �çò èåùñßáò �éèáíï�Þ�ùíìå �çí åîßóùóç S
hr�odinger ðïõ áöïñÜ óå èÝìá�á Êâáí�ïìç÷áíéêÞò. Ôï äéÜ-



xiiãñáììá ðïõ ðáñïõóéÜæå�áé åßíáé ï ðñþ�ïò áðü áñéó�åñÜ êëÜäïò �ïõ äéáãñÜì-ìá�ïò ðïõ öáßíå�áé ðáñáêÜ�ù êáé ðïõ ï áíáãíþó�çò ìðïñåß åðßóçò íá âñåé êáéíá ìåëå�Þóåé ó�çí éó�ïóåëßäá:http://hyperphysi
s.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/s
hr
n.html#
1.

Ïõñáíßá ×ñõóáößíïõ, ÊáèçãÞ�ñéá ÔìÞìá�ïò Ìáèçìá�éêþí, �áíåðéó�çìßïõ Áèç-íþíÁðüó�ïëïò ÌðïõñíÝ�áò, Áíáðëçñù�Þò Êáèçãç�Þò ÔìÞìá�ïò Ìáèçìá�éêþí,�áíåðéó�çìßïõ ÁèçíþíÅõ�õ÷ßá ÂáããåëÜ�ïõ, ËÝê�ïñáò ÔìÞìá�ïò Ìáèçìá�éêþí, �áíåðéó�çìßïõ Áèç-íþíÁèÞíá, ÍïÝìâñéïò 2006



ÊåöÜëáéï 1ÅéóáãùãÞ ó�éò �éèáíü�ç�åò1.1 ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòÇ Èåùñßá �ùí �éèáíï�Þ�ùí ìåëå�Ü öáéíüìåíá �á ïðïßá õðüêåéí�áé óå �õ÷áéü-�ç�á Þ ãéá �á ïðïßá áäõíá�ïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå �ç óõìðåñéöïñÜ �ïõò ìå óõ-ãêåêñéìÝíïõò íüìïõò, üðùò, ãéá ðáñÜäåéãìá, åßíáé ï íüìïò �çò âáñý�ç�áò, �ïáðï�Ýëåóìá ìéáò óõãêåêñéìÝíçò ìßîçò ÷çìéêþí ó�ïé÷åßùí, ïé íüìïé �ïõ Kirkov,ê.ë.ð. ÔÝ�ïéá öáéíüìåíá ìðïñïýìå íá �á áíáãÜãïõìå óå ðåéñÜìá�á ðïõ ïíï-ìÜæïõìå ðåéñÜìá�á �ý÷çò.�áñá�çñþí�áò ü�é ç åðáíÜëçøç �Ý�ïéïõ åßäïõò ðåéñáìÜ�ùí êÜ�ù áðü óõ-ãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò ìáò äßíåé êÜðïéá ðëçñïöïñßá ãéá �á áðï�åëÝóìá�Ü �ïõò(ó�á�éó�éêÞ êáíïíéêü�ç�á) ðñï÷ùñÜìå ó�ç ìåëÝ�ç �ïõò ðñïóäéïñßæïí�áò êá-�Üëëçëïõò êáíüíåò. �éá íá ãßíåé ðéï êá�áíïç�ü áò áíáöåñèïýìå óå Ýíá áðëüðåßñáìá �ý÷çò, üðùò åßíáé ç ñßøç åíüò æáñéïý. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �ï æÜñé åßíáéáìåñüëçð�ï (ü÷é êÜëðéêï). Áí ñù�çèïýìå ðïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åìöáíé-óèåß \Üóóïò" åßíáé ðñïöáíÝò(;) ü�é èá áðáí�Þóïõìå 1/6, ðáñÜ �ï ü�é ìðïñåßíá ñßîïõìå ðïëëÝò öïñÝò �ï æÜñé êáé íá ìç åìöáíéóèåß ï \Üóóïò". Ôï 1/6ðñïêýð�åé áðü �ï ü�é áí åðáíáëÜâïõìå �éò ñßøåéò �ïõ æáñéïý ðïëëÝò öïñÝò, ð.÷.1000 êáé êá�áìå�ñçèïýí ïé åìöáíßóåéò �ùí åíäåßîåùí �ïõ, �ü�å èá ðáñá�çñÞ-óïõìå ü�é �ï ðïóïó�ü �ùí åìöáíßóåùí �ïõ \Üóóïõ" èá êõìáßíå�áé ãýñù áðü �ï1/6. Ôï ßäéï öõóéêÜ èá éó÷ýåé êáé ãéá �éò Üëëåò åíäåßîåéò áöïý èåùñÞóáìå �ïæÜñé áìåñüëçð�ï. Áðü áõ�ü �ï ðïëý áðëü ðåßñáìá �ý÷çò ðáñá�çñïýìå ü�é êÜ�éìðïñïýìå íá áðáí�Þóïõìå êáé ãéá �á öáéíüìåíá ðïõ åßíáé ìç-í�åí�åñìéíéó�éêÜ,äçë,. åìöáíßæïõí �õ÷áéü�ç�á. Áõ�ü �ï óêïðü êáëåß�áé íá õðçñå�Þóåé ç èåùñßá�éèáíï�Þ�ùí.Ç ðñïóÝããéóç áõ�Þò �çò èåùñßáò èá ãßíåé ìå �ñüðï áðëü, ÷ùñßò áíáöïñÜó�ï êáèáñÜ èåùñç�éêü, áðü Üðïøç ìáèçìá�éêÞ, õðüâáèñü �çò ðïõ åßíáé ç èåùñßá



2 ÊåöÜëáéï 1ÌÝ�ñïõ. �åñéóóü�åñá ó�ïé÷åßá ãéá �çí áíÜð�õîç �çò èåùñßáò �éèáíï�Þ�ùíðáñáèÝ�ïõìå ó�çí åðüìåíç ðáñÜãñáöï óå ìéá óýí�ïìç éó�ïñéêÞ áíáóêüðçóç.Ïñéóìüò 1.1. �åßñáìá Ôý÷çòåßíáé Ýíá ðåßñáìá ó�ï ïðïßï äåí éó÷ýåé ç ó÷Ýóçáé�ßïõ-áé�éá�ïý.�áñáäåßãìá�á:1. Ñßøç åíüò íïìßóìá�ïò äýï öïñÝò.2. Ñßøç åíüò æáñéïý.3. Ñßøç äýï æáñéþí.4. Áñéèìüò ñßøåùí åíüò æáñéïý Ýùò ü�ïõ åìöáíéóèåß ãéá ðñþ�ç öïñÜ ç Ýíäåéîç\6" .5. Ç áðüó�áóç �õ÷áßáò âïëÞò áðü �ï êÝí�ñï åíüò ìïíáäéáßïõ êýêëïõ.6. Ï ÷ñüíïò æùÞò åíüò 
hip óå þñåò.7. Ôï ýøïò (óå 
m) ìéáò öïé�Þ�ñéáò �çò ó÷ïëÞò èå�éêþí åðéó�çìþí ðïõ åêëÝ-ãå�áé �õ÷áßá.Ïñéóìüò 1.2. Äåéãìá�éêüò ÷þñïò åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò êáëåß�áé �ï óý-íïëï �ùí äõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí �ïõ ðåéñÜìá�ïò. ÓõíÞèùò �ï óýíïëï áõ�ü�ï óõìâïëßæïõìå ìå Ù.Ôá ðáñáðÜíù ðåéñÜìá�á �ý÷çò Ý÷ïõí �ïõò áêüëïõèïõò äåéãìá�éêïýò ÷þñïõòáí�ßó�ïé÷á:1. Ù = {ÊÊ;��;Ê�; �Ê}.2. Ù = {1; 2; 3; 4; 5; 6}.3. Ù = {(1; 1); (1; 2); : : : (1; 6); (2; 1); (2; 2); : : : (2; 6); (3; 1); (3; 2); : : : (3; 6); (4; 1);
(4; 2); : : : (4; 6); (5; 1); (5; 2); : : : (5; 6); (6; 1); (6; 2); : : : (6; 6)} .



1.1 ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåò 34. Ù = {1; 2:3; : : : ; : : :}.5. Ù = {x : 0 ≤ x ≤ 1}.6. Ù = {x : 0 ≤ x ≤ ∞}.7. Ù = {x : 150 ≤ x ≤ 180}.Ôá ðåéñÜìá�á �ý÷çò ðïõ áíáöÝñáìå åßíáé áðëÜ. Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�áÝ÷ïõìå íá áí�éìå�ùðßóïõìå öáéíüìåíá ðïõ õðüêåéí�áé óå �õ÷áéü�ç�á ðïëëþíðáñáãüí�ùí êáé ãéá �ï ëüãï áõ�ü åìöáíßæïõí ìåãÜëç ðïëõðëïêü�ç�á. �éáðáñÜäåéãìá, ï áñéèìüò �ùí ñáäéåíåñãþí ó�ïé÷åßùí ðïõ åêðÝðïí�áé áðü óõãêå-êñéìÝíç ðçãÞ, ï ëåõêüò èüñõâïò ðïõ áíáð�ýóóå�áé óå êáíÜëéá ìå�áöïñÜò óç-ìÜ�ùí, ï áñéèìüò �ùí á�üìùí åíüò ðëçèõóìïý (öõ�þí, æþùí, áíèñþðùí), ïïðïßïò õðüêåé�áé óå ãÝííçóç, èÜíá�ï, áëëáãÝò ðåñéâÜëëïí�ïò, ï ÷ñüíïò åîõðç-ñÝ�çóçò ÷ñçó�þí åíüò ìåãÜëïõ çëåê�ñïíéêïý äéê�ýïõ, ç äéáêýìáíóç ïéêïíïìé-êþí ìåãåèþí, üðùò ç äéáêýìáíóç �çò �éìÞò ìéáò ìå�ï÷Þò ó�ï ÷ñçìá�çó�Þñéï,ï áñéèìüò óõãêåêñéìÝíïõ âéïëïãéêïý ó÷åäéáóìïý óå áêïëïõèßá DNA, ê.ë.ð.Ç èåùñßá ðéèáíï�Þ�ùí ÷ñçóéìïðïéþí�áò äåäïìÝíá ðáñá�çñÞóåùí åíüò öáé-íïìÝíïõ êáëåß�áé íá êá�áóêåõÜóåé Ýíá éäåá�ü ìáèçìá�éêü ìïí�Ýëï ìå âÜóç �ïïðïßï íá ìðïñåß êáíåßò íá ðñïâëÝøåé Þ íá óõìðåñÜíåé áðï�åëÝóìá�á äõíá�Üíá ðáñá÷èïýí áðü �ï öáéíüìåíï. Ïé áðáí�Þóåéò ðïõ ëáìâÜíïí�áé ìå �ç ÷ñç-óéìïðïßçóç �ïõ ìáèçìá�éêïý ìïí�Ýëïõ ðñÝðåé íá óõãêñßíïí�áé ìå ðñáãìá�éêÜäåäïìÝíá ãéá íá åëÝã÷å�áé êá�Ü ðüóï �ï ìïí�Ýëï ðåñéãñÜöåé êáëÜ �ï öáéíü-ìåíï. Áõ�ü �ï óçìáí�éêü ñüëï áíáëáìâÜíåé íá åðé�åëÝóåé ç Ó�á�éó�éêÞ, üðùòèá äïýìå ó�á ó÷å�éêÜ êåöÜëáéá.�ñïò �ï ðáñüí ÷ñçóéìïðïéïýìå �á áðëÜ ðáñáäåßãìá�á ðïõ áíáöÝñáìå ÞÜëëá ðáñüìïéá ãéá íá ðñï÷ùñÞóïõìå ó�ç åéóáãùãÞ âáóéêþí åííïéþí �çò èåù-ñßáò ðéèáíï�Þ�ùí.Ïñéóìüò 1.3. Ï Äåéãìá�éêüò ÷þñïò ðïõ ðåñéÝ÷åé ðåðåñáóìÝíï áñéèìü ó�ïé-÷åßùí Þ �ï ðïëý áñéèìÞóéìï êáëåß�áé Äéáêñé�üò.Ï Äåéãìá�éêüò ÷þñïò ðïõ ðåñéÝ÷åé ìç áñéèìÞóéìï ðëÞèïò ó�ïé÷åßùí êáëåß�áéÓõíå÷Þò.Ïé äåéãìá�éêïß ÷þñïé �ùí ðáñáäåéãìÜ�ùí 1, 2, 3, 4 åßíáé äéáêñé�ïß. Ïé�ñåéò ðñþ�ïé áðï�åëïýí�áé áðü ðåðåñáóìÝíï áñéèìü ó�ïé÷åßùí ï �Ý�áñ�ïò áðüáñéèìÞóéìï ðëÞèïò.Ïé äåéãìá�éêïß ÷þñïé �ùí ðáñáäåéãìÜ�ùí 5, 6 êáé 7 åßíáéóõíå÷åßò.



4 ÊåöÜëáéï 1Ïñéóìüò 1.4. ¸íá õðïóýíïëï �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çòêáëåß�áé åíäå÷üìåíï.Ôï åíäå÷üìåíï ðïõ áðï�åëåß�áé áðü üëá �á äõíá�Ü áðï�åëÝóìá�á, äçë. �ï Ùêáëåß�áé âÝâáéï .Tï åíäå÷üìåíï ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá áðü �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ äåéãìá�éêïý÷þñïõ, äçë. �ï ∅, êáëåß�áé áäýíá�ï, åíþ áõ�ü ðïõ ðåñéÝ÷åé Ýíá óõãêåêñéìÝíïáðï�Ýëåóìá êáëåß�áé ó�ïé÷åéþäåò.ÓõíÞèùò �á åíäå÷üìåíá �á óõìâïëßæïõìå ìå êåöáëáßá ãñÜììá�á, ð.÷. Á,Â, �, .ÁíáöÝñïõìå ìåñéêÜ åíäå÷üìåíá ðïõ áöïñïýí �á ðáñáäåßãìá�á 1-7 ÷ñç-óéìïðïéþí�áò �á ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá ðïõ �á áðï�åëïýí, êáèþò êáé �éò áí�ß-ó�ïé÷åò ðñï�Üóåéò ðïõ �á ðåñéãñÜöïõí.1. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá Á = {ÊÊ;Ê�; �Ê}; Â = {Ê�; �Ê}; � =

{��;Ê�; �Ê}; Ä = {ÊÊÊ}; Å = Ù.Ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå �á åíäå÷üìåíá Á, Â, �, Ä êáé Å ìå ëüãéá ùò åîÞò:Á=\åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá êåöáëÞ", Â=\åìöáíßæå�áé áêñéâþò ìßáêåöáëÞ", �=\åìöáíßæå�áé �ï ðïëý ìßá êåöáëÞ", Ä=\ �ï áäýíá�ï åíäå-÷üìåíï", Å=\�ï âÝâáéï ãåãïíüò".Ìðïñïýí íá äéá�õðùèïýí �á ðáñáðÜíù åíäå÷üìåíá äéáöïñå�éêÜ? áí íáé ðïéÜêáé ðùò?2. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá Á = {1; 3; 5}; Â = {3; 6}; � = {3; 4; 5; 6}.Ôá Á, Â, �, ìðïñïýìå íá �á äéá�õðþóïõìå ùò åîÞò:Á=\ åìöáíßæå�áé áñéèìüò ðåñé��üò", Â=\ åìöáíßæå�áé áñéèìüò äéáéñå�üò ìå�ï 3", �=\ åìöáíßæå�áé áñéèìüò ìåãáëý�åñïò Þ ßóïò �ïõ 3".3. Á = {(1; 1); )(2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 5); (6; 6)}; Â = {(1; 6); (2; 6); (3; 6); (4; 6);
(5; 6); (6; 1); (6; 2); (6; 3); (6; 4); (6; 5)}; � = {(1; 1); (1; 2); (2; 1); (2; 2)}.Ôá Á, Â, � äéá�õðþíïí�áé ùò åîÞò:Á=\:åìöáíßæå�áé ï ßäéïò áñéèìüò êáé ó�éò äýï ñßøåéò", Â=\ åìöáíßæå�áé �ï 6áêñéâþò ìßá öïñÜ", �=\ ïé áñéèìïß ðïõ åìöáíßæïí�áé åßíáé ìéêñü�åñïé Þ ßóïéìå �ï 2".4. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá Á=\ áðáé�ïýí�áé �ï ðïëý 10 ñßøåéò �ïõ æáñéïý Ýùòü�ïõ åìöáíéóèåß �ï 6", Â=\ áðáé�ïýí�áé áêñéâþò 12 ñßøåéò", �=\ áðáé-�ïýí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí 5 ñßøåéò" êáé Ä=\ åìöáíßæå�áé �ï 6 óå Üñ�éï áñéèìüñßøåùí.Ôá Á, Â, �, Ä áðï�åëïýí�áé áðü �á åîÞò ó�ïé÷åßá �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ:Á = {1; : : : ; 10}; B = {12}; � = {5; 6; : : : ; : : :}; Ä = {2; 4; 6; : : : ; 2ê : : : ; }.5. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá Á=\ ç âïëÞ áðÝ÷åé áðü �ï ó�ü÷ï �ï ðïëý 1/3", Â=\çâïëÞ áðÝ÷åé áðü �ï ó�ü÷ï �ïõëÜ÷éó�ïí 2/3" êáé �=\ ç âïëÞ áðÝ÷åé áðü �ï



1.1 ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåò 5ó�ü÷ï ðåñéóóü�åñï áðü 1/4 êáé ëéãþ�åñï áðü 3/4".Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �á Á, Â, � ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ùò åîÞò:Á = {x : 0 < x < 1=3}; Â = {x : 2=3 ≤ x < 1}; � = {x : 1=4 < x < 3=4}.6. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá Á=\ �ï 
hip æåé �ïõëÜ÷éó�ï ÷ßëéåò þñåò", Â=\ �ï
hip æåé ðåñéóóü�åñï áðü 1500 þñåò êáé ëéãü�åñï áðü 5000 þñåò" êáé �=\ �ï
hip æåé �ï ðïëý 10000 þñåò".Éóïäýíáìç äéá�ýðùóç åßíáéA = {x : x ≥ 1000}; B = {1500 < x < 5000}; � = {x : 0 < x ≤ 10000}.7. Á = {x : 165 ≤ x}; B = {x : 160 ≤ x ≤ 170}. �ñïöáíþò �á Á êáé Âäéá�õðþíïí�áé ùò åîÞò: Á=\ç öïé�Þ�ñéá Ý÷åé ýøïò ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ùí 165
m " êáé Â=\ �ï ýøïò �çò öïé�Þ�ñéáò êõìáßíå�áé ìå�áîý �ùí 160 
m êáé 170
m".Ó�á ðáñáäåßãìá�á 5, 6 êáé 7 �á óýìâïëá ≤; ≥ ìðïñïýí íá áí�éêá�áó�áèïýíìå <; > êáé áí�ßó�ñïöá, áöïý ï äåéãìá�éêüò ìáò ÷þñïò åßíáé óõíå÷Þò. Áõ�ü èáäéåõêñéíéóèåß ó�ï äåý�åñï êåöÜëáéï. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï åíäå÷üìåíï Á ó�ï 5ìðïñåß íá ãñáöåß Á = {x : 0 < x < 1=3} = {x : 0 < x ≤ 1=3} , �ï åíäå÷üìåíïÁ ó�ï 6 ìðïñåß íá ãñáöåß A = {x : x ≥ 1000} = {x : x > 1000} êáé �ï Á ó�ï7 ìðïñåß íá ãñáöåß Á = {x : 165 ≤ x} = {x : x ≥ 165} = {x : x > 165}.�áñá�çñïýìå ü�é ó�ç äéá�ýðùóç åíäå÷ïìÝíùí ðïëëÝò öïñÝò åìöáíßæïí�áéåêöñÜóåéò üðùò, �ïõëÜ÷éó�ïí, �ï ðïëý, áêñéâþò, áðü ... Ýùò , ïé ïðïßåòåßíáé éóïäýíáìåò ìå óõãêåêñéìÝíåò ìáèçìá�éêÝò öüñìåò, üðùò öáßíå�áé êáé áðü�á ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìá�á. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ü�é åêöñÜæïí�áé êáé ìåðñÜîåéò óõíüëùí, áöïý ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò Ù åßíáé Ýíá óýíïëï êáé �á åíäå-÷üìåíá åßíáé õðïóýíïëÜ �ïõ. ÌåñéêÝò âáóéêÝò �Ý�ïéåò ðñÜîåéò áíáöÝñïõìå ó�çóõíÝ÷åéá.¸íùóç äýï åíäå÷ïìÝíùí, Ýó�ù Á, Â, åßíáé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù ðïõ áíÞêïõíóå �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü áõ�Ü. Óõìâïëßæå�áé ìå Á ∪ Â.ÔïìÞ äýï åíäå÷ïìÝíùí, Ýó�ù Á, Â, åßíáé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù ðïõ áíÞêïõíêáé ó�á äýï åíäå÷üìåíá. Óõìâïëßæå�áé ìå Á ∩ Â Þ áðëÜ ùò ÁÂ.ÎÝíá êáëïýí�áé �á åíäå÷üìåíá Á, Â áí Á ∩ Â = ∅.ÓõìðëÞñùìá �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á ùò ðñïò �ï Ù åßíáé �ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åéüëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù ðïõ äåí áíÞêïõí ó�ï Á. Óõìâïëßæå�áé ìå Á′ Þ Á
.ÄéáöïñÜ �ïõ óõíüëïõ Â áðü �ï Á åßíáé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Á ðïõ äåí áíÞêïõíó�ï Â êáé óõìâïëßæå�áé ìå Á-Â. ÅßíáéÁ− Â = {! ∈ Ω : ! ∈ A; ! äåí ∈ B}



6 ÊåöÜëáéï 1É÷ýïõí ïé áêüëïõèåò ðñïöáíåßò ó÷ÝóåéòÁ′
= Ω −Á;Á− Â = Á ∩ Â′Ç Üëãåâñá �ùí åíäå÷ïìÝíùí ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïõò åîÞò íüìïõò Þ áîéþ-ìá�á: ¸ó�ù �á Ýíäå÷üìåíá Á, Â êáé � ìå äåéãìá�éêü ÷þñï ÙÁí�éìå�áèå�éêü�ç�á:Á ∪ Â = Â ∪Á A ∩B = B ∩A�ñïóå�áéñéó�éêü�ç�á: Á ∪ (B ∪ �) = (Á ∪ Â) ∪ �Á ∩ (B ∩ �) = (Á ∩ Â) ∩ �Åðéìåñéó�éêü�ç�á: Á ∪ (Â ∩ �) = (Á ∪ Â) ∩ (Á ∪ �)Á ∩ (Â ∪ �) = (Á ∩ Â) ∪ (Á ∩ �):Ôáõ�ï�éêü�ç�á Á ∪ ∅ = Á; Á ∩ Ω = Á:Óõìðëçñùìá�éêü�ç�áÁ ∪Á′

= Ω; Á ∩Á′
= ∅; Ω

′
= ∅; ∅′ = Ω; (Á′

)
′
= Á:×ñçóéìïðïéþí�áò �á ðáñáðÜíù ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ïé åîÞò ðïëý ÷ñÞ-óéìåò ó÷Ýóåéò:Êáíüíåò De Morgan

(Á ∪ Â)
′
= Á′ ∩ Â′; (Á ∩ Â)

′
= (Á′ ∪ Â′

)Ôá äéáãñÜììá�á Venn ðïõ öáßíïí�áé ó�ï Ó÷Þìá 1.1 âïçèïýí ó�çí êá�á-íüçóç üëùí �ùí ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùí.
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Ó÷Þìá 1.1: �áñáäåßãìá�á ÄéáãñáììÜ�ùí Venn1.2 Áîéùìá�éêÞ ÈåìåëßùóçÓýí�ïìç Éó�ïñéêÞ ÁíáóêüðéóçÇ Ýííïéá �çò ðéèáíü�ç�áò êáé ç ìÝ�ñçóç �çò Üñ÷éóå íá áðáó÷ïëåß �ïõò áí-èñþðïõò ìüëéò êá�Ü �ï ðñþ�ï ìéóü �ïõ 17ïõ áéþíá. ÌÝ÷ñé �ü�å èåùñïýóáí�çí ðéèáíü�ç�á ùò �ý÷ç ðïõ ìðïñåß íá åßíáé êáëÞ Þ êáêÞ áíÜëïãá ìå �ç èñç-óêåõ�éêÞ êáé ðïëé�éó�éêÞ �ïõò êïõë�ïýñá êáé ðßó�ç. �éá ðáñÜäåéãìá, ïé áñ÷áßïé¸ëëçíåò åíáðüèå�áí �éò åëðßäåò �ïõò ó�ï íá êåñäßóïõí ó�á �õ÷åñÜ ðáé÷íßäéáðïõ Ýðáéæáí ó�çí åýíïéá �ùí èåþí �ïõò. Ó�çí áñ÷Þ �ïõ 17ïõ áéþíá É�áëïß ÷áñ-�ïðáßê�åò æÞ�çóáí �ç âïÞèåéá �ïõ �áëéëáßïõ ãéá íá åîçãÞóïõí �éò áðïñßåò �ïõòðïõ áöïñïýóáí �õ÷åñÜ ðáé÷íßäéá ìå æÜñéá. Ï �áëéëáßïò ðáñÜ �ï ü�é Þ�áí ðïëýáðáó÷ïëçìÝíïò ìå �á äéêÜ �ïõ ðñïâëÞìá�á áó÷ïëÞèçêå ìå �á ðñïâëÞìá�Ü �ïõòêáé Ýãñáøå Ýíá ìéêñü åã÷åéñßäéï ðïõ áöïñïýóå óå �Ý�ïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìá�á.ÌåñéêÜ ÷ñüíéá áñãü�åñá Ýíáò �Üëëïò Ìáèçìá�éêüò êáé ðáßê�çò ï Cheva-lier de Mere Üñ÷éóå íá áëëçëïãñáöåß ìå �ïí ìáèçìá�éêü Blaise Pas
al èÝ�ïí�áò�ïõ äéÜöïñá ðñïâëÞìá�á üðùò �ï áêüëïõèï: Ôé åßíáé óõìöåñü�åñï; \íá ó�ïé÷ç-ìá�ßóù ó�çí åìöÜíéóç �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò 6 êá�Ü �çí ñßøç åíüò æáñéïý 4 öïñÝò



8 ÊåöÜëáéï 1Þ íá ó�ïé÷çìá�ßóù ó�çí åìöÜíéóç �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò (6,6) êá�Ü �çí ñßøç 2 äéá-êåêñéìÝíùí æáñéþí 24 öïñÝò;". Ï Pas
al èåþñçóå �á ðñïâëÞìá�á �ïõ de MereåíäéáöÝñïí�á êáé Üñ÷éóå íá áëëçëïãñáöåß ìå �ïí Piere Fermat, åðßóçò ìáèç-ìá�éêü, ðñïêåéìÝíïõ íá �á áí�éìå�ùðßóïõí áðü êïéíïý . Ç óõíåñãáóßá �ùí äýïöçìéóìÝíùí ìáèçìá�éêþí ü÷é ìüíï ïäÞãçóå ó�ç ëýóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí �ïõ deMere, áëëÜ äçìéïýñãçóå óåéñÜ ðïëëþí åñù�çìÜ�ùí êáé Üëëùí óõíáöþí ðñï-âëçìÜ�ùí. ÕðÞñîå Ýí�ïíï åíäéáöÝñïí áðü ðïëëïýò ìáèçìá�éêïýò �çò åðï÷Þò�ïõò, üðùò ï íåáñüò �ü�å Ïëëáíäüò Ìáèçìá�éêüò Ludwig Huyghens, ï ïðïßïò�áîßäåøå ó�ï �áñßóé ãéá íá åíçìåñùèåß åéäéêÜ ãéá �á ðñïâëÞìá�á �ùí �õ÷åñþíðáé÷íéäéþí êáé ãéá �ç íÝá ìáèçìá�éêÞ èåùñßá ðïõ áíÝ�åéëå. �ñÜãìá�é, �á áðï-�åëÝóìá�á �çò óõíåñãáóßáò ìå�áîý Pas
al êáé Fermat ïäÞãçóáí ó�ç ãÝííçóç�çò èåùñßáò �éèáíï�Þ�ùí.Ç ðñþ�ç áîéùìá�éêÞ èåìåëßùóç �çò èåùñßáò ðéèáíï�Þ�ùí ïöåßëå�áé ó�ïíLapla
e (1812) êáé ó�çñßæå�áé ó�ïí ïñéóìü �çò êëáóéêÞò ðéèáíü�ç�áò ðïõ Ýãéíåáðü �ïí De Moivre (1711) êáé Ý÷åé ùò ÝîÞò: ¸ó�ù Ýíá ðåßñáìá �ý÷çò �ïõïðïßïõ ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò Ù åßíáé ðåðåñáóìÝíïò êáé êÜèå ó�ïé÷åéþäåò åíäå-÷üìåíï, äçë. êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ Ù åßíáé åîßóïõ ðéèáíü ëüãù Ýëëåéøçò åðáñêïýòëüãïõ ãéá �ï áí�ßèå�ï (ð.÷. ãéá Ýíá áìåñüëçð�ï æÜñé èåùñïýìå ü�é üëåò ïé åí-äåßîåéò {1; 2; 3; 4; 5; 6} åßíáé åîßóïõ ðéèáíÝò íá åìöáíéóèïýí óå ìßá �õ÷áßá ñßøç�ïõ) . Ç ðéèáíü�ç�á åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Á óõìâïëßæå�áé ìå P (A) êáé éóïý�áéìå �ï ðçëßêï ðïõ Ý÷åé áñéèìç�Þ �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Á êáé ðáñá-íïìáó�Þ �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò, äçë.�ïí ðëçèéêü áñéèìü �ïõ Ù. Áöïý ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò Ù åßíáé ðåðåñáóìÝíïò, ï÷þñïò åíäå÷ïìÝíùí, Ýó�ù A, óõìðßð�åé ìå �ï äõíáìïóýíïëï �ïõ Ù, �ï ïðïßïóõìâïëßæïõìå ìå D (Ω) êáé áðï�åëåß�áé áðü üëá �á äõíá�Ü õðïóýíïëá �ïõ Ù.Ï Lapla
e êáèüñéóå �á ðáñáêÜ�ù áîéþìá�á, �á ïðïßá âáóßæïí�áé ó�çí êïéíÞëïãéêÞ, �á áðï�åëÝóìá�á ðåéñáìÜ�ùí êáé �ç äéáßóèçóç:Ç P (A) åßíáé ìßá óõíïëïóõíÜñ�çóç ðïõ ðëçñåß �á áêüëïõèá áîéþìá�á:á1: Åßíáé P (A) ≥ 0 ∀Á ∈ D (Ω).á2: P (Ω) = 1.á3: Åßíáé P (A∪B) = P (A)+P (B), ∀A;B ∈ D (Ω), ðïõ åßíáé �Ý�ïéá þó�åÁ ∩B = ∅, äçë. �á Á, Â åßíáé îÝíá åíäå÷üìåíá.Ïé óõíèÞêåò �ïõ ðåðåñáóìÝíïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ êáé �ùí éóïðßèáíùí ó�ïé-÷åéùäþí åíäå÷ïìÝíùí Þ�áí ðïëý ðåñéïñéó�éêÝò ãéá �éò åöáñìïãÝò. �éá ðáñÜ-äåéãìá, äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ïí ðáñáðÜíù ïñéóìü �çò ðéèáíü�ç�áòáí èÝëïõìå íá ðáñá�çñÞóïõìå �ïí áñéèìü �ùí ñáäéåíåñãþí óùìá�éäßùí ðïõ



1.2 Áîéùìá�éêÞ Èåìåëßùóç 9åêðÝìðïí�áé áðü ìéá ñáäéåíåñãü ðçãÞ, áöïý ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò áðï�åëåß�áéáðü Üðåéñï ðëÞèïò ó�ïé÷åßùí. Äåí ìðïñïýìå íá ìåëå�Þóïõìå ðéèáíü�ç�á ðïõáöïñÜ ó�ï ÷ñüíï æùÞò åíüò 
hip , áöïý ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò åßíáé ìÞ áñéèìÞóé-ìïò. Äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ðéèáíü�ç�á åíäå÷ïìÝíïõ ãéá �ï ðéï áðëüðåßñáìá �ý÷çò üðùò åßíáé ç ñßøç åíüò íïìßóìá�ïò áí áõ�ü äåí åßíáé áìåñüëçð�ïðïõ åîáóöáëßæåé �ï éóïðßèáíï.Ïé ðáñáðÜíù äõóêïëßåò áßñïí�áé êá�Ü êÜðïéï �ñüðï ìå �ï ïñéóìü �çò ðéèá-íü�ç�áò ðïõ Ýäùóå ï Von Mises (1928), ï ïðïßïò äéá�õðþíå�áé ùò åîÞò:¸íá ðåßñáìá �ý÷çò åðáíáëáìâÜíå�áé í öïñÝò êÜ�ù áðü �éò ßäéåò áêñéâþò óõí-èÞêåò êáé Ýó�ù ü�é óå êÜèå ðåßñáìá ðáñáêïëïõèïýìå áí åìöáíßæå�áé Ýíá óõ-ãêåêñéìÝíï åíäå÷üìåíï Á. ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é ï áñéèìüò åìöáíßóåùí �ïõ Á åßíáé�í ç ðéèáíü�ç�á �ïõ Á ïñßæå�áé áðü �ç ó÷ÝóçP (A) = lim�→∞

���äçë. ç ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á åßíáé ç ïñéáêÞ ó÷å�éêÞ óõ÷íü�ç�á åìöÜ-íéóÞò �ïõ.Åßíáé öáíåñü ü�é �á áîéþìá�á á1 - á3 ðïõ Ýèåóå ï Lapla
e éêáíïðïéïýí�áé.Äçìéïõñãïýí�áé üìùò Üëëá ðñïâëÞìá�á üðùò: �üóåò öïñÝò ìðïñïýìå íá åðá-íáëÜâïõìå Ýíá ðåßñáìá �ý÷çò êÜ�ù áðü ßäéåò áêñéâþò óõíèÞêåò? Åðßóçò, �ïüñéï Ý÷åé äõóêïëßåò ðïõ äåí ìðïñïýìå íá áíáð�ýîïõìå ó�çí ðáñïýóá öÜóç.Ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ó�ï ìõáëü ìáò �ï üñéï áõ�ü ùò �ï íüìï �ùí ìåãÜëùíáñéèìþí, ó�ïí ïðïßï èá áíáöåñèïýìå ó�ï êåöÜëáéï 4.Ôï 1933, ï Ñþóïò ìáèçìá�éêüò Á. Kolmogorov ðáñïõóßáóå �çí áîéùìá-�éêÞ èåìåëßùóç �ùí ðéèáíï�Þ�ùí ðïõ áßñåé üëåò �éò áäõíáìßåò �ùí ðñïçãïý-ìåíùí ó÷å�éêþí ïñéóìþí. Ç èåìåëßùóç áõ�Þ Ý÷åé ùò âÜóç �ç èåùñßá ìÝ�ñïõêáé áöïñÜ ó�á ìå�ñÞóéìá åíäå÷üìåíá. Ôá åíäå÷üìåíá ðïõ áöïñïýí ðñáê�é-êÝò åöáñìïãÝò êáé Ý÷ïõí åíäéáöÝñïí åßíáé ìå�ñÞóéìá, Ý�óé áõ�üò ï ðåñéïñéóìüòäåí ìáò äçìéïõñãåß ðñüâëçìá ó�çí ü÷é �üóï èåùñç�éêÞ áíÜð�õîç �çò ó÷å�éêÞòèåùñßáò ðïõ åðé÷åéñåß�áé ó�ï âéâëßï áõ�ü.¸ó�ù Ýíá ðåßñáìá �ý÷çò ìå äåéãìá�éêü ÷þñï Ù. �éá êÜèå åíäå÷üìåíï Á(Á ⊂ Ω) õðïèÝ�ïõìå ü�é Ýíáò áñéèìüò P (Á) ïñßæå�áé êáé éêáíïðïéåß �á åîÞò�ñßá áîéþìá�á:Á1. P (A) ≥ 0 ∀Á.A2. P (Ω) = 1.A3. P (∪∞n=1
An) =

∑

∞n=1
P (An), ãéá üëá �á åíäå÷üìåíá Ái; Aj, �Ý�ïéáþó�å Ái ∩Aj = ∅, i; j = 1; 2; : : :, äçë. îÝíá ìå�áîý �ïõò.



10 ÊåöÜëáéï 1Ôï ðñþ�ï áîßùìá ëÝåé ü�é ç ðéèáíü�ç�á \�ï áðï�Ýëåóìá �ïõ ðåéñÜìá�ïòåßíáé Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ Á" åßíáé Ýíáò áñéèìüò ìç áñíç�éêüò. Ôï äåý�åñï áîßùìáäçëþíåé ü�é ìå ðéèáíü�ç�á Ýíá �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ ðåéñÜìá�ïò áíÞêåé ó�ï äåéã-ìá�éêü ÷þñï Ù êáé �ï �ñß�ï ü�é ãéá êÜèå áêïëïõèßá îÝíùí ìå�áîý �ïõò åíäå-÷ïìÝíùí ç ðéèáíü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü áõ�Ü íá óõìâåß åßíáé �ï Üèñïéóìá�ùí áí�éó�ïß÷ùí ðéèáíï�Þ�ùí.Áðü �á ðáñáðÜíù åßíáé öáíåñü ü�é ç ðéèáíü�ç�á åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç ÞóõíïëïóõíÜñ�çóç, Ýó�ù P (:), ðïõ ïñßæå�áé ó�ï óýíïëï åíäå÷ïìÝíùí êáé ðáßñíåé�éìÝò ó�ï [0; 1]. Áí èåùñÞóïõìå �çí áêïëïõèßá åíäå÷ïìÝíùí Á1; Á2; : : : ,üðïõ A1 = A Ai = ∅; i > 1, �ü�å Ý÷ïõìå Á = ∪∞n=1
An êáé �ï �ñß�ï áîßùìá ìáòäßíåé P (A) = P (A) +

∞
∑i=2

P (∅);Þ P (∅) = 0: (1.1)Ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç óå óõíäõáóìü ìå �ï �ñß�ï áîßùìá ìáò äßíåé �ç ó÷ÝóçP (∪kn=1An) =

k
∑n=1

P (An) (1.2)ãéá üëá �á åíäå÷üìåíá Ái; Aj, �Ý�ïéá þó�å Ái ∩Aj = ∅, i; j = 1; 2; : : : ; k, äçë.îÝíá ìå�áîý �ïõò, áöïý åßíáé
∪∞n=1An = ∪kn=1An + ∪∞n=k+1

∅ = ∪kn=1An + ∅:Ôï óýíïëï åíäå÷ïìÝíùí, Ýó�ù A, åßíáé ìßá ó-Üëãåâñá, äçë. åßíáé Ýíá óý-íïëï ðïõ Ý÷åé �éò åîÞò éäéü�ç�åò:É1: Ω ∈ AÉ2: Áí Á ∈ A, �ü�å êáé Á′ ∈ AÉ3: Áí Án ∈ A, n = 1; 2; : : : , �ü�å êáé ∪∞n=1
An ∈ AÇ �ñéÜäá (Ω;A;P(:)) êáëåß�áé ÷þñïò ðéèáíü�ç�áò.Ï áîéùìá�éêüò ïñéóìüò �çò ðéèáíü�ç�áò áðü �ïí Kolmogorov, ðïõ ó�çñß-÷�çêå ó�ïõò ðñïçãïýìåíïõò ïñéóìïýò, êÜëõøå üëá �á êåíÜ �ïõò êáé áðï�Ýëåóå�ï èåìÝëéï ãéá �çí áíÜð�õîç �çò Èåùñßáò �éèáíï�Þ�ùí. Ó�ç óõíÝ÷åéá, üðïõ



1.2 Áîéùìá�éêÞ Èåìåëßùóç 11Ý÷ïõìå �éò óõíèÞêåò �ïõ Lapla
e èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí êëáóéêü ïñéóìü �çòðéèáíü�ç�áò.×ñçóéìïðïéþí�áò �á áîéþìá�á A1, A2, A3 êáé �çí Üëãåâñá åíäå÷ïìÝíùíìðïñïýìå íá äåßîïõìå ðïëëÝò ÷ñÞóéìåò ó÷Ýóåéò ðïõ áöïñïýí óå ðéèáíü�ç�åòåíäå÷ïìÝíùí, üðùò öáßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.�éá óõí�ïìßá ó�ï åîÞò èá ãñÜöïõìå ÁÂ áí�ß ãéá Á ∩ Â, äçë. åßíáé ÁÂ ≡Á ∩ Â.�ñü�áóç 1.1. Éó÷ýïõí ïé ó÷ÝóåéòP (A′
) = 1 − P (A); ∀A ∈ A: (1.3)�éá ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá Á, Â éó÷ýåé ç ó÷ÝóçP (A′B) = P (B) − P (AB) (1.4)�éá ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá Á, Â éó÷ýåé ç ó÷ÝóçP (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (AB) (1.5)Åßíáé P (A) ≤ 1; ∀A ∈ A (1.6)ÔÝëïò, ç ðéèáíü�ç�á P(.) åßíáé áýîïõóá óõíïëïóõíÜñ�çóç, äçë. áí Á ⊆ Â,�ü�å P (A) ≤ P (B).ÁðüäåéîçÅßíáé Á ∪ Á′

= Ù êáé ÁÁ′
= ∅. Áðü �á Á2 êáé (2) Ý÷ïõìå P (A ∪ A′

) =P (A) + P (A′
) = P (Ω) = 1. Ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ìáò äßíåé �ç ó÷Ýóç (3) .Åßíáé B −A = BA′ êáé Â = BA′ ∪ÁÂ. ÁëëÜ �á åíäå÷üìåíá (ÂÁ′

); (ÁÂ)åßíáé îÝíá, äçë. (ÂÁ′
)∩(ÁÂ) = ∅. Áðü �ï(2) Ý÷ïõìå P (B) = P (BA′

)+P (AB)ðïõ ìáò äßíåé �çí ó÷Ýóç (4).Åßíáé Á∪Â = Á∪Á′Â êáé ÁÁ′Â = ∅, äçë. �á åíäå÷üìåíá Á êáé Á'Â åßíáéîÝíá. Áðü �ï (2) êáé �ç ó÷Ýóç (4) Ý÷ïõìåP (A ∪B) = P (A) + P (A′B) = P (A) + P (B) − P (AB)H ó÷Ýóç (5) åßíáé ãíùó�Þ ùò ðñïóèå�éêü èåþñçìá.Áðü �çí (3) Ý÷ïõìå P (A) = 1 − P (A′
) êáé áðü �ï Á1 ü�é P (A′

) ≥ 0, �áïðïßá ìáò äßíïõí �çí (6).



12 ÊåöÜëáéï 1Áðü �çí (4) êáé �ï Á1 Ý÷ïõìå P (B−A) = P (BA′
) = P (B)−P (AB) ≥ 0.ÁëëÜ ÁÂ = Á áðü �çí õðüèåóç. ¢ñá P (B) ≥ P (A).�áñáäåßãìá�á8.¸íá áìåñüëçð�ï íüìéóìá ñß÷íå�áé 2 öïñÝò. ¸ó�ù �á åîÞò åíäå÷üìåíá:Á=\ áêñéâþò ìßá öïñÜ åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç êåöáëÞ (Ê)".Â=\ �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç êåöáëÞ (Ê)".�=\ äåí åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç ãñÜììá�á (�)".Ä=\ åìöáíßæïí�áé 2 êåöáëÝò Þ �ï ðïëý ìßá öïñÜ åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç êåöáëÞ(Ê)".Å=\ åìöáíßæå�áé �ï Â Þ �ï �".Æ=\ áí óõìâáßíåé �ï Â, �ü�å äåí óõìâáßíåé �ï �".ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí ðáñáðÜíù åíäå÷ïìÝíùí.Êá�' áñ-÷Þí ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò. ÅßíáéÙ = {ÊÊ;��;Ê�; �Ê} êáé �á ó�ïé÷åßá �ïõ åßíáé éóïðßèáíá áöïý �ï íüìéóìáåßíáé áìåñüëçð�ï.Ï ÷þñïò åíäå÷ïìÝíùí A ðïõ áðï�åëåß�áé áðü üëá �á äõíá�Ü õðïóýíïëá�ïõ Ù åßíáé:

A = {{KK}; {��}; {K�}; {�Ê}; {ÊÊ;��}; {ÊÊ;Ê�}:{ÊÊ;�Ê}
{��;Ê�}; {��; �Ê}; {Ê�; �Ê}; {ÊÊ;��;Ê�}; {ÊÊ;��; �Ê};
{��;Ê�; �Ê}; {ÊÊ;Ê�; �Ê}; {Ù}; {∅}}�áñá�çñïýìå ü�é �á åíäå÷üìåíá ãéá �á ïðïßá åíäéáöåñüìáó�å áðï�åëïýí�áéáðü �á åîÞò ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá:Á = {Ê�; �Ê}; Â = {Ê�; �Ê;ÊÊ}; � = {ÊÊ}; Ä = {ÊÊ;Ê�; �Ê; ��}; Å =

{Â ∪ �} = {Ê�; �Ê;ÊÊ}; Æ = {Ê�; �Ê}.¢ñá ïé áí�ßó�ïé÷åò ðéèáíü�ç�åò åßíáéP (A) = P ({Ê�; �Ê} = 2=4, P (B) = P ({Ê�; �Ê;ÊÊ}) = 3=4.P (�) = P ({KK}) = 1=4, P (Ä) = P ({ÊÊ;Ê�; �Ê; ��}) = 1.Áðü �ç ó÷Ýóç (5), äçë. �ï ðñïóèå�éêü èåþñçìá Ý÷ïõìåP (E) = P ({Â ∪ �}) = P (B) + P (�) − P (B�) = 3=4 + 1=4 − 1=4 = 3=4.ÔÝëïò, ç ó÷Ýóç (4) ìáò äßíåé P (Z) = P (B� ′
) = P (B)−P (B�) = 3=4−1=4 =

2=4.Ç äéáäéêáóßá ðñïóäéïñéóìïý �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ êáé �ïõ ÷þñïõ åíäå-÷ïìÝíùí, áí áõ�ü áðáé�åß�áé, ãßíå�áé ðïëýðëïêç áí áõîÞóïõìå �ïí áñéèìü �ùíñßøåùí �ïõ íïìßóìá�ïò üðùò öáßíå�áé áðü �ï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.



1.2 Áîéùìá�éêÞ Èåìåëßùóç 139.¸íá áìåñüëçð�ï íüìéóìá ñß÷íå�áé �ñåéò öïñÝò. ¸ó�ù �á áêüëïõèá åí-äå÷üìåíá:Á=\áêñéâþò 2 öïñÝò åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç êåöáëÞ (Ê)".Â=\�ïõëÜ÷éó�ïí 2 öïñÝò åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç ãñÜììá�á (�)".�=\�ï ðïëý 2 öïñÝò åìöáíßæå�áé ç Ýíäåéîç êåöáëÞ (Ê)".Ä=\åìöáíßæïí�áé êáé ïé äýï åíäåßîåéò".Å=\åìöáíßæå�áé ìßá öïñÜ êåöáëÞ Þ �ï ðïëý 2 öïñÝò ãñÜììá�á".�éá íá õðïëïãßóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åò �ùí ðáñáðÜíù åíäå÷ïìÝíùí ðñÝðåéíá ðñïóäéïñßóïõìå �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò. Åßíáé Ù =

{ÊÊÊ;���;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ; ��Ê; �Ê�;Ê��}. Ï ÷þñïò �ùí åíäå÷ïìÝ-íùíA ðïõ óõìðßð�åé ìå �ï äõíáìïóýíïëïD(A), äçë. üëá �á äõíá�Ü õðïóýíïëá�ïõ Ω åßíáé
A ={{KKK}; {���}; {ÊÊ�}; {Ê�Ê}; {�ÊÊ}; {��Ê}; {�Ê�}; {Ê��};
{ÊÊÊ;���}; {ÊÊÊ;ÊÊ�}; : : : ; {�Ê�;Ê��};
{ÊÊÊ;���;ÊÊ�}; {ÊÊÊ;���;Ê�Ê}; : : : ; {��Ê; �Ê�;Ê��};
{ÊÊÊ;���;ÊÊ�;Ê�Ê}; : : : ;
{ÊÊÊ;���;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ}; {ÊÊÊ;���;ÊÊ�;Ê�Ê; ��Ê}; : : : ;
{ÊÊÊ;���;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ; ��Ê}; : : : ;
{ÊÊÊ;���;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ; ��Ê; �Ê�}; : : : ; {Ù}; {∅}}.Äçë. �ï óýíïëï �ùí åíäå÷ïìÝíùí A ðåñéëáìâÜíåé 2

8 ó�ïé÷åßá-åíäå÷üìåíá.Áöïý �ï íüìéóìá åßíáé áìåñüëçð�ï Ý÷ïõìå ü�é üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ Ù, äçë.�á ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá åßíáé éóïðßèáíá, äçë. Ý÷ïõí ðéèáíü�ç�á åìöÜíéóçò1/8. ¢ñáP (A) = P ({KÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ}) = 3=8P (B) = P ({���; ��Ê; �Ê�;Ê��}) = 4=8P (�) = P ({���; ��Ê; �Ê�;Ê��;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ}) = 7=8P (Ä) = P ({ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ; ��Ê; �Ê�;Ê��}) = 6=8P (Å) = P ({��Ê; �Ê�;Ê��;ÊÊÊ;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ}) = 7=8.Ç �åëåõ�áßá ðéèáíü�ç�á ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß êáé ùò åîÞò: ¸ó�ù �á åí-äå÷üìåíá Å′=åìöáíßæå�áé ìßá öïñÜ êåöáëÞ êáé Å′′ =åìöáíßæïí�áé �ï ðïëý 2öïñÝò ãñÜììá�á. Ôü�å Å = Å′ ∪ E′ êáé áðü �ï ðñïóèå�éêü èåþñçìá Ý÷ïõìåP (E) = P (E′
) + P (E′

) − P (E′E′′
) = 3=8 + 7=8 − 3=8 = 7=8áöïýÅ′

= {��Ê; �Ê�;Ê��}; Å ′′
= {ÊÊÊ;ÊÊ�;Ê�Ê; �ÊÊ; ��Ê; �Ê�;Ê��} êáé Å′ ∩ E′′ ≡ E′E′′

= {��Ê; �Ê�;Ê��}.



14 ÊåöÜëáéï 110. Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí çëåêñ�ïíéêü õðïëïãéó�Þ ðïõ äéáèÝ�åé 5 üìïéïõòtape drives. ¸íá ðåßñáìá �ý÷çò ðïõ ìðïñåß íá ãßíåé åßíáé �ï åîÞò: ÅëÝã÷å�áéï õðïëïãéó�Þò ùò ðñïò �ï ðüóïé tape drives åßíáé åëåýèåñïé. ÊÜèå tape driveåßíáé ó�çí êá�Üó�áóç 0 áí åßíáé áðáó÷ïëçìÝíïò êáé ó�çí êá�Üó�áóç 1 áí åßíáéåëåýèåñïò. ¸íá äõíá�ü áðï�Ýëåóìá åßíáé ìßá ðåí�Üäá �çò ìïñöÞò (0, 1, 1, 0,1), ðïõ óçìáßíåé ü�é ïé 1ïò êáé 4ïò åßíáé áðáó÷ïëçìÝíïé, åíþ ïé 2ïò, 3ïò êáé 5ïòåßíáé åëåýèåñïé. Ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò Ù áðï�åëåß�áé áðü 2
5

= 32 ó�ïé÷åéþäçåíäå÷üìåíá êáé �ï óýíïëï �ùí åíäå÷ïìÝíùí áðï�åëåß�áé áðü 2
32 åíäå÷üìåíá.

Åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá öáí�áó�åß ðüóï åðßðïíç åßíáé ç äéáäéêáóßá êá�á-ãñáöÞò �ïõò. Áñãü�åñá èá äïýìå ü�é ìðïñïýìå ïñßæïí�áò êá�Üëëçëç �õ÷áßáìå�áâëç�Þ íá áí�éìå�ùðßóïõìå �ï ðñüâëçìá ðïëý åýêïëá. Ó�çí ðáñïýóá öÜóçåðéèõìïýìå íá ãßíåé êá�áíïç�ü ðùò ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï äåéãìá�éêü÷þñï, �á åíäå÷üìåíá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí êáé íá åöáñìüóïõìå �ïí ïñéóìü �çòêëáóéêÞò ðéèáíü�ç�áò.
¸ó�ù ü�é åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çí ðéèáíü�ç�á �ùí åîÞò åíäå÷ïìÝíùí:Á=\�ïõëÜ÷éó�ïí 4 tape drives åßíáé åëåýèåñïé".Â=\�ï ðïëý 4 tape drives åßíáé åëåýèåñïé".�=\Ï tape drive 1 åßíáé åëåýèåñïò" .Ä=\ðåñé��üò áñéèìüò áðü tape drives åßíáé áðáó÷ïëçìÝíïé".
Ó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá äßíïõìå üëá �á äõíá�Ü áðï�åëÝóìá�á.



1.2 Áîéùìá�éêÞ Èåìåëßùóç 15�ßíáêáò Éù0 = (0; 0; 0; 0; 0) ù8 = (0; 1; 0; 0; 0) ù16 = (1; 0; 0; 0; 0) ù24 = (1; 1; 0; 0; 0)ù1 = (0; 0; 0; 0; 1) ù9 = (0; 1; 0; 0; 1) ù17 = (1; 0; 0; 0; 1) ù25 = (1; 1; 0; 0; 1)ù2 = (0; 0; 0; 1; 0) ù10 = (0; 1; 0; 1; 0) ù18 = (1; 0; 0; 1; 0) ù26 = (1; 1; 0; 1; 0)ù3 = (0; 0; 0; 1; 1) ù11 = (0; 1; 0; 1; 1) ù19 = (1; 0; 0; 1; 1) ù27 = (1; 1; 0; 1; 1)ù4 = (0; 0; 1; 0; 0) ù12 = (0; 1; 1; 0; 0) ù20 = (1; 0; 1; 0; 1) ù28 = (1; 1; 1; 0; 0)ù5 = (0; 0; 1; 0; 1) ù13 = (0; 1; 1; 0; 1) ù21 = (1; 0; 1; 0; 1) ù29 = (1; 1; 1; 0; 1)ù6 = (0; 0; 1; 1; 0) ù14 = (0; 1; 1; 1; 0) ù22 = (1; 0; 1; 1; 0) ù30 = (1; 1; 1; 1; 0)ù7 = (0; 0; 1; 1; 1) ù15 = (0; 1; 1; 1; 1) ù23 = (1; 0; 1; 1; 1) ù31 = (1; 1; 1; 1; 1)Áðü �ï ü�é ïé tape drives åßíáé üìïéïé êáé ëüãù Ýëëåéøçò åðáñêïýò ëüãïõãéá �ï áí�ßèå�ï èåùñïýìå ü�é �á 32 ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá �ïõ äåéãìá�éêïý÷þñïõ åßíáé éóïðßèáíá. Óõíåðùò åöáñìüæïõìå �ïí êëáóéêü ïñéóìü �çò ðéèáíü-�ç�áò. ÅßíáéÁ = {ù15; ù23; ù27; ù29; ù30; ù31}, Üñá P (A) = 6=32.B = {ù0; ù1; : : : ; ù30}, Üñá P (B) = 31=32:� = {ù16; ù17; ù18; : : : ; ù31}, Üñá P (�) = 16=32.Ä = {ù5; ù6; ù9; ù10; ù12; ù15; ù17; ù18; ù23; ù24; ù27; ù29; ù30}, Üñá P (Ä) =

13=32.×ñçóéìïðïéþí�áò �á ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åòäéáöüñùí åíäå÷ïìÝíùí. �éá ðáñÜäåéãìá,Á-Â = \áêñéâþò 4 tape drives åßíáé åëåýèåñïé",P (A−B) = P (A) − P (AB) = 6=32 − 4=32 = 2=32.Á� ′= \�ïõëÜ÷éó�ïí 4 tape drives åßíáé åëåýèåñïé êáé ï 1ïò tape drive äåíåßíáé".P (Á� ′
) = P (Á) − P (Á�) = 6=32 − 5=32 = 1=32.Á ∪ Ä = \�ïõëÜ÷éó�ïí 4 tape drives åßíáé åëåýèåñïé Þ ðåñé��üò áñéèìüò áðütape drives åßíáé áðáó÷ïëçìÝíïé".P (A ∪Ä) = P (A) + P (Ä) − P (ÁÄ) = 6=32 + 13=32 − 5=32 = 14=32.Á′� ′=\�ï ðïëý 3 tape drives åßíáé åëåýèåñïé êáé ç ï 1ïò tape drive äåí åßíáéåëåýèåñïò".P (Á′� ′
) = P (Á ∪ �)

′
= 1 − P (Á ∪ �) = 1 − [P (Á) + P (�) − P (Á�)] =

1 − 6=32 − 16=32 + 5=32 = 15=32.Ñ(Á�)
′
= P (A′ ∪ � ′

) = P (A′
) +P (� ′

)− P (A′� ′
) = 26=32 + 16=32− 15=32 =

27=32 �éá �ïí õðïëïãéóìü �ùí ðáñáðÜíù ðéèáíï�Þ�ùí ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïéó÷Ýóåéò �çò �ñü�áóçò 1 êáé ïé êáíüíåò De Morgan.



16 ÊåöÜëáéï 1Ôï ðñïóèå�éêü èåþñçìá, ó÷Ýóç (5), ó�ç ãåíéêÞ �ïõ ìïñöÞ Ý÷åé ùò åîÞò:Èåþñçìá Poin
are¸ó�ù �á åíäå÷üìåíáÁ1; : : : ; An. Ç ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á=\�ïõëÜ÷éó�ïíÝíá áðü �á Á1; : : : ; An óõìâáßíåé" äßíå�áé áðü �ç ó÷ÝóçP (A) = P (A1 ∪A2 ∪ : : : ∪An)

= P (A1) + P (A2) + : : :+ P (An)

− P (A1A2) − P (A1A3) − : : :− P (An−1An)

+ P (A1A2A3) + : : :+ P (An−2An−1An)...
(−1)

n−1 P (A1A2A3 : : : An): (1.7)Áí åðéðëÝïí éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:P (A1) = P (A2) = : : : = P (An)P (A1A2) = P (A1A3) = : : : = P (An−1An)P (A1A2A3) = P (A1A2A4) = : : : = P (An−2An−1An...P (A1 : : : An−1) = P (A2 : : : An) : : : ;�ü�å ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãñÜöå�áéP (A) =

( n
1

)P (A1) +

( n
2

)P (A1A2) + : : :
+

( nr )P (A1A2 : : : Ar) + : : :+ ( nn )P (A1 : : : An): (1.8)To ðáñáêÜ�ù ðñüâëçìá èåùñåß�áé êëáóéêÞ åöáñìïãÞ �ïõ èåùñÞìá�ïò Poin
areêáé õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ãåíéêåýóåéò �ïõ. ÁíáöÝñïõìå �ï ðñüâëçìá ó�çí ðéï áðëÞìïñöÞ �ïõ.Ôï ðñüâëçìá �ùí óõíáí�Þóåùí¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå í äéáöïñå�éêÜ ãñÜììá�á (ð.÷. í ëïãáñéáóìïýò �ïõ ÏÔÅ)êáé �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò í öáêÝëïõò. Ç �ïðïèÝ�çóç �ùí ãñáììÜ�ùí ó�ïõò öá-êÝëïõò ãßíå�áé �õ÷áßá. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á= \�ïõëÜ-÷éó�ïí Ýíá ãñÜììá íá �ïðïèå�çèåß ó�ï óùó�ü öÜêåëï";



1.2 Áîéùìá�éêÞ Èåìåëßùóç 17�éá íá õðïëïãßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á ðïõ æç�Üìå áò ïñßóïõìå �á åíäå÷ü-ìåíá: Ái=\ �ï i ãñÜììá �ïðïèå�åß�áé ó�ïí i öÜêåëï ", i = 1; : : : ; �. Ôü�åP (Á) = P (A1 ∪A2 ∪ : : : ∪A�)êáé óýìöùíá ìå �çí �åëåõ�áßá äéá�ýðùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò Poin
are Ý÷ïõìåP (A) =

( �
1

)P (A1) −

( �
2

)P (A1A2) + : : :
+ (−1)

r−1

( �r )P (A1A2 : : : Ar) + : : :+ (−1)
í−1

( �� )P (A1 : : : A�)
=

( �
1

)

(í − 1)!í! −

( �
2

)

(í − 2)!í! + : : :
+ (−1)

r−1

( �r )

(í − r)!í! + : : :+ (−1)
í−1

( �� )

1í!
= 1 −

1

2!
+

1

3!
+ : : :+ (−1)

r−1
1r! + : : :+ (−1)

í−1
1í! :Åöáñìüæïõìå �ïí áðëïðïéçìÝíï �ýðï �ïõ èåùñÞìá�ïò áöïý äåí Ý÷ïõìå êÜ-ðïéï ëüãï íá èåùñïýìå ü�é äåí åßíáé ßóåò ïé ðéèáíü�ç�åò {P (A1); : : : ; P (A�)},

{P (A1A2); P (A1A3); : : :} ê.ë.ð. �éá �çí ðéèáíü�ç�á P (A1A2 : : : Ar); r = 1; : : : ; �óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: Áöïý �ï åíäå÷üìåíï A1A2 : : : Ar óçìáßíåé ü�é r ãñÜì-ìá�á �ïðïèå�ïýí�áé óùó�Ü, Ý÷ïõìå ü�é ï Ýíáò êáé ìïíáäéêüò åõíï�éêüò �ñüðïòðïõ õðÜñ÷åé ãéá �ï åíäå÷üìåíï áõ�ü óõíäõÜæå�áé ìå �ïõò (� − r)! �ñüðïõòðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá íá �ïðïèå�çèïýí �õ÷áßá �á õðüëïéðá � − r ãñÜììá�á ó�ïõòõðüëïéðïõò � − r öáêÝëïõò, Üñá Ý÷ïõìåP (A1A2 : : : Ar) =
(� − r)!�! :�éá í áñêå�Ü ìåãÜëï Ý÷ïõìåP (A) =

í
∑ê=1

(−1)
k−1

1ê!
≈ 1 − e(−1):Áðü �á ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìá�á åßíáé öáíåñü ü�é ìðïñåß ï äåéãìá�éêüò ÷þ-ñïò åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò íá áðï�åëåß�áé áðü ðïëëÜ ó�ïé÷åßá (ó�ïé÷åéþäç åí-äå÷üìåíá), êáé ç äéáäéêáóßá êá�áìÝ�ñçóçò �ïõò íá åßíáé åîáéñå�éêÜ åðßðïíç. Çãíþóç ó�ïé÷åéùäþí áñ÷þí áðáñßèìçóçò âïçèÜåé ó�ïí ðñïóäéïñéóìü �ïõò êáé



18 ÊåöÜëáéï 1Üñá ó�ïí ðñïóäéïñéóìü åêåßíùí ðïõ åßíáé åõíï �é êÜ ãéá �á åíäå÷üìåíá ãéá �áïðïßá åíäéáöåñüìáó�å íá õðïëïãßóïõìå �çí ðéèÜíï�ç�Ü �ïõò. Ìßá óýí�ïìçðáñïõóßáóç áõ�þí �ùí áñ÷þí åðé÷åéñïýìå ó�ç óõíÝ÷åéá.1.3 ÂáóéêÝò Áñ÷Ýò ÁðáñßèìçóçòÁñ÷Þ �ïõ Áèñïßóìá�ïò: ¸ó�ù �á ó�ïé÷åßá {á1; : : : ; áí} êáé áò õðïèÝóïõìåü�é �ï ái ìðïñåß íá åðéëåãåß êá�Ü êi; i = 1; : : : ; í, Ý�óé þó�å êÜèå åðéëïãÞ �ïõái áðïêëåßåé �çí �áõ�ü÷ñïíç åðéëïãÞ �ïõ áj ãéá i 6= j. Ôü�å ìðïñïýìå íáåðéëÝîïõìå �ï á1 Þ �ï á2 Þ ... Þ �ï áí êá�Ü ê1 + ê2 + ê3 + : : :+ êí �ñüðïõò.Áñ÷Þ �ïõ �éíïìÝíïõ:¸ó�ù �á ó�ïé÷åßá {á1; : : : ; áí} �á ïðïßá ìðïñïýí íáåðéëåãïýí êá�Ü êi; i = 1; : : : ; í, Ý�óé þó�å ãéá �çí êáèåìßá áðü êi åðéëïãÝò �ïõái õðÜñ÷ïõí êj �ñüðïé åðéëïãÞò �ïõ áj ãéá i 6= j. Ôü�å ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå�ï á1 êáé �ï á2 êáé �ï ... êáé �ï áí êá�Ü ê1 · ê2 · ê3 · : : : · êí �ñüðïõò.�áñáäåßãìá�á11.Óå ìßá åñãáó�çñéáêÞ Üóêçóç óõììå�Ý÷ïõí 10 öïé�ç�Ýò êáé 5 öïé�Þ-�ñéåò. Ìßá óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá ðñüêåé�áé íá åê�åëåó�åß áðü Ýíáí öïé�ç�Þ Þìßá öïé�Þ�ñéá. ÕðÜñ÷ïõí 10+5=15 �ñüðïé ãéá íá åêëÝîïõìå �ï Ü�ïìï ðïõ èáäéåêðåñáéþóåé �çí åñãáóßá.Áí ãéá �ç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá áðáé�ïýí�áé Ýíáò öïé�ç�Þò êáé ìßá öïé�Þ-�ñéá, �ü�å õðÜñ÷ïõí 10 × 5 = 50 äõíá�Ü æåõãÜñéá ãéá �çí äéåêðåñáßùóç �çòåñãáóßáò.12.�éá íá ðÜìå áðü �çí ÁèÞíá ó�çí Åðßäáõñï Ý÷ïõìå 3 äõíá�ïýò �ñü-ðïõò,åíþ ãéá íá ðÜìå ó�ïõò Äåëöïýò 2 äõíá�ïýò �ñüðïõò. ÕðÜñ÷ïõí 3+2=5äõíá�ïß �ñüðïé ãéá íá ðÜìå ó�çí Åðßäáõñï Þ ó�ïõò Äåëöïýò.Áí ìå�Ü �çí Åðßäáõñï Ý÷ïõìå 2 �ñüðïõò ãéá íá ðÜìå ó�ï Íáýðëéï, �ü�åÝ÷ïõìå 3 × 2 = 6 �ñüðïõò ãéá íá ðÜìå áðü �çí ÁèÞíá ó�ï Íáýðëéï.Áí ìå�Ü �ïõò Äåëöïýò Ý÷ïõìå 2 �ñüðïõò ãéá íá ðÜìå ó�ï ÷éïíïäñïìéêüêÝí�ñï �ïõ �áñíáóóïý, �ü�å õðÜñ÷ïõí 2 × 2 = 4 �ñüðïé ãéá íá ðÜìå áðü �çíÁèÞíá ó�ïí �áñíáóóü.13. Ìßá äéá�ìçìá�éêÞ åðé�ñïðÞ öïé�ç�þí �çò Ó÷ïëÞò Èå�éêþí Åðéó�çìþí,ðïõ áó÷ïëåß�áé ìå èÝìá�á �ïõ ÷þñïõ �çò �áíåðéó�çìéïýðïëçò, áðï�åëåß�áé áðü5 ìáèçìá�éêïýò, 5 öõóéêïýò, 4 ÷çìéêïýò, 3 âéïëüãïõò êáé 3 ãåùëüãïõò. Ìßáõðïåðé�ñïðÞ 5 öïé�ç�þí ðñüêåé�áé íá ïñéóèåß ãéá íá áó÷ïëçèåß ìå �ï èÝìá �ïõðáñêáñßóìá�ïò �ùí áõ�ïêéíÞ�ùí êáé ç ïðïßá èá áðï�åëåß�áé áðü Ýíá öïé�ç�Þáðü êÜèå �ìÞìá. ÕðÜñ÷ïõí 5 × 5 × 4 × 3 × 3 = 600 �ñüðïé ãéá íá êáèïñéóèåßç åðé�ñïðÞ.



1.3 ÂáóéêÝò Áñ÷Ýò Áðáñßèìçóçò 19Äéá�Üîåéò:�üóïé äõíá�ïß �ñüðïé õðÜñ÷ïõí ãéá íá äéá�Üîïõìå �á ãñÜììá�á á,â, ã; Åýêïëá êá�áãñÜöïõìå �ïõò åîÞò: áâã, áãâ, âáã, âãá, ãáâ, ãâá. ÕðÜñ-÷ïõí 6 äõíá�ïß �ñüðïé. ÊÜèå �ñüðïò êáëåß�áé ÄéÜ�áîç. �åíéêÜ, Ýó�ù ü�é Ý÷ïõìåí äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá �á ïðïßá èÝëïõìå íá �á äéá�Üîïõìå. Óêåö�üìáó�å ùòåîÞò: �éá �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï õðÜñ÷ïõí í äõíá�ïß �ñüðïé, ãéá �ï äåý�åñï í-1,ãéá �ï �ñß�ï í-2 ê.ë.ð. ãéá �ï í-ïó�ü 1 �ñüðïò. Áðü �çí ðïëëáðëáóéáó�éêÞáñ÷Þ Ý÷ïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜí · (í − 1) · (í − 2) · : : : · 1 = í!äõíá�ïß �ñüðïé. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç äéÜ�áîç êáëåß�áé êáé Ìå�Üèåóç �ùí íó�ïé÷åßùí.¸ó�ù �þñá ü�é èÝëïõìå íá äéá�Üîïõìå �á ê ó�ïé÷åßá áðü �á í, ê<í. Ôü�åõðÜñ÷ïõí í �ñüðïé ãéá íá ðÜñïõìå �ï ðñþ�ï, í-1 ãéá �ï äåý�åñï, ê.ë.ð. êáéí-(ê-1) ãéá íá ðÜñïõìå �ï ê-ïó�ü. Áðü �çí ðïëëáðëáóéáó�éêÞ áñ÷Þ Ý÷ïõìåóõíïëéêÜ í · (í − 1) · (í − 2) · : : : · (í − ê + 1) = (í)êäõíá�ïýò �ñüðïõò. Ïé äéá�Üîåéò áõ�Ýò êáëïýí�áé äéá�Üîåéò �ùí í ó�ïé÷åßùí áíÜê êáé óõìâïëßæïí�áé ìå �ï (í)ê. Áí ê=í, �ü�å Ý÷ïõìå ìå�Üèåóç Þ äéÜ�áîç üëùí�ùí ó�ïé÷åßùí.�áñáäåßãìá�á14.Ìßá ïìÜäá ðïõ åê�åëåß Ýíá ïñéóìÝíï åñãáó�Þñéï áðï�åëåß�áé áðü 5 öïé-�ç�Ýò êáé 3 öïé�Þ�ñéåò êáé ï êáèÝíáò ìðïñåß íá êáèÞóåé óå ìéá áðü �éò 8 áñéè-ìçìÝíåò èÝóåéò(äéáêåêñéìÝíåò).ÕðÜñ÷ïõí 8! = 40320 �ñüðïé ãéá íá êáèÞóïõí.¸ó�ù ü�é ïé 8 óõììå�Ý÷ïí�åò ó�çí Üóêçóç ðáßñíïõí äéáöïñå�éêü âáèìüêáé êá�á�Üóóïí�áé óýìöùíá ìå �ï âáèìü �ïõò. Äåí ãíùñßæïõìå ðïéïò ðÞñåðïéï âáèìü. ÕðÜñ÷ïõí 8! êá�á�Üîåéò.¸ó�ù ü�é ïé öïé�ç�Ýò êá�á�Üóóïí�áé ìå�áîý �ïõò êáé ïé öïé�Þ�ñéåò �ï ßäéï.�üóåò äõíá�Ýò êá�á�Üîåéò Ý÷ïõìå ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ;ÕðÜñ÷ïõí 5! �ñüðïé ãéá �éò êá�á�Üîåéò �ùí öïé�ç�þí êáé 3! �ñüðïé ãéá �éòêá�á�Üîåéò �ùí öïé�ç�ñéþí. Áðü �çí ðïëëáðëáóéáó�éêÞ áñ÷Þ Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ
5! × 3! = 720 óõíïëéêÝò êá�á�Üîåéò.14. Óå Ýíáí áíåëêõó�Þñá äåêáüñïöïõ ê�éñßïõ ìðáßíïõí 10 Ü�ïìá ó�ï éóü-ãåéï. ÕðÜñ÷ïõí 10!=3628800 �ñüðïé ãéá íá êá�Ýâïõí ï êáèÝíáò óå äéáöïñå�éêüüñïöï.¸ó�ù ü�é �á Ü�ïìá åßíáé 6. �üóïé äõíá�ïß �ñüðïé õðÜñ÷ïõí ãéá íá êá�Ýâïõíóå äéáöïñå�éêü üñïöï ï êáèÝíáò;ÕðÜñ÷ïõí (10)6 = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 151200 óõíïëéêÜ �ñüðïé.



20 ÊåöÜëáéï 115. Ç ÄÞìç�ñá, öïé�Þ�ñéá �ïõ �åùëïãéêïý ÔìÞìá�ïò, äéáêñßíå�áé ãéá �çí�Üîç �çò. Ç ÄÞìç�ñá èÝëåé íá �ïðïèå�Þóåé óå Ýíá ñÜöé 10 âéâëßá áðü �á ïðïßá5 åßíáé ó÷å�éêÜ ìå ãåùëïãßá, 2 ìå ÷çìåßá, 1 ìå çëåê�ñïíéêïýò õðïëïãéó�Ýò êáé2 ìå ìáèçìá�éêÜ Ý�óé þó�å �á âéâëßá �çò êÜèå åéäéêü�ç�áò íá åßíáé ìáæß. �üóïéäéáöïñå�éêïß �ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò õðÜñ÷ïõí;Ôá 5 âéâëßá ãåùëïãßáò ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí êá�Ü 5! �ñüðïõò, �á 2 �çò÷çìåßáò êá�Ü 2! êáé üìïéá �á õðüëïéðá. Åöáñìüæïí�áò �çí ðïëëáðëáóéáó�éêÞáñ÷Þ Ý÷ïõìå 5! × 2! × 1! × 2! = 480 �ñüðïõò. ÁëëÜ äåí åßíáé ìüíï áõ�ïß! ÌåðïéÜ óåéñÜ èá �ïðïèå�çèïýí ïé ïìÜäåò (åéäéêü�ç�åò); ÕðÜñ÷ïõí 4! �ñüðïé. ¢ñáõðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ 480× 24 = 11520 �ñüðïé ãéá íá �ïðïèå�Þóåé ç ÄÞìç�ñá �áâéâëßá �çò ìå �ïí �ñüðï ðïõ åðéèõìåß.16. �üóåò äéáöïñå�éêÝò äéá�Üîåéò ìðïñïýìå íá êá�áãñÜøïõìå ÷ñçóéìï-ðïéþí�áò �á ãñÜììá�á Ì, Á, È, Ç, Ì, Á, Ô, É, Ê, Á;�áñá�çñïýìå ü�é Ý÷ïõìå 10 ãñÜììá�á êáé áí Þ�áí äéáöïñå�éêÜ èá åß÷áìå10! äõíá�ïýò �ñüðïõò. ÁëëÜ Ý÷ïõìå 2 Ì, 3 Á, 1 È, 1 Ç, 1 Ô, 1 É êáé 1 Ê.¢ñá Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ Ý÷ïõìå 10!=2! · 3! · 1! · 1! · 1! · 1! · 1! · 1! = 302400 äõíá�Ýòäéá�Üîåéò �ùí ãñáììÜ�ùí ìáò.�åíéêÜ, áí Ý÷ïõìå í ó�ïé÷åßá áðü �á ïðïßá í1 åßíáé ßäéá, í2 åßíáé ßäéá, ê.ë.ð.,íê ßäéá, ìå í1 + í2 + : : :+ íê = í, �ü�å õðÜñ÷ïõíí!í1 · í2 · : : : · íêäõíá�Ýò äéá�Üîåéò.17.�üóïõò äéáöïñå�éêïýò ó÷çìá�éóìïýò ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå áðü9 óçìáßåò ó�ç óåéñÜ, áðü �éò ïðïßåò 3 åßíáé �çò ÁÅÊ, 3 �ïõ Ïëõìðéáêïý, 2 �ïõ�ÁÏ êáé 1 �ïõ ¢ñç;ÕðÜñ÷ïõí 9!=3! · 3! · 2! · 1! = 5040 ó÷çìá�éóìïß.Äéá�Üîåéò ìå ÅðáíáëÞøåéò:¸ó�ù �á ó�ïé÷åßá {á1; : : : áí} �á ïðïßá èÝëïõìåíá �á äéá�Üîïõìå áíÜ ê åðé�ñÝðïí�áò åðáíÜëçøç �ïõ ßäéïõ ó�ïé÷åßïõ. �üóïéåßíáé ïé äõíá�ïß �ñüðïé; �éá íá åðéëÝîïõìå �ï ðñþ�ï Ý÷ïõìå í �ñüðïõò, ãéá �ïäåý�åñï åðßóçò í �ñüðïõò ê.ë.ð. Áðü �çí ðïëëáðëáóéáó�éêÞ áñ÷Þ Ý÷ïõìå ü�éõðÜñ÷ïõí í · í · : : : · í = íê äõíá�ïß �ñüðïé.�áñáäåßãìá�á18. Ó�ç ñßøç åíüò íïìßóìá�ïò 3 öïñÝò Ý÷ïõìå äéá�Üîåéò ìå åðáíáëÞøåéò�ùí 2 ó�ïé÷åßùí (Ê, �) áíÜ 3. ¢ñá õðÜñ÷ïõí 2
3

= 8 äõíá�ïß �ñüðïé, ðïõáðï�åëïýí �á ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá.19.Ó�ç ñßøç åíüò æáñéïý 3 öïñÝò Ý÷ïõìå äéá�Üîåéò ìå åðáíáëÞøåéò �ùí6 ó�ïé÷åßùí (1, 2, 3, 4, 5, 6) áíÜ 3. ¢ñá õðÜñ÷ïõí 6
3

= 216 ó�ïé÷åéþäç



1.3 ÂáóéêÝò Áñ÷Ýò Áðáñßèìçóçò 21åíäå÷üìåíá. Ìå �ïí �ñüðï áõ�ü áðïöåýãïõìå �ç äéáäéêáóßá êá�áãñáöÞò �ïõòðïõ åßíáé áñêå�Ü åðßðïíç. Áò õðïëïãßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõÁ=\êáé ó�éò 3 ñßøåéò åìöáíßæïí�áé äéáöïñå�éêÝò åíäåßîåéò". Ôï åíäå÷üìåíïÁ áðï�åëåß�áé áðü �üóá ó�ïé÷åßá üóåò åßíáé ïé äéá�Üîåéò �ùí 6 ó�ïé÷åßùí áíÜ3 ÷ùñßò åðáíÜëçøç, äçë. (6)3 = 6 · 5 · 4 = 120. ¢ñá P (A) =
120

216
, ìå �çíðñïûðüèåóç ü�é �ï æÜñé åßíáé áìåñüëçð�ï.20.Ôï ðñüâëçìá �ïõ Chevalie de MereÔé åßíáé óõìöåñü�åñï; \íá ó�ïé÷çìá�ßóù ó�çí åìöÜíéóç �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò6 êá�Ü �çí ñßøç åíüò æáñéïý 4 öïñÝò Þ íá ó�ïé÷çìá�ßóù ó�çí åìöÜíéóç �ïõëÜ-÷éó�ïí åíüò (6,6) êá�Ü �çí ñßøç 2 äéáêåêñéìÝíùí æáñéþí 24 öïñÝò?".¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá:Á:\åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá 6 ó�éò 4 ñßøåéò �ïõ æáñéïý".Â:\åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá (6,6) ó�éò 24 ñßøåéò 2 æáñéþí".Ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò �ïõ ðñþ�ïõ ðåéñÜìá�ïò áðï�åëåß�áé áðü 6

4 ó�ïé÷åßá,äçë. �éò åðáíáëçð�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí 6 åíäåßîåùí áíÜ 4. Ôá åõíï�éêÜ ó�ïé÷åßáãéá �ï óõìðëçñùìá�éêü åíäå÷üìåíï �ïõ Á, äçë., �ïõ Á′ åßíáé üóåò �å�ñÜäåò äåíðåñéÝ÷ïõí �çí Ýíäåéîç 6, Üñá ïé åðáíáëçð�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí 5 åíäåßîåùí (1, 2,3, 4, 5) áíÜ 4, äçë. �ï ðëÞèïò 5
4. ¢ñáP (A) = 1 − P (A′

) = 1 −
5
4

64
≈ 0; 518Ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò �ïõ äåý�åñïõ ðåéñÜìá�ïò áðï�åëåß�áé áðü 36

24 ó�ïé-÷åßá, äçë. �éò åðáíáëçð�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí 36 åíäåßîåùí áíÜ 24. Ôá åõíï�éêÜó�ïé÷åßá ãéá �ï óõìðëçñùìá�éêü åíäå÷üìåíï �ïõ Â, äçë., �ïõ Â′ åßíáé üóåòåéêïóé�å�ñÜäåò äåí ðåñéÝ÷ïõí �çí Ýíäåéîç (6; 6), Üñá ïé åðáíáëçð�éêÝò äéá�Üîåéò�ùí 35 åíäåßîåùí áíÜ 24, äçë., 35
24. ¢ñáP (Â) = 1 − P (Â′

) = 1 −
35

24

3624
≈ 0; 491:ÓõìðÝñáóìá: Ôï ðáé÷íßäé ìå �ï Ýíá æÜñé åßíáé óõìöåñü�åñï.Óõíäõáóìïß: �üóïé äõíá�ïß �ñüðïé õðÜñ÷ïõí ãéá íá ðÜñïõìå äýï áðü �áãñÜììá�á {á; â; ã} ÷ùñßò íá ìáò åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ åðéëïãÞò �ïõò; Åýêïëáêá�áãñÜöïõìå �ïõò åîÞò: áâ, áã, âã, äçë. Ý÷ïõìå 3 äõíá�ïýò �ñüðïõò. ÊÜèå�Ý�ïéïò �ñüðïò åðéëïãÞò êáëåß�áé Óõíäõáóìüò. �åíéêÜ, Ýó�ù ü�é Ý÷ïõìå �áó�ïé÷åßá á1; : : : ; áí êáé èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå ê ÷ùñßò íá ìáò åíäéáöÝñåé çóåéñÜ �ïõò áëëÜ ðïéÜ åßíáé �á ó�ïé÷åßá ðïõ åðéëÝãïõìå. �éá íá ðñïóäéïñßóïõìå�ïí áñéèìü �ïõò óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: Áí ìáò åíäéÝöåñå ç óåéñÜ åðéëïãÞò �ïõòèá åß÷áìå �éò äéá�Üîåéò �ùí í ó�ïé÷åßùí áíÜ ê äçë. (í)ê äõíá�ïýò �ñüðïõò. Ôá



22 ÊåöÜëáéï 1ê ó�ïé÷åßá äéá�Üóóïí�áé êá�Ü ê! �ñüðïõò êáé äåí ìáò åíäéáöÝñïõí ïé äéá�Üîåéò�ùí ê ó�ïé÷åßùí, Üñá Ý÷ïõìå (í)ê=ê! �ñüðïõò ãéá �ïõò óõíäõáóìïýò �ùí í áíÜê ó�ïé÷åßùí.Óõìâïëßæïõìå �ïõò óõíäõáóìïýò áõ�ïýò ìå ( íê ), ðïõ êáëåß�áé äéùíõ-ìéêüò óõí�åëåó�Þò êáé Ý÷ïõìå �ç ó÷Ýóç
( íê )

=
(í)êê!

=
í!ê!(í − ê)!ìå 0! = 1 åî ïñéóìïý. Ï üñïò äéùíõìéêüò óõí�åëåó�Þò ðñïÝñ÷å�áé áðü �ïÄéùíõìéêü áíÜð�õãìá

(á + â)í =

í
∑ê=0

( íê ) áêâí−ê:�éá ðáñÜäåéãìá,
(x+ y)3 =

(

3

0

)x0y3
+

(

3

1

)x1y2
+

(

3

2

)x2y1
+

(

3

3

)x3y0

= y3
+ 3xy2

+ 3x2y + x3:Éó÷ýåé ç åîÞò ÷ñÞóéìç �áõ�ü�ç�á
( íê )

=

( í − 1ê − 1

)

+

( í − 1ê ) ; 1 ≤ ê ≤ í:�áñáäåßãìá�á21. Áðü 15 áí�éðñïóþðïõò �çò Ó÷ïëÞò Èå�éêþí Åðéó�çìþí ðñüêåé�áé íáóõó�áèåß ìßá ðåí�áìåëÞò åðé�ñïðÞ, ðïõ èá åðåîåñãáóèåß ìßá óõãêåêñéìÝíç ðñü-�áóç. �üóïé äõíá�ïß �ñüðïé õðÜñ÷ïõí;�ñïöáíþò äåí ìáò åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ ðïõ èá åðéëåãïýí, áëëÜ ðïéÜ Ü�ïìá èááðï�åëïýí �çí åðé�ñïðÞ, Üñá Ý÷ïõìå
(

15

5

)

=
15!

5!(15 − 5)!
=

11 · 12 · 13 · 14 · 15

1 · 2 · 3 · 4 · 5
= 3003äõíá�ïýò �ñüðïõò.22. Áðü 10 öïé�ç�Ýò êáé 7 öïé�Þ�ñéåò ðüóåò åðé�ñïðÝò áðï�åëïýìåíåò áðü2 öïé�ç�Ýò êáé 3 öïé�Þ�ñéåò ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå;Áðü �ïõò 10 öïé�ç�Ýò ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå �ïõò 2 êá�Ü (

10

2

) äõíá�ïýò



1.3 ÂáóéêÝò Áñ÷Ýò Áðáñßèìçóçò 23�ñüðïõò ïé ïðïßïé èá óõíäõáó�ïýí óýìöùíá ìå �çí ðïëëáðëáóéáó�éêÞ áñ÷Þìå �ïõò (

7

3

) äõíá�ïýò �ñüðïõò åðéëïãÞò �ùí 3 öïé�ç�ñéþí áðü �éò 7. ¢ñáÝ÷ïõìå óõíïëéêÜ
(

10

2

)

·

(

7

3

)

=
10!

2!8!
·

7!

3!4!
= 1575:23. Óå Ýíá êïõ�ß õðÜñ÷ïõí 20 áñéèìçìÝíåò óöáßñåò áðü �éò ïðïßåò 12 åßíáéÜóðñåò êáé 8 åßíáé ðñÜóéíåò. ÅîÜãïí�áé 8 óöáßñåò ìßá-ìßá ÷ùñßò åðáíÜèåóç.�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á ó�éò 8 óöáßñåò íá õðÜñ÷ïõí 2 Üóðñåò êáé 6 ðñÜóéíåò;ÕðÜñ÷ïõí (

20

8

) äõíá�ïß �ñüðïé ãéá åîá÷èïýí ïé 8 óöáßñåò êáé áõ�Ýò ïé ïê�Ü-äåò áðï�åëïýí �ï äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò. Ïé åõíïéêÝò ïê�Üäåòåßíáé üóåò íá ðÜñïõìå áðü �éò 12 Üóðñåò �éò 2 êáé áðü �éò 8 �éò 6. Ôï ðëÞèïò�ïõò åßíáé
(

12

2

)

·

(

8

6

)Èåùñïýìå ü�é üëá �á ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá åßíáé éóïðßèáíá ëüãù Ýëëåéøçòåðáñêïýò ëüãïõ ãéá �ï áí�ßèå�ï, äçë. èåùñïýìå ü�é åßíáé åîßóïõ ðéèáíü íáðÜñïõìå ïðïéáäÞðï�å óöáßñá. ¢ñá ç æç�ïýìåíç ðéèáíü�ç�á åßíáé ßóç ìå
(

12

2

)

·

(

8

6

)

(

20

8

) =

{

12!

2!10!

8!

6!2!

20!

8!12!

}

= 0; 0244524.¸ó�ù Ýíá óýíïëï Ù = {ù1; : : : ; ùí}. �üóá õðïóýíïëá ìðïñïýìå íáêá�áóêåõÜóïõìå;ÕðÜñ÷ïõí ( í
1

) �ñüðïé ãéá íá Ý÷ïõìå �á õðïóýíïëá ðïõ �ï êáèÝíá Ý÷åé Ýíáó�ïé÷åßï, ( í
2

) �ñüðïé ãéá íá Ý÷ïõìå �á õðïóýíïëá ðïõ �ï êáèÝíá Ý÷åé äýïó�ïé÷åßá, ( í
3

) �ñüðïé ãéá íá Ý÷ïõìå �á õðïóýíïëá ðïõ �ï êáèÝíá Ý÷åé �ñßáó�ïé÷åßá ê.ë.ð. ( íê ) �ñüðïé ãéá íá Ý÷ïõìå �á õðïóýíïëá ðïõ �ï êáèÝíá Ý÷åéê ó�ïé÷åßá ê.ë.ð., �Ýëïò õðÜñ÷ïõí ( íí )

= 1 �ñüðïò ãéá íá �á ðÜñïõìå üëá,



24 ÊåöÜëáéï 1äçë. �ï Ù êáé ( í
0

)

= 1 ãéá íá ðÜñïõìå �ï êåíü. ¢ñá Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ
(1 + 1)

í
=

í
∑ê=0

( íê )

1
ê
1
í−ê

= 2
íõðïóýíïëá.�ïëõùíõìéêüò Óõí�åëåó�Þò¸ó�ù í äéáöïñå�éêÜ ó�ïé÷åßá �á ïðïßá èÝëïõìå íá �á êá�á�Üîïõìå óå êäéá�å�áãìÝíåò ïìÜäåò, Ý�óé þó�å êÜèå ïìÜäá íá ðåñéÝ÷åé íi; i = 1; : : : ; ê, åßíáéäçë. ∑êi=1

íi. �üóïé äõíá�ïß �ñüðïé õðÜñ÷ïõí;Ôá í1 ó�ïé÷åßá, ðïõ áðï�åëïýí �çí ðñþ�ç ïìÜäá ìðïñïýí íá åðéëåãïýíêá�Ü (
íí1 ) �ñüðïõò. Ôá í2 êá�Ü (

í − í1í2 ) �ñüðïõò, ê.ë.ð., �á íi êá�Ü
(
í − í1 − : : :− íi−1íi ) �ñüðïõò ê.ë.ð. �á íê êá�Ü (

í − í1 − : : :− íê−1íê ) �ñü-ðïõò. ¼ëïé áõ�ïß ïé �ñüðïé óõíäõÜæïí�áé ìå�áîý �ïõò óýìöùíá ìå �çí ðïëëá-ðëáóéáó�éêÞ áñ÷Þ êáé ìáò äßíïõí
( íí1 )

·

( í − í1í2 )

· · · ··

( í − í1 − · · · − íi−1íi )

· · · ··

( í − í1 − · · · − íê−1íê )

=
í!í1!í2! : : : íi! : : : íê!äõíá�ïýò �ñüðïõò.Ïé áñéèìïß í!í1!í2! : : : íi! : : : íê!óõìâïëßæïí�áé ìå ( íí1; : : : ; íê ) êáé åßíáé ãíùó�ïß ùò ðïëõùíõìéêïß óõí�åëå-ó�Ýò åðåéäÞ åìöáíßæïí�áé ó�ï ðïëõùíõìéêü èåþñçìá ðïõ Ý÷åé ùò åîÞò:

(x1 + x2 + : : :+ xk)í =

∑í1;:::;íê ( íí1; : : : ; íê )xí1
1

· xí2
2
·; : : : ; xíêê ;äçë. �ï Üèñïéóìá ëáìâÜíå�áé ãéá üëïõò �ïõò ìç áñíç�éêïýò áêÝñáéïõò (í1; : : : íê)ðïõ åßíáé �Ý�ïéïé þó�å í1 + í2 + : : :+ íê = í:



1.3 ÂáóéêÝò Áñ÷Ýò Áðáñßèìçóçò 25�éá ðáñÜäåéãìá,
(x1 + x2 + x3)

2
=

(

2

2; 0; 0 )x2

1x0

2x0

3 +

(

2

0; 2; 0 )x0

1x2

2x0

3

+

(

2

0; 0; 2 )x0

1x0

2x2

3 +

(

2

1; 1; 0 )x1

1x1

2x0

3

+

(

2

1; 0; 1 )x1

1x0

2x1

3 +

(

2

0; 1; 1 )x0

1x1

2x1

3

= x2

1 + x2

2 + x2

3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3�áñáäåßãìá�á25. Ìßá öïé�ç�éêÞ ðáñÜ�áîç äéáèÝ�åé 20 Ü�ïìá ðïõ åßíáé äéá�åèåéìÝíá íáêÜíïõí êá�Ü ïìÜäåò �éò åðüìåíåò åñãáóßåò: 5 Ü�ïìá èá áó÷ïëïýí�áé ìå �ïðñüãñáììá óðïõäþí, 3 Ü�ïìá èá êá�áãñÜöïõí �éò ó÷å�éêÝò ðëçñïöïñßåò ó�çíéó�ïóåëßäá �çò ðáñÜ�áîçò, 4 Ü�ïìá èá ïñãáíþíïõí åêäçëþóåéò ðïëé�éó�éêÝò, 4Ü�ïìá èá óõììå�Ý÷ïõí ó�ç �.Ó. �ïõ ÔìÞìá�üò �ïõò êáé 4 èá áðáó÷ïëïýí�áéó�ï ãñáöåßï �çò ðáñÜ�áîçò Þ ó�á �ñáðåæÜêéá. Áí õðïèÝóïõìå ü�é üëïé åßíáéêá�Üëëçëïé ãéá üëåò �éò ðáñáðÜíù äñáó�çñéü�ç�åò, �ü�å ðüóïé äõíá�ïß �ñüðïéõðÜñ÷ïõí ãéá íá óõãêñï�çèïýí ïé ó÷å�éêÝò ïìÜäåò;ÕðÜñ÷ïõí
20!

5! · 3! · 4! · 4! · 4!äõíá�ïß �ñüðïé.26. Ìßá ïìÜäá 10 öïé�ç�þí áíáëáìâÜíåé íá äéåêðåñáéþóåé Ýíá ðåßñáìá ãéá�ï ïðïßï 3 èá êÜíïõí �çí åñãáóßá Á, 4 �çí åñãáóßá Â êáé 3 �çí åñãáóßá �. Ïõðåýèõíïò êáèçãç�Þò êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß íá êáèïñßóåé �éò õðïïìÜäåòáõ�Ýò;�ñïöáíþò êá�Ü
10!

3! · 4! · 3!�ñüðïõò.Åðáíáëçð�éêïß ÓõíäõáóìïßÔåëåéþíïí�áò �éò âáóéêÝò áñ÷Ýò áðáñßèìçóçò áíáöÝñïõìå �ïõò åðáíáëç-ð�éêïýò óõíäõáóìïýò �ùí í ó�ïé÷åßùí áíÜ ê. �éá ðáñÜäåéãìá, Üí Ý÷ïõìå �áó�ïé÷åßá {á; â; ã}, �ü�å ïé åðáíáëçð�éêïß óõíäõáóìïß �ùí 3 áõ�þí ó�ïé÷åßùíáíÜ 2 åßíáé: {áá; ââ; ãã; áâ; áã; âã}. Ôï ðëÞèïò �ùí åðáíáëçð�éêþí óõíäõá-óìþí �ùí í ó�ïé÷åßùí áíÜ ê åßíáé
( í − 1 + êê )



26 ÊåöÜëáéï 1�éá �çí áðüäåéîç ðáñáðÝìðïõìå ó�ï âéâëßï "Óõíäõáó�éêÞ" �ïõ ×. ×áñáëá-ìðßäç êáé ó�ï âéâëßï �ïõ W. Feller, "An Introdu
tion to Probability Theoryand Its Appli
ations", 3rd ed., Wiley, 1968.�áñÜäåéãìá 26. á) ¸ó�ù ü�é ñß÷íïõìå 4 äéáêåêñéìÝíá æÜñéá. Ôï ðëÞèïò�ùí äõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí åßíáé ïé åðáíáëçð�éêÝò äéá�Üîåéò �ùí 6 ó�ïé÷åßùí(åíäåßîåùí) áíÜ 4, äçë., 6
4

= 1296.â) ¸ó�ù ü�é �á æÜñéá åßíáé üìïéá. Ôü�å ãéá �ï ßäéï ðåßñáìá �ï ðëÞèïò �ùíäõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí åßíáé ïé åðáíáëçð�éêïß óõíäõáóìïß �ùí 6 ó�ïé÷åßùí(åíäåßîåùí) áíÜ 4, äçë.,
(

6 − 1 + 4

4

)

=

(

9

4

)

=
9!

4!5!
= 126�éá ðáñÜäåéãìá, áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò �Ý�ïéåò �å�ñÜäåò:{(1111); (1112); (2234);

(6666); : : : ; (4555); : : : ; }. H �å�ñÜäá (1112) åßíáé ßäéá ìå �éò {(1121); (1211);
2111)}, áöïý �á æÜñéá åßíáé üìïéá. �éá �ï ëüãï áõ�ü Ý÷ïõìå óõíäõáóìïýò êáéü÷é äéá�Üîåéò. ¸�óé ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí áðï�åëåóìÜ�ùí ó�ç â) ðåñßð�ùóçåßíáé ðïëý ìéêñü�åñïò áðü áõ�üí �çò á). Áò õðïëïãßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á �ïõåíäå÷ïìÝíïõ Á ðïõ áöïñÜ �ï ðáñáðÜíù ðåßñáìá êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò êáéïñßæå�áé ùò åîÞò:Á=\åìöáíßæïí�áé 3 üìïéåò åíäåßîåéò". Ç æç�ïýìåíç ðéèáíü�ç�á ãéá �éò äýïðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò åßíáé áí�ßó�ïé÷áá) P (A) =

120

1296
êáé â) P (A) =

30

126
:1.4 ÄåóìåõìÝíç �éèáíü�ç�áÌÝ÷ñé �þñá áí�éìå�ùðßóáìå �ï áêüëïõèï ðñüâëçìá: ¸íá ðåßñáìá �ý÷çò åê�å-ëåß�áé êáé åíäéáöåñüìáó�å íá ðñïóäéïñßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á ðñáãìá�ïðïßçóçòåíüò åíäå÷ïìÝíïõ, Ýó�ù Á, ìå âÜóç �ï äåéãìá�éêü ÷þñï �ïõ ðåéñÜìá�ïò. ÓåðïëëÝò ðåñéð�þóåéò óõìâáßíåé íá åê�åëåß�áé �ï ðåßñáìá �ý÷çò êáé íá Ý÷ïõìå�çí ðëçñïöüñçóç ü�é óõíÝâç Ýíá åíäå÷üìåíï, Ýó�ù Â. Ìå äåäïìÝíï áõ�ü �ïóõìâÜí Þ áõ�Þí �çí ðëçñïöïñßá �é èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå ãéá �çí ðéèáíü-�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á; Åßíáé ëïãéêü íá óêåö�ïýìå ü�é ç ðëçñïöïñßá ðïõ ìáòäüèçêå ìáò äéáìïñöþíåé Üëëç êá�Üó�áóç ðñïêåéìÝíïõ íá õðïëïãßóïõìå �çíðéèáíü�ç�á �ïõ Á. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç ðéèáíü�ç�á �ïõ Á äåóìåýå�áé áðü �ïãåãïíüò �çò ðñáãìá�ïðïßçóçò �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Â, ãéá �ï ëüãï áõ�ü êáëåß�áé



1.4 ÄåóìåõìÝíç �éèáíü�ç�á 27äåóìåõìÝíç ðéèáíü�ç�á. H ðéèáíü�ç�á áõ�Þ óõìâïëßæå�áé ìå P (A|B). �ñï�ïýäïèåß ï ïñéóìüò �çò áò óêåö�ïýìå ãéá ëßãï �ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá:¸íá êïõ�ß ðåñéÝ÷åé 6000 
hips áðü �á ïðïßá 2000 êá�áóêåõÜæïí�áé áðü �çíå�áéñåßá × êáé �á õðüëïéðá áðü �çí å�áéñåßá Õ. Åßíáé ãíùó�ü ü�é �á ðïóïó�Ü�ùí åëá��ùìá�éêþí 
hips �ùí å�áéñåéþí × êáé Õ åßíáé 10% êáé 5% áí�ßó�ïé÷á.ÅêëÝãå�áé ó�çí �ý÷ç Ýíá 
hip êáé äéáðéó�þíå�áé ü�é åßíáé åëá��ùìá�éêü. Íáõðïëïãéóèåß ç ðéèáíü�ç�á íá ðñïÝñ÷å�áé áðü �á 
hips ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü �çíå�áéñåßá ×.Áò ïñßóïõìå �á åíäå÷üìåíá: Á=\�ï 
hip êá�áóêåõÜæå�áé áðü �çí ×",Â=\�ï 
hip êá�áóêåõÜæå�áé áðü �çí Õ", êáé �=\�ï 
hip åßíáé åëá��ùìá-�éêü". Åýêïëá õðïëïãßæïí�áé ïé ðéèáíü�ç�åò ç P (A) = 2000=6000 = 1=3,P (Â) = 4000=6000 = 2=3 êáé P (�) = 400=6000 = 4=60.Ôþñá áò åîå�Üóïõìå �ï åíäå÷üìåíï Á�=\�ï 
hip åßíáé åëá��ùìá�éêü êáéðñïÝñ÷å�áé áðü �çí ðáñáãùãÞ �çò ×". Ç ðéèáíü�ç�á áõ�ïý �ïõ åíäå÷ïìÝíïõåßíáé P (Á�) = 200=6000 = 2=60. ÅðéðëÝïí, Ý÷ïõìå ü�é ç ðéèáíü�ç�á �ïõåíäå÷ïìÝíïõ Á|Γ ãéá �ï ïðïßï åíäéáöåñüìáó�å åßíáé 200/400 áöïý ó�á 400åëá��ùìá�éêÜ �á 200 ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �çí å�áéñåßá ×. �áñá�çñïýìå ü�éP (A|Γ) = 2=4 =
200=6000

400=6000
=
P (A�)P (�)

:Ïñéóìüò 1.5. H äåóìåõìÝíç ðéèáíü�ç�á åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Á äåäïìÝíïõ åíüòåíäå÷ïìÝíïõ Â óõìâïëßæå�áé ìå P (A|B) êáé äßíå�áé áðü �ç ó÷ÝóçP (A|B =
P (AB)P (B)

; P (B) > 0: (1.9)Ïñéóìüò 1.6. Áðü �ïí ïñéóìü 1.5 ðñïêýð�åé ç áêüëïõèç ó÷Ýóç ðïõ êáëåß�áéðïëëáðëáóéáó�éêüò �ýðïòP (A ∩B) = P (AB) =







P (B)P (A|B) áí P (B) > 0P (A)P (B|A) áí P (A) > 0

0 äéáöïñå�éêÜ . (1.10)�áñá�çñÞóåéò1.ÓõíÝ÷åéá �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò: �áñá�çñïýìå ü�é ç ðéèáíü�ç�á íá óõìâåß �ïåíäå÷üìåíï Á ðïõ åßíáé 2000/6000=1/3 áõîÜíå�áé áí ãíùñßæïõìå ü�é �ï 
hipåßíáé åëá��ùìá�éêü.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ åîå�Üóáìå ãßíå�áé 2/4=1/2. Áõ�ü,üðùò åßíáé öáíåñü, óõìâáßíåé ãéá�ß ìå �ç äÝóìåõóç ìáò äßíå�áé ìßá ðëçñïöïñßá.ÕðÜñ÷ïõí ðåñéð�þóåéò ðïõ ç ðëçñïöïñßá ðïõ ìáò äßíå�áé äåí óõìâÜëëåé ó�çí



28 ÊåöÜëáéï 1ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ èå�éêÜ êáé Üëëåò ó�éò ïðïßåò ìðïñåß ç óõìâïëÞ �çòíá åßíáé áñíç�éêÞ ìå �çí Ýííïéá ü�é ç ðéèáíü�ç�á åëá��þíå�áé. �éá ðáñÜäåéãìá,áò õðïëïãßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ \ Â|� ". ÅßíáéP (Â|�) =
P (Â�)P (�)

=
200=6000

400=6000
=

200

400
=

1

2
;åíþ P (B) = 4000=6000 = 2=3. �ùò �ï åîçãåß�å;2. Ç äåóìåõìÝíç ðéèáíü�ç�á ðëçñåß �á áîéþìá�á �ïõ Kolmogorov, äçë.Á1. P (A|B) ≥ 0;∀A;B ∈ AA2. P (Ω|B) = 1;∀B ∈ AA3. P (∪∞n=1

An|�) =
∑

∞n=1
P (An|�);∀Ai; Aj : AiAj = ∅; i 6= j.Áðü �á ðáñáðÜíù áîéþìá�á ðñïêýð�ïõí ïé ó÷ÝóåéòP (A′|B) = 1 − P (A|B) (1.11)P (A ∪B|�) = P (A|�) + P (B|�) − P (AB|�) (1.12)P (A′B|�) = P (B|�) − P (AB|�): (1.13)3. Áêüìá, éó÷ýåé ç áêüëïõèç åíäéáöÝñïõóá ó÷ÝóçP (Á|Â)P (Â|Á)
=
P (AB)=P (B)P (AB)=P (A)

=
P (A)P (B)

: (1.14)�áñáäåßãìá�á27. ¸íá áìåñüëçð�ï íüìéóìá ñß÷íå�áé 2 öïñÝò. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíáÁ: ç Ýíäåéîç êåöáëÞ åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ,Â: ó�çí ðñþ�ç ñßøç åìöáíßæïí�áé ãñÜììá�áÄ: óå êÜèå ñßøç åìöáíßæå�áé äéáöïñå�éêÞ Ýíäåéîç.Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðéèáíü�ç�åò:P (A|B); P (B|A); P (Ä|A); P (Ä|B):Ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò åßíáé Ù = {ÊÊ;��;Ê�; �Ê}êáé �á åíäå÷üìåíá ðïõ åìöáíßæïí�áé åßíáé:Á = {ÊÊ;Ê�; �Ê}; Â = {��; �Ê}; Ä = {Ê�; �Ê}; ÁÂ = {�Ê};ÁÄ = {Ê�; �Ê}; ÂÄ = {�Ê}.



1.4 ÄåóìåõìÝíç �éèáíü�ç�á 29Áðü �ïí ïñéóìü �çò äåóìåõìÝíçò ðéèáíü�ç�áò Ý÷ïõìåP (A|B) =
P (AB)P (B)

=
1=4
1=2 = 1=2 < P (A) = 3=4P (B|A) =

P (AB)P (A)
=

1=4
3=4 = 1=3 < P (B) = 1=2P (Ä|A) =

P (ÄA)P (A)
=

2=4
3=4 = 2=3 > P (Ä) = 1=2P (Ä|B) =

P (ÄB)P (B)
=

1=4
2=4 = 1=2 = P (Ä) = 1=2:28.¸ó�ù ü�é áðü ìßá ïìÜäá 4 ãõíáéêþí êáé 6 áíäñþí åêëÝãïí�áé �õ÷áßá 2Ü�ïìá.á) �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á êáé �á äýï íá åßíáé ãõíáßêåò;â) �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åêëåãåß ìßá ãõíáßêá êáé Ýíáò Üíäñáò;Áò ïñßóïõìå �á åíäå÷üìåíá: Áí ; í = 1; 2, üðïõ Áí :�ï í-ïó�ü Ü�ïìï åßíáéãõíáßêá. Ôü�å ãéá �ï á) Ý÷ïõìåP (A1A2) = P (A1)P (A2|A1) =

4

10
×

3

9
=

12

90êáé ãéá �ï â)P (A1A′

2 ∪A′

1A2) = P (A1)P (A′

2|A1) + P (A′

1)P (A2|A′

1)

=
4

10
×

6

9
+

6

10
×

4

9
=

8

15
:�áñá�Þñçóç: Ó�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ïí ðïëëáðëáóéá-ó�éêü �ýðï. Åðßóçò ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå �éò äåóìåõìÝíåò ðéèáíü�ç�åò äåíåöáñìüóáìå �ïí ïñéóìü, áëëÜ ìå âÜóç �ïí äåéãìá�éêü ÷þñï, üðùò áõ�üò äéá-ìïñöþíå�áé ìå �ç äÝóìåõóç, åöáñìüóáìå �ïí êëáóéêü ïñéóìü �çò ðéèáíü�ç�áò.�éá ðáñÜäåéãìá, ç P (A2|A1) õðïëïãßó�çêå ùò åîÞò: Áöïý åßíáé äåäïìÝíï ü�é�ï ðñþ�ï Ü�ïìï åßíáé ãõíáßêá áõ�ü óçìáßíåé ü�é ï äåéãìá�éêüò ìáò ÷þñïò ìå-�á�ñÝðå�áé óå 9 Ü�ïìá áðü �á ïðïßá 3 åßíáé ãõíáßêåò êáé 6 åßíáé Üíäñåò. ¢ñá ïõðïëïãéóìüò åßíáé Üìåóïò. ¼ìïéá õðïëïãßæïí�áé êáé ïé õðüëïéðåò äåóìåõìÝíåòðéèáíü�ç�åò.



30 ÊåöÜëáéï 1ÁíåîÜñ�ç�á Åíäå÷üìåíáÏñéóìüò 1.7. Ôá åíäå÷üìåíá Á, Â êáëïýí�áé áíåîÜñ�ç�á áíP (A ∩B) = P (A) P (B): (1.15)Ïñéóìüò 1.8. Ôá åíäå÷üìåíá {Á1; : : : ; A�} êáëïýí�áé ðëÞñùò áíåîÜñ�ç�á áíêáé ìüíï áí P (Ai1Ai2 ; : : : ; Air) = P (Ai1)P (Ai2); : : : ; P (Air); (1.16)
∀{i1; : : : ; ir} ∈ {1; 2; : : : ; �}; r = 2; 3; : : : ; �: äçë. ãéá üëïõò �ïõò äõíá�ïýòóõíäõáóìïýò �ùí í äåéê�þí áíÜ r.Ïé öñÜóåéò \áíåîÜñ�ç�á", \ó�ï÷áó�éêÜ áíåîÜñ�ç�á", \ó�á�éó�éêÜ áíåîÜñ-�ç�á" åßíáé éóïäýíáìåò.�áñá�çñïýìå ü�é áí �á Á, Â åßíáé áíåîÜñ�ç�á, �ü�åP (A|B) =

P (AB)P (B)
=
P (A)P (B)P (B)

= P (A)êÜ�é áíáìåíüìåíï, áöïý ç ðñáãìá�ïðïßçóç �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Â äåí åðçñåÜæåé�ï Á.Ó�ï ðáñÜäåéãìá 27 �çò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ åßäáìå ü�éP (Ä|B) =
P (ÄB)P (B)

=
1=4
2=4 = 1=2 = P (Ä) = 1=2;ðïõ óçìáßíåé ü�é �á åíäå÷üìåíá Ä, Â åßíáé áíåîÜñ�ç�á. �ñïöáíþò �á åíäå÷ü-ìåíá Á, Â, Ä äåí åßíáé ðëÞñùò áíåîÜñ�ç�á.ÔÝëïò, ç Ýííïéá �çò áíåîáñ�çóßáò ðåéñáìÜ�ùí áíáäåéêíýå�áé ðïëëÝò öï-ñÝò áðü �ç öýóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ áí�éìÝ�ùðßæïõìå. �éá ðáñÜäåéãìá, áíèåùñÞóïõìå �çí áêïëïõèßá ñßøåùí åíüò æáñéïý äåí Ý÷ïõìå êáììéÜ Ýíäåéîç ü�é�ï áðï�Ýëåóìá ìéáò ïðïéáäÞðï�å ñßøçò åðçñåÜæåé �ï áðï�Ýëåóìá Üëëçò ñßøçò.Óõíåðþò, áí èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ç ðéèáíü�ç�á óå 5 ñßøåéò åíüò æáñéïýíá åìöáíéóèåß �ï åíäå÷üìåíï Å=(2, 3, 1, 1, 5) åßíáé ëïãéêü íá áðáí�ÞóïõìåP (E) = (

1

6
)(

1

6
)(

1

6
)(

1

6
)(

1

6
) = (

1

6
)
5. Tá ðåéñÜìá�á äåí åßíáé áðáñáß�ç�á íá åßíáéßäéá. �éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå ü�é óå ðåñé��Ýò ñßøåéò ñß÷íïõìå Ýíá æÜñéêáé óå Üñ�éåò ñßøåéò ñß÷íïõìå Ýíá íüìéóìá óå óýíïëï ðÜëé 5 óõíïëéêþí ðåéñá-ìÜ�ùí. ¸ó�ù ü�é åíäéáöåñüìáó�å ãéá �ï åíäå÷üìåíï Å=(2, Ê, 1, Ê, 5). Ôü�åç ðéèáíü�ç�á åßíáé P (E) =

1

6

1

2

1

6

1

2

1

6
= (

1

6
)
3
(
1

2
)
2.



1.4 ÄåóìåõìÝíç �éèáíü�ç�á 31Ïñéóìüò 1.9. Ìéá áêïëïõèßá ðåéñáìÜ�ùí �ý÷çò, Ýó�ù {�1; : : : ; �n}, êáëåß�áéáíåîÜñ�ç�ç áêïëïõèßá ðåéñáìÜ�ùí Þ äïêéìþí áí ãéá ïðïéáäÞðï�å åíäå÷üìåíá
{A1; : : : ; An} �Ý�ïéá þó�å �ï Ai; i = 1; : : : ; n íá óõíäÝå�áé ìå �ï ðåßñáìá �i; i =

1; : : : ; n éó÷ýåé ç ó÷ÝóçP (A1 ∩A2 : : : ; : : : ;∩An) = P (A1)P (A2) : : : P (An):�áñáäåßãìá�á29. ¸ó�ù �ï �õ÷áßï ðåßñáìá �çò ñßøçò 2 æáñéþí êáé �á åîÞò åíäå÷üìåíá:Á=\Ç ðñþ�ç Ýíäåéîç åßíáé 1 Þ 2 Þ 3"Â=\Ç ðñþ�ç Ýíäåéîç åßíáé 3 Þ 4 Þ 5"�=\Ôï Üèñïéóìá �ùí äýï åíäåßîåùí åßíáé 9"Åßíáé �á Á, Â, � áíåîÜñ�ç�á;Ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò åßíáé Ù = {(1; 1); : : : ; (1; 6); (2; 1); : : : ; (2; 6); : : :
(6; 1); : : : ; (6; 6)} êáé ãéá �á åíäå÷üìåíá Á, Â, �, ÁÂ, Á�, Â�, ÁÂ� Ý÷ïõìåÁ = {(1; 1); : : : ; (1; 6); (2; 1); : : : ; (2; 6); (3; 1); : : : ; (3; 6)}B = {(3; 1); : : : ; (3; 6); (4; 1); : : : ; (4; 6); (5; 1); : : : ; (5; 6)}� = {(3; 6); (4; 5); (5; 4); (6; 3)}AB = {(3; 1); : : : ; (3; 6)} A� = {(3; 6)} Â� = {(3; 6); (4; 5); (5; 4)}AB� = {(3; 6)}.¢ñá ïé ðéèáíü�ç�åò åßíáéP (A) = 18=36; P (B) = 18=36; P (�) = 4=36; P (AB) = 6=36; P (A�) = 1=36;P (B�) = 3=36; P (AB�) = 1=36:�áñá�çñïýìå ü�éP (AB) = 1=6 6= P (A)P (B) = 1=4; P (A�) = 1=36 6= P (A)P (�) = 1=18;êáé P (B�) = 1=12 6= P (B)P (�) = 1=18áëëÜ P (AB�) = 1=36 = P (A)P (B)P (�);Üñá �á åíäå÷üìåíá Á, Â, � äåí åßíáé ðëÞñùò áíåîÜñ�ç�á.30. ÓõíÝ÷åéá �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìá�ïò ìå åíäå÷üìåíá:Á=\Ç ðñþ�ç Ýíäåéîç åßíáé 1 Þ 2 Þ 3"Â=\Ç ðñþ�ç Ýíäåéîç åßíáé 4 Þ 5 Þ 6"�=\Ôï Üèñïéóìá �ùí äýï åíäåßîåùí åßíáé 7".



32 ÊåöÜëáéï 1Åýêïëá õðïëïãßæïõìå �éò ðéèáíü�ç�åò êáé äéáðéó�þíïõìå ü�é
P (ÁÂ) = 1=4 = P (A)P (B); P (A�) = 1=12 = P (A)P (�); P (B�) = 1=12 = P (B)P (�);áëëÜ P (ÁÂ�) = 1=12 6= P (A)P (B)P (�) = 1=24:

¢ñá �á åíäå÷üìåíá Á, Â, � åßíáé áíÜ äýï áíåîÜñ�ç�á, áëëÜ ü÷é ðëÞñùò.
Èåþñçìá ÏëéêÞò �éèáíü�ç�áò êáé Èåþñçìá BayesÁò èåþñçóïõìå Ýíá åíäå÷üìåíï Á êáé �ï óõìðëçñùìá�éêü �ïõ Á′. �íùñß-æïõìå ü�é ï äåéãìá�éêüò ìáò ÷þñïò äéáìåñßæå�áé ùò åîÞò: Ù = Á∪Á′. �åíéêÜ,áí �á åíäå÷üìåíá {Á1; : : : ; A�} åßíáé �Ý�ïéá þó�å ÁiAj = ∅ ∀ i 6= j i; j =

1; : : : ; � êáé A1 ∪A2 ∪ · · · ∪A� = Ω;�ü�å áðï�åëïýí ìßá äéáìÝñéóç �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù. Ç áðëïýó�åñç äéá-ìÝñéóç �ïõ Ù åßíáé ç {Á;Á′}.



1.4 ÄåóìåõìÝíç �éèáíü�ç�á 33Èåþñçìá ÏëéêÞò �éèáíü�ç�áò¸ó�ù ìßá äéáìÝñéóç {Á1; : : : ; A�} �ïõ äåéãìá�éêïý ÷þñïõ Ù êáé Ýíá åíäå-÷üìåíï Â ∈ A. Éó÷ýåé ç ó÷ÝóçP (B) = P (A1)×P (B|A1)+P (A2)×P (B|A2)+ : : : P (A�)×P (B|A�): (1.17)ÁðüäåéîçÔï åíäå÷üìåíï Â ìðïñåß íá åêöñáóèåß óå óõíÜñ�çóç ìå �á Ái; i = 1; : : : ; �ùò åîÞò: B = BA1 ∪BA2∪; : : : ;∪BA� :Ôá åíäå÷üìåíá ÂÁi; i = 1; : : : ; � åßíáé îÝíá. Áðü �ï �ñß�ï áîßùìá êáé �ïíðïëëáðëáóéáó�éêü �ýðï Ý÷ïõìåP (B) = P (BA1) + P (BA2) + × + P (BA�)
= P (A1) × P (B|A1) + P (A2) × P (B|A2) + : : :+ P (A�) × P (B|A�)
=

�
∑i=1

P (Ai)P (B|Ai):Èåþñçìá Bayes¸ó�ù ü�é éó÷ýïõí üëåò ïé õðïèÝóåéò �ïõ èåùñÞìá�ïò ïëéêÞò ðéèáíü�ç�áò.Ôü�å P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)

∑�i=1
P (Ai)P (B|Ai) i = 1; : : : ; �: (1.18)ÁðüäåéîçÇ áðüäåéîç åßíáé Üìåóç áðü �ïí ïñéóìü �çò äåóìåõìÝíçò ðéèáíü�ç�áò êáé�çí åöáñìïãÞ �ïõ èåùñÞìá�ïò ïëéêÞò ðéèáíü�ç�áò, áöïýP (Ai|B) =

P (BAi)P (B)
:H ðéèáíü�ç�á P (Ai|B) êáëåß�áé åê �ùí õó�Ýñùí ðéèáíü�ç�á (a posteriori)óå áí�ßèåóç ìå �çí P (B|Ai) ðïõ êáëåß�áé åê �ùí ðñï�Ýñùí ðéèáíü�ç�á (a pri-ori). Ìå âÜóç �çí åê �ùí õó�Ýñùí ðéèáíü�ç�á Ý÷åé áíáð�õ÷èåß Ýíáò êëÜäïò �çòÓ�á�éó�éêÞò ðïõ êáëåß�áé Bayesian Statisti
s.Ôá ðáñáðÜíù èåùñÞìá�á åßíáé éäéáß�åñá ÷ñÞóéìá �üóï ãéá �éò åöáñìïãÝò�ïõò üóï êáé ãéá �ç óõíåéóöïñÜ �ïõò óå áðïäåéê�éêÝò äéáäéêáóßåò Üëëùí áðï-�åëåóìÜ�ùí.



34 ÊåöÜëáéï 1�áñáäåßãìá�á31. ¸íá åðéêïéíùíéáêü êáíÜëé ìå�áäßäåé óÞìá�á 0 êáé 1. Ôï êáíÜëé ìå-�áäßäåé �ï óÞìá 0 óùó�Ü ìå ðéèáíü�ç�á 0,94 êáé �ï óÞìá 1 ìå ðéèáíü�ç�á0,91.ÅðéðëÝïí ãíùñßæïõìå ü�é �ï 45% �ùí óçìÜ�ùí åßíáé 0. ¸íá óÞìá ìå�áäß-äå�áé. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �éò áêüëïõèåò ðéèáíü�ç�åò:á) Ôï óÞìá ðïõ öèÜíåé íá åßíáé 1. â) Ôï óÞìá ðïõ öèÜíåé íá åßíáé 0. ã) Äåäï-ìÝíïõ ü�é öèÜíåé óÞìá 1 íá åß÷å ìå�áäïèåß 1. ä) ÄåäïìÝíïõ ü�é öèÜíåé óÞìá 0íá åß÷å ìå�áäïèåß 0. å) Ç ðéèáíü�ç�á \óöÜëìá�ïò".¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá:Á0 = ìå�áäßäå�áé �ï óÞìá 0Á1 = ìå�áäßäå�áé �ï óÞìá 1Â0 = öèÜíåé �ï óÞìá 0Â1 = öèÜíåé �ï óÞìá 1�éá �á á) êáé â) åöáñìüæïõìå �ï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíü�ç�áò.á)P (B1) = P (A0)P (B1|A0)+P (A1)P (B1|A1) = 0; 45×0; 06+0; 55×0; 91 = 0; 5275:â)P (B0) = P (A0)P (B0|A0)+P (A1)P (B0|A1) = 0; 45×0; 94+0; 55×0; 09 = 0; 4725:�éá �á ã) êáé ä) åöáñìüæïõìå �ï èåþñçìá Bayes.ã) P (A1|B1) =
P (A1)P (B1|A1)P (B1)

=
0; 55 · 0; 91

0; 5275
= 0; 9488ä) P (A0|B0) =

P (A0)P (B0|A0)P (B0)
=

0; 45 · 0; 94

0; 4725
= 0; 8952:å)Åßíáé öáíåñü ü�é ãéá íá åí�ïðéóèåß óöÜëìá ðñÝðåé íá ìå�áäïèåß 0 êáé íáöèÜóåé 1 Þ íá ìå�áäïèåß 1 êáé íá öèÜóåé 0. Áõ�Ü �á äýï åíäå÷üìåíá åßíáé îÝíáêáé åöáñìüæïí�áò �ï �ñß�ï áîßùìá ìáæß ìå �ïí ðïëëáðëáóéáó�éêü �ýðï êáé �éòðéèáíü�ç�åò ðïõ õðïëïãßóáìå ó�á ðñïçãïýìåíá åñù�Þìá�á Ý÷ïõìåP (óöÜëìá�ïò) = P (A0B1 ∪A1B0)

= P (B1)P (A0|B1) + P (B0)P (A1|B0)

= 0; 5274 · (1 − 0; 9488) + 0; 4725 · (1 − 0; 8952) = 0; 0765:



1.4 ÄåóìåõìÝíç �éèáíü�ç�á 3532. Áò èåùñÞóïõìå äýï êÜëðåò, Ýó�ù �éò É êáé ÉÉ. Ç É ðåñéÝ÷åé 10 Üóðñåòêáé 6 êüêêéíåò áñéèìçìÝíåò óöáßñåò, åíþ ç ÉÉ ðåñéÝ÷åé 8 Üóðñåò êáé 12 êüêêéíåòáñéèìçìÝíåò óöáßñåò. Ôï �õ÷áßï ðåßñáìá ðïõ ãßíå�áé åßíáé �ï åîÞò: áðü �çí ÉåîÜãïí�áé 2 óöáßñåò êáé ìå�áöÝñïí�áé ó�çí ÉÉ. Ó�ç óõíÝ÷åéá áðü �çí ÉÉ åîÜãå�áéìßá óöáßñá. Æç�Üìå �éò ðéèáíü�ç�åò á) Íá åîá÷èåß áðü �çí ÉÉ êüêêéíç óöáßñáêáé â) ÄåäïìÝíïõ ü�é áðü �çí ÉÉ ðÞñáìå êüêêéíç óöáßñá íá åß÷áìå ìå�áöÝñåéáðü �çí É ó�çí ÉÉ 1 Üóðñç êáé 1 êüêêéíç .¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá:Á1= \ìå�áöÝñïí�áé 2 Üóðñåò óöáßñåò áðü �çí É ó�çí ÉÉ".Á2= \ìå�áöÝñå�áé ìßá Üóðñç êáé 1 êüêêéíç óöáßñá áðü �çí É ó�çí ÉÉ".Á3= \ìå�áöÝñïí�áé 2 êüêêéíåò óöáßñåò áðü �çí É ó�çí ÉÉ".Â = \åîÜãå�áé Üóðñç óöáßñá áðü �çí ÉÉ".Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù èá õðïëïãßóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åò P (B) êáé P (A2|B),�çí ðñþ�ç åöáñìüæïí�áò �ï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíü�ç�áò êáé �ç äåý�åñç �ï èåþ-ñçìá Bayes. ÅßíáéP (B = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (AB|A3)

=
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) ·

(
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1

)
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22
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) :33. ¸ó�ù ü�é Ýíá ìüñéï ìðïñåß íá åîáöáíéóèåß Þ íá ìå�áëëá÷èåß óå ÝíáíÝï ìüñéï, Þ óå äýï íÝá ìüñéá ìå ðéèáíü�ç�åò áí�ßó�ïé÷á 1/4, 1/2, 1/4. �á-ñá�çñïýìå Ýíá �Ý�ïéï ìüñéï áñ÷éêÜ �ï ïðïßï êáëïýìå ×0 ìçäåíéêÞ ãåíéÜ êáéÝó�ù ×í ï áñéèìüò �ùí ìïñßùí �çò í-ïó�Þò ãåíéÜòò � = 1; 2; : : :. Æç�Üìå �éòðéèáíü�ç�åò á) P (X2 > 0 êáé â)P (X1|X2 = 0).¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá:Á0 = �ï áñ÷éêü ìüñéï åîáöáíßæå�áé êá�Ü �çí ðñþ�ç ãåíéÜ.Á1 = �ï áñ÷éêü ìüñéï ìå�áëëÜóóå�áé óå Ýíá íÝï.Á2 = �ï áñ÷éêü ìüñéï ìå�áëëÜóóå�áé óå äýï íÝá ìüñéáB0 = êá�Ü �çí äåý�åñç ãåíéÜ Ý÷ïõìå ìçäÝí ìüñéá



36 ÊåöÜëáéï 1Ôü�å ãéá �çí á) ðéèáíü�ç�á Ý÷ïõìå áðü �ï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíü�ç�áòP (X2 > 0) = 1 − P (X2 = 0) = 1 − P (B0)

= 1 − [P (A0)P (B0|A0) + P (A1)P (B0|A1) + P (A2)P (B0|A2)]

= 1 − [1=4 · 1 + 1=2 · 1=4 + 1=4(1=4)
2
] = 39=64:�éá �çí â) ðéèáíü�ç�á åöáñìüæïõìå �ï èåþñçìá Bayes êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá Ý÷ïõìåP (X1 = 1|X2 > 0) = P (A1|B0) =

P (A1)P (B0|A1)P (B0)
=

1=2 · 1=4
39=64

= 8=39:34. ¸ó�ù ü�é Ýíá �åó� áßìá�ïò ðïõ ãßíå�áé ãéá �çí áíß÷íåõóç ìéáò óðÜíéáòáóèÝíåéáò åßíáé áðï�åëåóìá�éêü ìå ðéèáíü�ç�á 0,99 ãéá üóïõò ðÜó÷ïõí. Ôïðïóïó�ü �ùí ðáó÷üí�ùí Ý÷åé åê�éìçèåß óå 1 Ü�ïìï ó�á 1000. ¸íá Ü�ïìïåêëÝãå�áé ó�çí �ý÷ç êáé õðïâÜëëå�áé ó�ï �åó�. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ï�åó� íá åßíáé èå�éêü;¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá Á=�ï Ü�ïìï ðÜó÷åé, Á′= �ï Ü�ïìï äåí ðÜó÷åé êáéÂ=�ï �åó� åßíáé èå�éêü. Æç�Üìå �çí ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Â. �áñá�ç-ñïýìå ü�é �ï Â óõìâáßíåé óå óõíäõáóìü ìå Ýíá áðü �á åíäå÷üìåíá Á Þ Á′. ¢ñááðü �ï Èåþñçìá ÏëéêÞò �éèáíü�ç�áò Ý÷ïõìåP (B) = P (A)P (B|A) + P (B|A′
) = 0; 001 · 0; 99 + 0; 999 · 0; 01 = 0; 01�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á äåäïìÝíïõ ü�é �ï �åó� åßíáé èå�éêü �ï Ü�ïìï íáðÜó÷åé áðü �çí áóèÝíåéá; Áðü �ï Èåþñçìá Bayes Ý÷ïõìåP (A|B) =

P (AB)P (B)
=
P (A)P (B|A)P (B)

=
0; 00099

0; 01
= 0; 099:Ó�çí êá�çãïñßá áõ�þí �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ìåãÜëçò óçìáóßáò åßíáé ç ðéèá-íü�ç�á P (Á|Â′

) ç ïðïßá ðñÝðåé íá åßíáé ìéêñÞ ãéá íá åßíáé �ï �åó� áîéüðéó�ï.Ç ðéèáíü�ç�á áõ�Þ êáëåß�áé \óõí�åëåó�Þò åõáéóèçóßáò �ïõ �åó�". Ó�ï ðáñÜ-äåéãìÜ ìáò åßíáé:P (Á|Â′
) =

P (A)P (B′|A)P (B′)
=

0; 001 · 0; 01

0; 001 · 0; 01 + 0; 99 · 0; 99
= 0; 00001:



1.5 ÁóêÞóåéò 371.5 ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù Ù ï äåéãìá�éêüò ÷þñïò åíüò ðåéñÜìá�ïò �ý÷çò êáé Á, Â, � åíäå÷ü-ìåíá. Íá ðåñéãñáöïýí ìå ðñÜîåéò óõíüëùí �á áêüëïõèá åíäå÷üìåíá: á) \Ìüíï�ï Á óõìâáßíåé", â) \Óõìâáßíïõí �á Á, Â êáé ü÷é �ï �",ã) \�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á Á, Â, � óõìâáßíåé", ä)\�ïõëÜ÷éó�ïí äýï áðü �á Á,Â, � óõìâáßíïõí", å) \óõìâáßíïõí êáé �á �ñßá åíäå÷üìåíá", æ) \êáíÝíá áðü �áÁ, Â, � óõìâáßíåé", ç) \�ï ðïëý Ýíá áðü �á Á, Â, � óõìâáßíåé", è)\ áêñéâþò 2áðü �á Á, Â, � óõìâáßíïõí", é) \�ï ðïëý 3 áðü �á Á, Â, � óõìâáßíïõí".2.¸ó�ù �ï �õ÷áßï ðåßñáìá �çò ñßøçò 2 æáñéþí êáé �á åîÞò åíäå÷üìåíá:Á=\�ï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò, Â=\�ï ðñþ�ï æÜñé Ýöåñå1", êáé �=\ �ï Üèñïéóìá åßíáé 6". Íá ðåñéãñáöïýí ìå ó�ïé÷åéþäç åíäå÷üìåíá�á áêüëïõèá: á) Á ∩B, â)A ∪B, ã) B ∩ �G, ä)B′, å)A′ ∩ �, æ)A ∩B ∩ �.3. Óå ìßá Ýñåõíá ðïõ Ýãéíå ïé öïé�ç�Ýò êáé ïé öïé�Þ�ñéåò �çò Ó÷ïëÞò Èå-�éêþí Åðéó�çìþí äéáâÜæïõí �á ðåñéïäéêÜ É, ÉÉ êáé ÉÉÉ óå ðïóïó�Ü 10, 30, 5áí�ßó�ïé÷á. Åðßóçò, äéáâÜæïõí �á É êáé ÉÉ óå ðïóïó�ü 8, �á É êáé ÉÉÉ óå ðïóï-ó�ü 2, �á ÉÉ êáé ÉÉÉ óå ðïóïó�ü 4 êáé �á É êáé ÉÉ êáé ÉÉÉ óå ðïóïó�ü 1. ¸íáòöïé�ç�Þò (�ñéá) åêëÝãå�áé ó�çí �ý÷ç. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á á) íá äéáâÜæåéìüíï Ýíá ðåñéïäéêü, â) íá äéáâÜæåé �ïõëÜ÷éó�ïí 2 ðåñéïäéêÜ, ã) áí �á ðåñéïäéêÜÉ êáé ÉÉ åßíáé åâïìáäéáßá êáé �ï ÉÉÉ åßíáé ìçíéáßï ðïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íáäéáâÜæåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá åâäïìáäéáßï êáé �ï ìçíéáßï;4. Ó�ï ðáé÷íßäé �ïõ ðüêåñ \Ýíá ÷Ýñé ÷áñ�éÜ" åßíáé 5 ÷áñ�éÜ ðïõ ðáßñíïí�áé�õ÷áßá áðü ìßá óõíÞèç �ñÜðïõëá 52 ÷áñ�éþí. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é üëåò ïé äõíá�Ýòðåí�Üäåò ðïõ åßíáé (

52

5

) åßíáé éóïðßèáíåò. Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðéèáíü�ç�åò:á) Óå Ýíá ÷Ýñé ÷áñ�éÜ üëá íá åßíáé �ïõ éäßïõ �ýðïõ, äçë. êáñþ, ìðáó�ïýíéá,óðáèéÜ, êïýðåò.â) Óå Ýíá ÷Ýñé ÷áñ�éÜ íá õðÜñ÷åé Ýíá æåõãÜñé, äçë. 1,1 Þ 2,2 , Þ ê.ë.ð. Þ 10,10 Þ äýï ßäéåò öéãïýñåò.ã) Óå Ýíá ÷Ýñé ÷áñ�éÜ íá õðÜñ÷ïõí äýï æåõãÜñéá üðùò áõ�Ü �ïõ â).ä) Óå Ýíá ÷Ýñé ÷áñ�éÜ íá õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá êïýðá.(Ôá 52 ÷áñ�éÜ �çò �ñÜðïõëáò áðï�åëïýí�áé áðü 13 êïýðåò, 13 óðáèéÜ, 13 ìðá-ó�ïýíéá êáé 13 êáñþ).5. Ìßá êÜëðç Á ðåñéÝ÷åé 3 êüêêéíåò êáé 3 ìáýñåò óöáßñåò, åíþ ç ìßá ÜëëçêÜëðç Â ðåñéÝ÷åé 4 êüêêéíåò êáé 6 ìáýñåò óöáßñåò. Ìßá óöáßñá åêëÝãå�áé�õ÷áßá áðü êÜèå ìßá êÜëðç. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åßíáé êáé ïé äýï �ïõßäéïõ ÷ñþìá�ïò.



38 ÊåöÜëáéï 16. Ìßá ïìÜäá á�üìùí áðï�åëåß�áé áðü ê êïñß�óé êáé á áãüñéá êáé �ïðï-èå�ïýí�áé óå ìßá óåéñÜ �õ÷áßá, äçë. ç êÜèå ìå�Üèåóç (ê + á)! åßíáé åîßóïõðéèáíÞ.�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ï Ü�ïìï ðïõ �ïðïèå�Þèçêå ó�çí í-ïó�Þ èÝóçí = 1; : : : ; ê + í íá åßíáé êïñß�óé;7. Ìßá ãõíáßêá Ý÷åé í êëåéäéÜ áðü �á ïðïßá Ýíá áíïßãåé �çí ðüñ�á �ïõãñáöåßïõ �çò. Áí äïêéìÜæåé ó�çí �ý÷ç êáé êáèÝíá ðïõ äåí �áéñéÜæåé ó�çí ðüñ�á�ï âÜæåé ó�çí Üêñç, �ü�å ðïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá áíïßîåé �çí ðüñ�á �çò êá�Ü�çí ê äïêéìÞ (ê ≤ í). �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á áí äåí âÜæåé ó�çí Üêñç �ï êëåéäßðïõ äïêéìÜæåé êáé äåí �áéñéÜæåé ó�çí ðüñ�á;8.¸ó�ù �ï �õ÷áßï ðåßñáìá �çò ñßøçò åíüò áìåñüëçð�ïõ æáñéïý äýï öïñÝò.�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á äåäïìÝíïõ ü�é ïé åíäåßîåéò åßíáé äéáöïñå�éêÝò íá åì-öáíéóèåß �ï 6 �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ; �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á ç ðñþ�ç Ýíäåéîçíá åßíáé 6 äåäïìÝíïõ ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí åßíáé ê; Íá õðïëïãéóèïýíüëåò ïé ðéèáíü�ç�åò ãéá 2 ≤ � ≤ 12.9.¸ó�ù ìéá êÜëðç ðïõ ðåñéÝ÷åé 6 Üóðñåò êáé 9 ìáýñåò óöáßñåò áñéèìçìÝíåò.á)ÅêëÝãïí�áé �õ÷áßá 4 óöáßñåò ìßá-ìßá ÷ùñßò åðáíÜèåóç. �ïéÜ åßíáé ç ðéèá-íü�ç�á ïé ðñþ�åò 2 íá åßíáé Üóðñåò êáé ïé 2 �åëåõ�áßåò ìáýñåò; â)ÅêëÝãïí�áé�õ÷áßá 4 óöáßñåò ìßá-ìßá ìå åðáíÜèåóç (÷ùñßò åðáíÜèåóç). �ïéÜ åßíáé ç äå-óìåõìÝíç ðéèáíü�ç�á (óå êÜèå ðåñßð�ùóç) ç ðñþ�ç êáé ç �ñß�ç íá åßíáé ìáýñåòäåäïìÝíïõ ü�é ç �å�ñÜäá ðïõ åêëÝîáìå ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 ìáýñåò;10.Áò èåùñÞóïõìå �éò êÜëðåò Á, Â, êáé � ðïõ ðåñéÝ÷ïõí 2 Üóðñåò êáé 4êüêêéíåò , 8 Üóðñåò êáé 4 êüêêéíåò êáé 1 Üóðñç êáé 3 êüêêéíåò áñéèìçìÝíåòóöáßñåò áí�ßó�ïé÷á. Ìßá óöáßñá åêëÝãå�áé �õ÷áßá áðü êÜèå ìéá êÜëðç. �ïéÜåßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá Ý÷ïõìå åêëÝîåé Üóðñç áðü �çí Á äåäïìÝíïõ ü�é áêñéâþò2 Üóðñåò óöáßñåò Ý÷ïõí åêëåãåß;11. Óå Ýíá ðëçèõóìü �ï 5% �ùí áíäñþí êáé �ï 0,5% �ùí ãõíáéêþí Ý÷ïõíá÷ñùìá�ïøßá.¸íá Ü�ïìá åêëÝãå�áé ó�çí �ý÷ç. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá ðÜ-ó÷åé áðü á÷ñùìá�ïøßá áí ï ðëçèõóìüò áðï�åëåß�áé áðü 45% Üíäñåò êáé 55%ãõíáßêåò; Áí �ï Ü�ïìï ðïõ êëåîáìå ðÜó÷åé áðü á÷ñùìá�ïøßá ðïéÜ åßíáé ç ðé-èáíü�ç�á íá åßíáé ãõíáßêá;12. Ó�ï ìÜèçìá �ùí �éèáíï�Þ�ùí êáé Ó�á�éó�éêÞò Ý÷ïõìå �á �ìÞìá�á Éêáé ÉÉ ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü 30 öïé�Þ�ñéåò êáé öïé�ç�Ýò.¸ó�ù ü�é ó�ï �ìÞìáÉ 15 åßíáé ðïëý êáëïß, 10 ìÝ�ñéïé êáé 5 êÜ�ù áðü �ç âÜóç, åíþ ó�ï ÉÉ 10 åßíáéðïëý êáëïß, 12 ìÝ�ñéïé êáé 8 êÜ�ù áðü �ç âÜóç. Ó�éò �åëéêÝò åîå�Üóåéò �áãñáð�Ü áíáìåéãíýïí�áé êáé âáèìïëïãïýí�áé. ¸íá ãñáð�ü åêëÝãå�áé ó�çí �ý÷çêáé åßíáé ìÝ�ñéï. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá ðñïÝñ÷å�áé áðü �ï �ìÞìá ÉÉ; �ïéÜåßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ï ãñáð�ü íá áíÞêåé óå ðïëý êáëÞ öïé�Þ�ñéá (�Þ);



1.5 ÁóêÞóåéò 3913.Ôï �åó� �áðáíéêïëÜïõ ãéá �ïí êáñêßíï �çò ìÞ�ñáò Ý÷åé ðéèáíü�ç�áïñèÞò äéÜãíùóçò 0,98. Óå Ýíá ðëçèõóìü Ý÷åé ðáñá�çñçèåß ü�é �ï ðïóïó�ü�ùí ãõíáéêþí ðïõ áíáð�ýóóïõí êáñêßíï �çò ìÞ�ñáò åßíáé 15%. Ìßá ãõíáßêáåêëÝãå�áé �õ÷áßá, õðïâÜëëå�áé ó�ï �åó� êáé �ï �åó� äåß÷íåé èå�éêü. �ïéÜ åßíáéç ðéèáíü�ç�á ðñÜãìá�é íá ðÜó÷åé áðü êáñêßíï; Áí �ï �åó� åßíáé áñíç�éêü ðïéÜåßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá ðÜó÷åé;14.Ìßá êÜëðç Á ðåñéÝ÷åé 5 Üóðñåò êáé 7 ìáýñåò áñéèìçìÝíåò óöáßñåò, åíþìßá Üëëç Â ðåñéÝ÷åé 3 Üóðñåò êáé 12 ìáýñåò áñéèìçìÝíåò óöáßñåò. Áðü êÜèåìßá êÜëðç åêëÝãå�áé �õ÷áßá ìßá óöáßñá êáé áí�áëëÜóóïí�áé. ÔåëéêÜ áðü �çí ÂåêëÝãå�áé ìßá óöáßñá êáé äéáðéó�þíå�áé ü�é åßíáé ìáýñç. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�áíá åß÷áí åêëåãåß ìáýñåò óöáßñåò êá�Ü �ï �õ÷áßï ðåßñáìá ðïõ ðñïçãÞèçêå;15. Ôá êá�áó�Þìá�á Á, Â êáé � áðáó÷ïëïýí 50, 75 êáé 100 åñãáæüìåíïõòáí�ßó�ïé÷á, áðü �ïõò ïðïßïõò 50, 60 êáé 70 ó�ïõò åêá�ü åßíáé ãõíáßêåò. Ïéðáñáé�Þóåéò �ùí åñãáæïìÝíùí èåùñïýí�áé éóïðßèáíåò ìå�áîý áíäñþí êáé ãõ-íáéêþí. ¸íáò (ìßá) åñãáæüìåíïò (íç) ðáñáé�åß�áé êáé äéáðéó�þíå�áé ü�é åßíáéãõíáßêá. �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá ðñïÝñ÷å�áé áðü �ï êá�Üó�çìá �;16.Ìßá êÜëðç ðåñéÝ÷åé 5 Üóðñåò êáé 10 ðñÜóéíåò áñéèìçìÝíåò óöáßñåò. ¸íááìåñüëçð�ï æÜñé ñß÷íå�áé êáé ç Ýíäåéîç ðïõ öÝñåé åßíáé ï áñéèìüò �ùí óöáéñþíðïõ åêëÝãïí�áé �õ÷áßá áðü �çí êÜëðç.�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á íá åßíáé üëåòðñÜóéíåò; �ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ï æÜñé íá Ýöåñå �çí Ýíäåéîç 3 äåäïìÝíïõ ü�éüëåò ïé óöáßñåò ðïõ åêëÝ÷èçóáí áðü �çí êÜëðç Þ�áí ðñÜóéíåò;17.Íá áðïäåé÷èïýí �á áêüëïõèá:á) Áí �ï åíäå÷üìåíï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Â êáé �ï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ�, �ü�å �ï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Â ∪ �.â) Áí �ï åíäå÷üìåíï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Â êáé �ï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ� êáé Â ∩ � = ∅, �ü�å �ï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Â ∪ �.ã) Áí �ï åíäå÷üìåíï Á åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Â êáé �ï Â áíåîÜñ�ç�ï �ïõ � êáé�ï Á áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Â ∩ �, �ü�å �ï � åßíáé áíåîÜñ�ç�ï �ïõ Á ∩ Â.18.Ôï ðñüâëçìá �ùí ãåíåèëßùí: Áðü Ýíá ðëçèõóìü åêëÝãïí�áé �õ÷áßá êÜ�ïìá.�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïí 2 íá Ý÷ïõí ãåíÝèëéá �çí ßäéá ìÝñá.�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á í áðü �á ê Ü�ïìá íá Ý÷ïõí ãåííçèåß �çí ßäéá ìÝñá;�ïéÜ åßíáé ç ðéèáíü�ç�á í áðü �á ê Ü�ïìá íá Ý÷ïõí ãåííçèåß �çí 1ç Áðñéëßïõ;Èåùñïýìå ü�é �ï Ý�ïò Ý÷åé 365 ìÝñåò êáé üëåò ïé ìÝñåò åßíáé åîßóïõ ðéèáíÝò ãéáïðïéáäÞðï�å ãÝííçóç.19. ¸íá áìåñüëçð�ï æÜñé ñß÷íå�áé 2 öïñÝò. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá:Á=\êáé ïé äýï åíäåßîåéò åßíáé ßäéåò", Â=\�ï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí åßíáé
≤ 3", �=\�ï Üèñïéóìá åßíáé ðåñé��üò áñéèìüò", Ä=\ �ï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí



40 ÊåöÜëáéï 1åßíáé äéáéñå�ü ìå �ï 3". Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðéèáíü�ç�åò P (A); P (B); P (�);P (B|A); P (A|G); P (Ä|�).20. ¸íá áìåñüëçð�ï æÜñé ñß÷íå�áé 2 öïñÝò. ¸ó�ù �á åíäå÷üìåíá:Á=\Ôï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí åßíáé Üñ�éïò áñéèìüò", Â=\ç ðñþ�ç Ýíäåéîçäåß÷íåé 1", �=\�ï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí åßíáé 6". Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðéèá-íü�ç�åò P (Á); P (Â); P (�); P (Â|Á); P (Á|Â); P (�|Â); P (A ∪B); P (A′B′
);P (AB′ ∪A′B).21. ¸íáò áíé÷íåõ�Þò ïñéóìÝíïõ ìå�Üëëïõ åßíáé áêñéâÞò ìå ðéèáíü�ç�á 0,98.Åßíáé ãíùó�ü ü�é ìßá ðåñéï÷Þ ðåñéÝ÷åé �ï óõãêåêñéìÝíï ìÝ�áëëï óå ðïóïó�ü65%. '¸íá äåßãìá ëáìâÜíå�áé �õ÷áßá áðü �çí ðåñéï÷Þ áõ�Þ êáé ÷ñçóéìïðïéåß�áéï áíé÷íåõ�Þò ãéá íá åîáêñéâùèåß áí ðåñéÝ÷åé �ï ìÝ�áëëï. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü-�ç�á íá äåßîåé ü�é �ï ìÝ�áëëï ðåñéÝ÷å�áé; �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á äåäïìÝíïõ ü�éï áíé÷íåõ�Þò äåß÷íåé ü�é ðåñéÝ÷å�áé �ï ìÝ�áëëï, ðñÜãìá�é áõ�ü íá ðåñéÝ÷å�áéó�ï äåßãìá;22. ¸ó�ù ïé êÜëðåò É êáé ÉÉ, ïé ïðïßåò ðåñéÝ÷ïõí óöáßñåò ßäéïõ ìåãÝèïõò êáéäéáöïñå�éêïý õëéêïý ùò åîÞò áí�ßó�ïé÷á: ç É ðåñéÝ÷åé 2 áðü áìÝèõó�ï êáé 4 áðüá÷Ü�ç, åíþ ç ÉÉ 6 áðü áìÝèõó�ï êáé 3 áðü á÷Ü�ç. Ôï ðåßñáìá �ý÷çò Ý÷åé ùò åîÞò:Ç É êÜëðç åðéëÝãå�áé áí ç ñßøç åíüò áìåñüëçð�ïõ æáñéïý öÝñåé áñéèìü äéáéñå�üìå �ï 3, äéáöïñå�éêÜ åðéëÝãå�áé ç êÜëðç ÉÉ êáé áðü áõ�Þí åîÜãå�áé �õ÷áßá ìßáóöáßñá. á) Íá õðïëïãéóèåß ç ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á:åðéëÝãå�áé óöáßñááðü áìÝèõó�ï. â) Íá õðïëïãéóèåß ç ðéèáíü�ç�á äåäïìÝíïõ ü�é ç óöáßñá åßíáéáðü áìÝèõó�ï íá Ý÷åé åðéëåãåß ç êÜëðç ÉÉ.23. Ìéá óõóêåõáóßá , Ýó�ù Á, 24 âïëâþí ãéá êñéíÜêéá ðåñéÝ÷åé 8 âïëâïýòãéá êß�ñéíá êñéíÜêéá, 8 ãéá Üóðñá êáé 8 ãéá ìïâ, åíþ ìéá Üëëç óõóêåõáóßá,Ýó�ù Â, 24 âïëâþí ãéá êñéíÜêéá ðåñéÝ÷åé 6 ãéá êß�ñéíá, 6 ãéá Üóðñá êáé 12ãéá ìïâ. Ìéá óõóêåõáóßá åêëÝãå�áé ó�çí �ý÷ç, 3 âïëâïß åêëÝãïí�áé �õ÷áßáêáé öõ�åýïí�áé. ¸ó�ù �ï åíäå÷üìåíï : 1 êß�ñéíï, 1 Üóðñï êáé 1 ìïâ êñéíÜêéáíèßæåé. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ ; �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�áäåäïìÝíïõ ü�é óõíÝâç �ï íá åß÷áìå åðéëÝîåé �ç óõóêåõáóßá Â;24. ¸÷åé ðáñá�çñçèåß ü�é Ýíáò öïé�ç�Þò Þ öïé�Þ�ñéá ðïõ ðáñáêïëïõèåß �áìáèÞìá�á Ó�á�éó�éêÞò Ý÷åé ðéèáíü�ç�á 0,95 íá ðå�ý÷åé ó�éò åîå�Üóåéò �ïõ ìáèÞ-ìá�ïò, åíþ áí äåí ðáñáêïëïõèåß Ý÷åé ðéèáíü�ç�á 0,20. Åðßóçò Ý÷åé ðáñá�çñçèåßü�é ìüíï �ï 25
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� #�  �����	
�� �	 �
���	 ������� ��� ��!�� ���� �	������	� ����� �	�
���� &��� ' 	 ��� ��� ��� ()* �	
 ������+	����� ,��� �� ��	������� �����
�	���� ��� ���	
� ��� ����� � (���) = 0� � (���) = � (���) = � (���) =
1� � (���) = � (���) = � (���) = 2� � (���) = 3� -�
� � ' ����� ���
����$
��� �	
 ������� ��� ����� {0� 1� 2� 3} �� ������	���� �� ��������

� (� = 0) = � ({���}) = 1�8
� (� = 1) = � ({���� �������}) = 3�8
� (� = 2) = � ({�����������}) = 3�8
� (� = 3) = � ({���}) = 1�8�

#�	� � ' ������� ��� ��� ��� ����� {0� 1� 2� 3} ������ �� �����

� (∪�=3
�=0{� = 	}) =

�=3∑
�=1

� (� = 	) = 1
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 ������� �� ()* � �� �
��
��� 	�� � ��!���� &��� ��� �
�� ������� �	 ������� �� ����� ()* ����� . ��� �� ����� ("* /01�. &��� 2 	
��� ��� ��� �����	
����� ��!��� ��� �	 ��������	 �	
 ��� ����������� 3���
� ����$
��� ������� ��� ����� {1� 2� � � � � 
} �� ������	���� �� ��������

� (� = 1) = � ({�}) = 

� (� = 2) = � ({��}) = �

� (� = 3) = � ({���}) = �2


� (� = 
 − 1) = � ({��� � � � ��}) = ��−2

���

� (� = 
) = � ({��� � � � � ���}�{��� � � � � ���}) = �� + ��−1

= ��−1[� + 
] = ��−1�

4���� ���	
	 �� �������� �� ���

� (∪�=�
�=1{� = �}) =

�=�∑
�=1

� (� = �) = 1�

��&��� �	 �
���	 ������� ��� ��!�� 5 �����
����� ������������� +������
6��+	
�� �� ����$
��� 2 �� �	 � �	���� ��� �����7���� 8 ����$
��� 2 �����
��� ��� ����� {2� 3� 4� � � � � 12} �� ������	���� �� ��������

� (� = 2) = � ({1� 1}) = 1�36
� (� = 3) = � ({1� 2}� {2� 1}) = 2�36
� (� = 4) = � ({2� 2}� {1� 3}� {3� 1}) = 3�36
� (� = 5) = � ({1� 4}� {2� 3}� {3� 2}� {4� 1}) = 4�36

���
� (� = 11) = � ({5� 6}� {6� 5}) = 2�36
� (� = 12) = � ({6� 6}) = 1�36

9���� ��	����� ���

� (∪�=12
�=1 {� = �}) =

�=12∑
�=1

� (� = �) = 1�
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�	���	
	 ��� ����������� ��� ��� � �
	� 	� ���������	� ��� �	�� 6� �
�����
����$
���� �
�$	
�+	���� �� ����
��� ��������% ��� 	� �
����������� �����
�	
� �� �����% ��
� ���� ���� � � � ��� � = ��� = �� � = �� � � ��

#�� �	� 	����� ����� ������ ��� �� �� � ��	�������� ���������	 {�} �	

���������	� ���	
 ; � �
���� ����$
��� ������	���� ���� ��� ��� �������
�	��� ��� �������+�� �	� ���������� ���	 ; �� 7��� ����7� �	
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���� �����
$
��� ��� �
���������	 {�}% 	��+	
�� �	 ���������	 ��% ��
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 {�}% �� �	 
�	���	
	 �	
 ; ��� �� ��	����� �	
 	�	�	
 � �
����
����$
��� 2 ��� ����� ��� ���� {�}� 4����

�� = {� ∈ � : �(�) = �}

4���� ������ ���

�� ∩�� = ∅ ��� �= � ��� ∪�∈	 �� = ��
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�−(�) = {� ∈ Ω : �(�) ∈  } = � ∈ A�

-��  � �7����	
�� ��������� �� ������� �	
 �
��
	
 �
�	� ����� �����
����� �	
 ��	�	� �
��� ��� ����������� ����� �� ���	
�� ��� 	����� ���
��� �� ������� �� $��� �� ����	����� ���	���� ����

������� 
�
� ��	� � ����� 
�����	
	�� (Ω�A� � ) ���� 
������	�� 	��
��
��	� 
 	����� ��	� �
	! "� 	� 
���� 	���� 	
� �
 ��� 	� ������ ���������
��� 	
� B� # 
�����	
	� �
(·) ����� ��� �����������	
�
 
�� ���$�	�� �
�
	
 ����


��(�) = �[ −�(�)]� ∀� ∈ B�
% 
�����	
	� ��	! �����	�� !�	�"#�� $�%�"�	�	�� 	�� 	������ ��	����&
	�� '�



�� �������� 	

8 �
�	
	�
������� �
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���� �� �7������
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 A=@B=C=>=D�

8 ������ (���B���(·)) ��
����� ���	� �� �������� ��� �
����� ����$
��
��� 2�

"�� �� ���	
�� ��	 ���� �� ��������% ��  �����	
�� �� ���
	
 � �����
���������
�� :
������ �	
 �����������	� 1� &�	
�� ��� �
 = {0� 1� 2� 3} ���

= {{0}� � � � � {3}� {0� 1}� � � � � {2� 3}� {0� 1� 2}�
� � � � {1� 2� 3}� {0� 1� 2� 3}� {∅}}% ��
� �	 ���	
	 �����	����� B ��	��
����� ���
24 = 16 ����������% ��� ����� �� �
���� 
�	���	
� �	
 ��	�	��� �� ���
�����
��	
�� ��� �	 ���	
	 �
 � #� 
�	
	���	
�� ������� �� �������� ��
$��� �	 ���	
	 �����	����� B

� ({0� 1}) = � ({ΓΓΓ��ΓΓΓ�Γ�Γ�ΓΓ�}) = 1�2
� ({0� 1� 2}) = � ({���� ���� �������������������}) = 7�8
� ({0� 2� 3}) = � ({�������������������}) = 5�8
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(� :
������ �	
 �����������	� E� F �
���� ����$
��� ���� ����	 �����
�
 = {2� � � � � 12} ��� �	 �
� 	� ��� �����	����� ����� 211� #� 
�	
	���	
��
��� �� �������� ������� �����	������

� (� ≤ 5) = � (� = 2) + � (� = 3) + � (� = 4) + � (� = 5)
= 1�36 + 2�36 + 3�36 + 4�36 = 10�36

� (2 ! � ≤ 5) = � (� = 3) + � (� = 4) + � (� = 5)
= � (� ≤ 5) − � (� ≤ 2) = 10�36 − 1�36 = 9�36�

� (� ≥ 5) = 1 − � (� ≤ 4) = 1 − 6�36 = 30�36�
� (� ≤ 1) = � (∅) = 0� ���� (� ≤ ") = 0� ∀" ≤ 1
� (� ≤ 12) = 1� ��� � (� ≤ 15) = 1� ���� (� ≤ ") = 1� ∀" ≥ 12�

�	

�� �	��� �� �������� �	
 ���	
 � (� ≤ ")�∀" ∈ �� ����� ���������
�������� ��� �	� 
�	
	����� �� ��	�������� �����	������ 6 ������	� 	���
���� ������� ��� �	
� $����� ���	�� ���  ������ �� ��	�����G

������� 
��� ��	� � ����� 
�����	
	�� 	
� 	������ ��	� �
	!� " (�
 �B� �
(·))�
# �����	
�


)(*) = �( ≤ *)�∀* ∈ R

�����	�� �%�#��	�!� ��"+�	��� !�	�"#��� 	�� 	������ ��	����	�� '
&'()(*+,-./ 0-1,2-3(,-45 6(5',-457�
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3	 ������	  ������ ����� $����� ��� ��� ������7� ��� ���	����� ��� # (")�

,�-���� 
�
� ��	� � ����� 
�����	
	�� (�
 �B� �
(·)) 	
� 	������ ��	��
 �
	!� " ��� 
 ������	��! �����	
�! 	
� # (")� 8����� 
 ����


�($ !  ≤ %) = )(%) − )($) ∀$� % ∈ � ��$ ≤ %�

8 ������7� ����� ��
� ��� ��������� ��	� ���������� H���� �
������ �	

 �������	� ����� 	� �7�� �������G

� ($ ≤ � ≤ %) = � ($ ! � ≤ %) + � (� = $) = # (%) − # ($) + � (� = $)
� ($ ! � ! %) = � ($ ! � ≤ %) − � (� = %) = # (%) − # ($) − � (� = %)
� ($ ≤ � ! %) = � ($ ! � ≤ %) − � (� = %) + � (� = $)

= # (%) − # ($) − � (� = %) + � (� = $)�

.���	�	�� 	�� /%�#��	�!�� 0�"+�	���� 1�	�"#���

6� �������� ��������� ��� � �	������� �
�������� �����	��� ��	���	
�
����� ��� �	� 	����� ��� ��� �	 I������ 1�

1� 0 ≤ # (") ≤ 1 ��� −∞ ! " ! +∞�
5� 4���� ��7	
�� �
�������% ��
� # ("1) ≤ # ("2) ∀"1� "2 �� "1 ≤ "2�
E� 4���� �
����� ��� ��7��% ��
�

# ("+) ≡ &	'�→∞# ("�) = # (")� ∀"� ↓ "�

���
J� K���	
� 	� �������

# (−∞) ≡ &	'�→−∞# (") = 0� ���# (+∞) ≡ &	'�→+∞# (") = 1�

:�� ������� ������������ ������+	
�� ��� �������� ������� ��� ����
��	
�� ��� ��	��� �� ������	�	�� �� � � �	������ �
������� �����	��� ���
�� 
�	
	��� �� � �� ������� �	

�
	������� �����	������
2� &��� �	 �
���	 ������� ��� ��!�� ���� �����
���	
 +���	� ��� 2 �

�����7� ��� ��!��� 3��� �
 = {1� � � � � 6}� 8 � �	������ �
������� �����	���
�����G

# (") = 0� ∀" ≤ 0� # (1) = 1�6� # (") = 1�6�∀" ! 2�
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# (2) = 2�6� # (") = 2�6�∀" ! 3� # (3) = 3�6� # (") = 3�6�∀" ! 4�

# (4) = 4�6� # (") = 4�6�∀" ! 5� # (5) = 5�6� # (") = 5�6�∀" ! 6�

# (6) = 6�6 = 1� # (") = 1�∀" ≥ 6�

8 ������� ��������� ��� LMNO ����� ��� �
������� ������� �� ������
��
������� ��� ������ {1� 2� 3� 4� 5� 6}�
(� P�  �����	
�� �	 ���������� E� 8 LMQO �����G

# (") = 0�∀" ! 2� # (2) = 1�36� # (") = 1�36 ∀" ! 3

# (3) = 3�36� # (") = 3�36 ∀" ! 4� # (4) = 6�36� # (") = 6�36 ∀" ! 5

# (5) = 10�36� # (") = 10�36 ∀" ! 6� # (6) = 15�36� # (") = 15�36 ∀" ! 7

# (7) = 21�36� # (") = 21�36 ∀" ! 8� # (8) = 26�36� # (") = 26�36 ∀" ! 9

# (9) = 30�36� # (") = 30�36 ∀" ! 10� # (10) = 33�36� # (") = 32�36 ∀" ! 11

# (11) = 35�36� # (") = 35�36 ∀" ! 11� # (12) = 36�36� # (") = 1 ∀" ≥ 12�

#� 
�	
	���	
�� ��� �� ��������G
�O � (� ( 6)% $O � (4 ≤ � ≤ 7) ��� �O� (� ( 6|� ( 3)�
4�����+	���� �	 I������ 1 ��� ��� ������� �	
 ��	���	
� ����� ��� �
��
�� �� ��� �	� 	����� ��� �����
����� �� �������� ��	
�� ��� �� �O% $O% �O
�� �7��G

� (� ( 6) = 1 − � (� ≤ 5) = 1 − 10�36 = 26�36�



	
	 ��������� ��������� �3

� (4 ≤ � ≤ 7) = # (7) − # (4) + � (� = 4) = 21�36 − 6�36 + 3�36 = 18�36�

� (� ≤ 6|� ( 3) =
� (3 ! � ≤ 6
� (� ( 3

) =
# (6) − # (3)

1 − # (3)
=

15�36 − 3�36
1 − 3�36

=
12�36
33�36

=
12
33
�

#�������  � �7����	
�� � �	������� �
��������� �
����� ����$
���� �	

����� �
������% ���� ����� 	 ����	� +���% �!	�% $��	�% ��������% ��
���

��� ���
����� ���������

4��!��	5� ������� ��	����	5�

������� 
��� ��� 	����� ��	� �
	!� ��	� "� ����� ������	! �� 	� 
���� 	��
��� 	
� �
�	����	�� �
� 
�
�������� ! 	� 
��� �����!���� 
�!��� �	��������
9�� ��� ������	! 	����� ��	� �
	! �� �
 = {"1� "2� � � � � } 
 �����	
�


6(*�) = �( = *�)� *� ∈ ��
�����	�� ��"+�	��� $�%�"�	�	��&0-1,-3(,-45 6(5',-457 	
� 	������ ��	� �
�
	!� "�

F �
������� �� �������� )("�) ����	�	��� ��� �7�� �������G

)("�) ≥ 0� � = 1� 2� � � � M5�1O

)("�) = 0� ∀"� ∈ �
 M5�5O

∞∑
�=1

)("�) = 1� M5�EO

2�� P�  �����	
�� �	 ���������� E ��� ��
���� 1E� &��� 2 	 ��� ���
��� �
�� ���� RS.? T>UD?V� &�	
�� �
 = {0� 1� 2� 3� 4� 5} �� �� ��������

)(0) = � (� = 0) = 1�32� )(1) = � (� = 1) = 5�32�
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)(2) = � (� = 2) = 10�32 )(3) = � (� = 3) = 10�32�

)(4) = � (� = 4) = 5�32� )(5) = � (� = 5) = 1�32�

2�����	�	������ ��� � �	������ �
������� �� �������� ��	�	��� �� 
�	�

	���	
�� ����	��� �� �������� �����	�����% ���� ��� ����������G
�	�� ����� � �� ������� �� ��	
�� �	 �	
� E �
�� ��	
� RS.? T>UD?VW

� (� ≤ 3) = � (� = 0) + � (� = 1) + � (� = 2) + � (� = 3) = 26�32�

X�	��% � �� ������� �� ��	
�� ����������	
� ��� 5 ��� �	 �	
� J �����

� (2 ! � ≤ 4) = � (� ≤ 4) − � (� ≤ 2) = 31�32 − 16�32 = 15�32

���

� (2 ! � ≤ 3) = � (� ≤ 3) − � (� ≤ 2) = 26�32 − 16�32
= 10�32 = )(3) = � (� = 3)�

Y����� ������ � ��	����� �����

6(*�) = )(*�) − )(*�−�)� � = 
��� � � � � M5�JO

3� &��� � �
���� ����$
��� 2 �� �
 = {1� � � � � *}� '�	 ��	
�� ���

)(") = +"� " = 1� � � � � *� ��	
 + ��� ���

�	�� ����� ��� ��� ZW �	�� ����� � �� ������� � (� ≤ �)� � ! *W
#�� �� ����� MEO ��	
��

�∑
�=1

+" = 1�

� 	�	�� ��� �����

�∑
�=1

+" = +
�∑

�=1

" = +
*(* + 1)

2
= 1 � + =

2
*(* + 1)

�

4�	����� � �
������� �� �������� ���� �� �	���

)(") =
2

*(* + 1)
"� " = 1� � � � � *�

���

� (� ≤ �) =
�∑

�=1

"
2

*(* + 1)
=

2
*(* + 1)

�(�+ 1)
2

�
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P�� �� �������� ��	
�� ��� � �
���� �	��� ��� � �	������� �
��������
�����	��� �����

# (") = 0� ∀ " ≤ 0

# (") = � (� ≤ ") =
2

*(* + 1)
× ["](["] + 1)

2
� " ! *

# (") = � (� ≤ ") = 1� ∀ " ≥ *�

��	
 [N\ ����� �	 ������	 ���	� �	
 N�

�������� ���
����� ���������

�� ����� ���	
��
� 
�� �	�
��
� �	�������� ���
�
	������ 
����
����� ������������ ���� ����� 
�� ��� �� ���� ���� ������ �� ��� ����
������� � �����	�!

������ ������ �� !"#$%&''( 
�� ��	����
� ��������

" ������ ������
�� # ��� ���	��� ��� ����� {0� 1} �� �����������
�������
���

� (� = 0) = � 
�� � (� = 1) = �� ���� �+ � = 1


�������  ����
 ������ ������
�� $%&'()**+ � ���� $%&'()**+! , 
�������
���� �	��	����� ��� ��� ���� ���	��� �  �
��� $%&'()**+- ��� �����
��� �� ����	�� �� ��������� � ��� 
��� ���
�
	�����! .�� ��	� �����-
���� ��� ���	��� ���
� ��  �������
� �/	� � = {���′}! 0� ������ ��
�� ������� 0- ���� ���	���� ��� ������ ��������- �� ��� ���� ������
��������! 1� ����������� �������
��� ����� � (�) = �� � (�′) = �� �+
� = 1!

" ��	�����
� ����	�
�
 
�������� �
�  ������ ��� �
 ����


	 (
) =

⎧⎨
⎩

0 ��� 
 � 0�
� ��� 0 ≤ 
 � 1�
1 ��� 
 ≥ 1�

, �����
 �
� 2������
�� 
�������� �	��	����� ��� �
� $%&'()**+ ��
����3 4��	���� � �����	�
���  �
���� 5���	�����6 $%&'()**+- ���� ����
��� ��	��	�7��� �	�
�������! 8��� 9 � �	����� ��� �������/� ���� �
 �
����! , ������ ������
�� 9 ���	�� �� ��	�� ��� ����� {0� 1� 2� � � � � 
}!
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0� �	����������� �� ������������ �
 ����	�
�
 �������
��� �
�-  
�!
�
� � (� = �)! .�� �� �� ������� � = {� = �} ����� �����
�� ����
�� ��� �� ��� ������������ ��� 
 ���� �� 
�� ��
 �
 ���
�! :�� ������
����� ��� ��	� ����� 


(11 � � � 11︸ ︷︷ ︸
�

00 � � � 00︸ ︷︷ ︸
�−�

)


�� ���� 
 ��� � ���� ��� �����	�����  �
��/� ���� �������
��

�� � � � ��︸ ︷︷ ︸
�

�� � � � ��︸ ︷︷ ︸
�−�

= ����−��

;� ������ ���/� ��� ����<�
/� ��� �� ����� ���� �� ��� ������ ��� �
��������� ��� 
- �	� ������ ����
�

�(��) = � (� = �) =

⎧⎨
⎩ (

�
�

)����−� ��� 0 ≤ � ≤ ��
0  ����	���
��

, 2������
� 
������� 5$+'(=+>* ?+@A&+B)A+('6 ����� ��� ��� ��� ���
�
�����
�� 
�������� ��
 ���	�� C����������! ������� �	������ ���
��� ������ ������
�� # ��� �
������� �
 2������
� � ∼ �(�; �� �)! ;�
�	���� DBE �	��	����� ��� �� $+'(=+>* FG%(&%= 52������
� 4�/	
��6-
�� ����� ��� ����������� ��� �� ��	����� ���� ��� ����������� ����� H-
���� �������� ��
 ��������!

I����

�∑
�=0

(
�
�

)����−� = [�+ �]� = 1�

" ��	�����
� ����	�
�
 
�������� �
�  ������ ��� �
 ����


	 (
) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 ��� 
 � 0�∑[�]
�=0(

�



)����−� ��� 0 ≤ 
 � ��
1 ��� 
 ≥ �

, 2������
� 
������� ����� ���	�����
 �� ����	������� �
��������
 �
��/� 5���	������6 ���� ������ �
������������ �� ���� �����
��3



	
	 ��������� ��������� (


H6 �� 
���  �
��� �� ����	������ ��� �� � �� �� �������- �� �����
���	���� ��������- ��/ �� �����
	�����
� ��� ����� 
 ��������!

J6 , �������
�� ��� �� �������� D��������E �� 
���  �
��� �����
�����	�- ���� �- ��/ ��� �� �������� D��������E ����� � = 1 − ��

K6 1�  �
���� 5�� ���	�����6 ����� �����	�
�� ������ ����!
L I������ ���
����
�� M>NO)%@ $%&'()**+ 5HPQR�HSTQ6 �	��� 
�� ���

���
�� ��� ��	����� 
�������� ��� �� ���� ���� 
 ����
� 
�������
���� �� ����� ���!

)���*�������
+� 8�� ���	��
��� ��	� 	������� R ��	��! C��� ����� 
 �������
��

��� �� ��������
�60UD�� P ����������� ����������� ��� ��	�E
�6VUD�� P ����������� �
	��/� ��� ��	�E
�6.UD�� P ����������� ����������� J ��	��E

;� �	���
�� ���� �� ���	������ �� �� ������� 
����	������� ���
 �������
� �/	� 
�� �	�� ��	������� �� �����
� ��� �� �� ������� �����
����! ,  �� �
���� ���� ����� �	
��� ������
 
�� ���		���� ��� �� �����

����� ����� ��
� 
������	��
! 8���- �	������ �
� ������ ������
�� #
��� ���	��� ��� ���������� ��� P ���� R 	�7��� ��� ��	��� 
�� ��	��
	����
��� ������� �� �	���������� H6- J6 
�� K6 ��� �����	��� �	�
�������!
C	������3 H6 �� 
���  �
��� 5	�7
6 �� ����	������ ��� �
� �������

��� P- �� ����� �������� �
� D��������E! J6 
 �������
�� �������
� ���
P ����� HWP ��� 
���  �
��� 
�� K6 ��  �
����5	�7���6 ����� �����	�
���
������ ����! �����/� 
 ������ ������
�� # �
������� �
 2������
�

������� �� �
 = {0� 1� � � � � 6} 
�� ����	�
�
 �������
���

�(
�) = � (� = �) =

⎧⎨
⎩ (

6
�

)(1�6)�(1 − 1�6)6−� ��� 0 ≤ � ≤ 6�

0  ����	���
��

;/	� ������� ������� �� ����������� ��� �	������� ���!
�6

� (� ≥ 1) = 1 − � (� = 0) = 1 − (
6
0

)(1�6)0(1 − 1�6)6−0 = 1 − (5�6)6�

�6

� (� = 1) = (
6
1

)(1�6)1(1 − 1�6)6−1 = 6 × (1�6) × (5�6)5 = (5�6)5�



(
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�6

� (� ≥ 2) = 1 − � (� = 0) − � (� = 1) = 1 − (
6
0

)(1�6)0(1 − 1�6)6−0

= 1 − (5�6)6 − (
6
1

)(1�6)1(1 − 1�6)6−1 = 1 − (5�6)6 − (5�6)5

�  ����	���
�

� (� ≥ 2) =

6∑
�=2

(
6
�

)(1�6)�(5�6)6−��

,� 8��� ��� �
 ���	��
��� ������� ��� �� ����� ���	������ ���
� (�) = 3�5 
�� � (Γ) = 2�5! ;� ������� 	������� HT ��	�� 
�� ����

 ������ ������
�� # ��� ���	��� ��� ���������� ��� �� �������� DXE!
4� ��������
����� ��� �������
��� �6 � (� � 2)- �6 � (� ≤ 3 | � ≥ 1)�

.�� �� �6 ������

� (� � 2) = � (� = 0) + � (� = 1)

= (
10
0

)(3�5)0(1 − 3�5)10−0 + (
10
1

)(3�5)1(1 − 3�5)10−1

= (2�5)10 + 10(3�5)(2�5)9�

F� �6 �	/�
�� ���	� ���  ��������
 �������
�� 
�� ������� �� ���
�	���� �
� ������

� (� ≤ 3 | � ≥ 1) =
� (� ≤ 3 ∩� ≥ 1)

� (� ≥ 1)
=
� (1 ≤ � ≤ 3)

� (� ≥ 1)

=
� (� = 1) + � (� = 2) + � (� = 3)

1 − � (� = 0)

=

(
10
1

)(3�5)1(2�5)9 + (
10
2

)(3�5)2(2�5)8 + (
10
3

)(3�5)3(2�5)7

1 − (2�5)10

)���� ������-�� I���
�������� ��� ��� ��������� ��	� �����  ��
�� ���	������ �� ���	������� ��� 
����
� �	���� �
� �������
���-



	
	 ��������� ��������� (�

���� �� �������/ 
 �� �������  �� ����� ��������� ���� �� �������  ��
����� ���	��
���!

�� .�� �
� 2������
� 
������� ���	���� ����
�� ��� ���  ����� ���
�������
��� � �
� ��	�����
� 
������� �
� ������� �� ��� ��	����	���
�
�-  
�! ��� �	���� ���  �
��/� � ���	������ 
�� �
 �������
�� ���
�� �������� D��������E! Y	� ���	���� �� ������������ �������
���
���� 
 �6 ��� ��	� �������� �����! C�	��������� ���� C���
� ZZZ ���
C�	�	�������!

.�	�����
� ��������

8��� ��� �
������� �����	�����  �
��/� $%&'()**+ 
 ����� ��	�����
����� ���� ���������� ��� �	/�
 ��	� �� �� ������� D��������E! 8���
# � �	����� ��� ������������  �
��/�! , # ����� ������ ������
�� ��
�� �� ���/� �
 = {1� 2� � � � � �� � + 1� � � � � }! , ����	�
�
 �������
���
�����

�(
�) = � (� = �) = � (�� � � � � �︸ ︷︷ ︸
�−1

�) = ��−1�� � = 1� 2� � � � �

���� DIE ���������� �� �� ������� D��������E 
�� D0E �� �� ������� D
��������E!

0�	�������� ��� ��� �� 
 
�� �	
�������/���� �
 ������	�
� ���	�
������

∞∑
�=1

��−1� = �
1

1 − � = 1�

:�� ������ ������
�� #- ��� �	������ ���� 
 ��	�����- �
�������
�
 .�����	�
� 
������� 5[%(=%A&+N ?+@A&+B)A+('6!

" ��	�����
� ����	�
�
 
�������� �
� .�����	�
�� �����

	 (
) = 0 ∀
 ≤ 0

	 (
) =

[�]∑
�=1

��−1� = �
1 − �[�]

1 − � = 1 − �[�]� ∀
 ≥ 1�

�� ������ ���	����� ����������� 
 ���/�/�� ��� .�	�����
� 
�0
������ 
 ����� �	������ �� ����3 8��� 
 �
������� ��� �����	�����
 �
��/� $%&'()**+ 
�� ���� \ 
 ������ ������
�� ��� ���	��� ��� �	����
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��� �������/� ���	� �
� �	/�
 �������
 ��� �� �������� D��������E!
;��� 
 ����	�
�
 �������
��� �
� \ ���� �
 ��	��

�(��) = � (� = �) = �
�� � = 0� 1� 2� � � � � �

.���
���
 �
� .�����	�
�� �������� 
 
������� 12342' ��� �
�
�����  ������ ���� ��� �	���� �
�3 8��� ��� �
������� �����	�����
 �
��/� 
�� ���� 9 
 ������ ������
�� ��� ���	��� ��� �����������
�	����  �
��/� ��� ���� ���������� �� �� ������� D��������E � ��	��!
;��� 
 ����	�
�
 �������
��� �
� 9 �����

�(��) = � (� = �) = (
�− 1
� − 1

)��−1��−�� = (
�− 1
� − 1

)����−�

��� � = �� � + 1� � � � � �

5/����	�����
� ��������

0� ���	������ ��� 
���
 ��� ��	����� � ���	�� ����	�� 
�� � �	��
����� ����	��! I�������� 
 ����	�� ������� �	��� �/��6��� 
�� ����
# ( �	����� ��� �	������ ����	/�! , # ����� ������ �����
�� �� ���
��	�
�
 �������
���

� (� = 
) =

(
�



)(
�

�− 
 )

(
�+ �
�

)

�

, ������ ������
�� # �
������� �
� 9��	������	�
� 
������� 5"]�
^%&_%(=%A&+N ?+@A&+B)A+('6 �� �� �� ���/�

max{0� �− �} ≤ � ≤ min{�� �}�
C�	��
	���� ��� �� �� �������� �������� �� ��������
- ���� �� ���

���� 2������
� 
�������- ���� �� 
��� ������� 
 �������
�� �� ����
���� �	����
 ����	� �� ��	����� ��� + � 
�� �� ���	����� 5��������6
�����	�
��! 2
�! 
  ����	� �
� 9��	������	�
�� ��� �
 2������
�
����� ��� �� �� D��	�� ��������
E ������� 
 �����	�
��� ���  �
��/� 5�
���	������ � ������/�6!

�7� 0� ���	������  �� ���
�� 	�7��� ���� ���	��
���� ��	��� 

����� ��	��������� ���� ���������� �	����� ���  ���	����� �� ��� �	����



	
	 ��������� ��������� ((

K! C��� ����� 
 �������
�� �� �����
���� ����������� J 	�7���`
8��� # � �	����� ��� ������������ 	�7��� ��� ���� ���������� ��
�� ������� D�	����� ���  ���	����� �� �� KE- �� ����� �������� �
� D����
�����E! Y	� �� 
��� 	�7
 �� ����	������ ��� �
� �������
 � ��� ���
�� �������� �����- ��� ������ 
 �������
�� ����� � (�) = 2�6 
�� ���
	������ �����	� �� 
��� 	�7
 ��� ����� �����	�
�
 ��� ��� �����! Y	�
������ �
������� �����	�����  �
��/� $%&'()**+ 
�� 
 ������ �����
��
�� # �
������� �
� .�����	�
� 
�������-  
�! ������

� (� = �) = (4�6)�−1(2�6)� � = 1� 2� � � � �


�� 
 �
������
 �������
�� �����

� (� ≥ 3) = 1−� (� = 1)−� (� = 2) = 1− (2�6)− (4�6)(2�6) = 4�9�

�

� (� ≥ 3) =

∞∑
�=3

(4�6)�−1(2�6) = 4�9�

��
 �������� ������������ �
  ��������
 �������
��
� (� ≤ 5|�  2)! I����

� (�  5|�  2) = 1 − � (� ≤ 5|�  2) = 1 − � (2 � � ≤ 5)

� (�  2)

= 1 − � (� = 3 � 4 � 5)

� (� ≥ 3)

= 1 − (4�6)22�6 + (4�6)32�6 + (4�6)42�6

4�9
= 0� 4815�

0� ������������ �/	� �
� �������
�� � (�  3)! I����

� (�  3) = 1 − � (� ≤ 3) = 1 − � (� = 1) + � (� = 2) + � (� = 3)

= 1 − 2�6 + (4�6)2�6 + (4�6)22�6 = 0� 4815�

C�	��
	/���� ���  �� ���������� �������
��� �����	������� ���

� (�  5|�  2) = � (�  2 + 3|�  2) = � (�  3)�

;� ���������� ����  �� ����� ������! .�� �
 .�����	�
� 
������� ������
����
� 
 ����


� (�  �+ �|�  �) = � (�  �)� �� � = 0� 1� � � �
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 ����� 
������� �����	� � ���
��! , � ���
�� ���� ����� ���� �
���
���
� ��� ��� ���	����� ���� ������ ������������ ������� �� ��� ������
	���	��- �!�! ��� �	��� ���� ���
��/� ��� ���������� 
��� �	���
�
 ���������! a��� ��  ���� �	����	� ���� �������� 
��������- �
�
� ���
�� ���� �
� ���� 
�� 
 �
����
� 
�������! , ������� � ���
��
��	�
�
	���� ����� ���  �� 
��������- �� �
� ������ ��� 
����� ���


������� ��	�������� ���� �
� � ���
��!

��� � �� ��	� �����- ���� ��� �� ����	������ ��� �� ���� �� ����
����3D� �	����� ��� �������/� ���	� �
� �������� ����� QE! ;��� ������
�
� �	������
���
 .�����	�
� 
������� 
�� �
���� �
� �������
�� � (� =
5)- 
 ����� �����

� (� = 5) = (4�6)5(2�6)

������������ �� � �� ��	� �����- ���� ��� �
���� �
� �������
�� ���
�� �������� D ����������� HT 	�7��� ��� ���� ���������� �	����� ���
 ���	����� �� �� K  �� ��	��E! ��
� ��	�����
 ���� ������ 
�������
b>@N>* 
�� �
���� �
� �������
�� � (� = 10)- ��� �����

� (� = 10) = (
9
1

)(2�6)(4�6)8(2�6) = (
9
1

)(2�6)2(4�6)8�

��� 0�� ��� �	������ QJ ��	��/� ��������� ��	�� ��������
 HK ��	�
���! C��� ����� 
 �������
�� ��� �� �������� D��� HK ��	��� ���	����
HT ��	��� 
�

��� 5
�	/ � 
�����6 
�� K ���	� 5������ � ����������6E`

8��� 
 ������ ������
�� # ��� ���	��� ��� �	���� ��� 
�

��
��� ��	��/� ��� HK ��� ��	���! , ������ ������
�� # �
������� �
�
9��	������	�
� 
�������!, �������
�� ��� �
���� �����

� (� = 10) =

(
26
10

)(
26
3

)

(
52
13

)

�

��� � �� ��	� ����� ���� ��� �
���� �
� �������
�� ��� �� ��������
0UD��� HK ��	��� ���	���� R 
�	/- Q 
�����- J ������ 
�� J ��������
���E!



	
	 ��������� ��������� (3

.�� �� ������������ �
� �������
�� ���� ���	���� �� ���	�������
��� �	���� �
� 
����
�� �������
��� ���	/���� ��� ���� �� HK�� �� ���

��� �� � �� �������!Y	� �  �������
�� ��� �/	�� ����������� ��� (
52
13

)

��������- ��/ �� �����
�� ����� (
13
4

)×(
13
5

)×(
13
2

)×(
13
2

)! �����/�

� (�) =

(
13
45

) × (
13
5

) × (
13
2

) × (
13
2

)

(
52
13

)

�

0� ���	������ �� �� ������� VUD��� HK ��	��� ���	���� J �����

�� J ���� ��E! ;��� 
 �������
�� ��� V �����

� (�) =

(
4
2

) × (
4
2

) × (
44
9

)

(
52
13

)

�

���� ���	���� ������
� R ����� ��� ���� ������� �� ��	���� ���� J- R
���� �� ��� ���� ������� �� ��	���� ���� J 
�� �� �������� c ��	��� ��
�� ��	���� ��� �� RR ��	��� �
� �	������� ���  �� �� ��	������ ������

�� ���� ��! �
���/����� ��� ���	������� 
 ����� ���������
� �	��!

���:�� ����	��� ��� 
����
������  ��
���� ��� ����������� ���	��
��� ��� �� ��������
� �
� �������� ��� ��� ���� HTT ��	�������� 
�����
��������! 1�  ��
���� ��� �	��
������� ��� 
��
�	���
� 
���	� ��� �
�
����	��� ���
��������� ��� HTT 
�� ���� ������
��� �� ������� � ����
�������3 I�������� ������ ��	�� ��������
 HT  ��
���� ��� �
� ��	�� �
��� HTT 
�� �� �	���� ��� ����������
�- ���� 
 ����	��� �
� ����
������
�� ��� 
���!�6 C��� ����� 
 �������
�� �� ��� ������ ��	�� �  ��
��/� ��
�
 �	���� ����������
�` �6 0� �� 
��
�	���
� 
���	� ���� �� �������  ��
��	�� ��  ��
��/� ���� ����� 
 �������
�� �� �
 �	������� ����
�������

 ��
����`

8��� # � �	����� ��� ����������
/�  ��
��/� ���� HT ��� �������
����!, # ����� ������ ������
�� ��� �
������� �
� 9��	������	�
� 
��
������!8���- ��� �� �6 �	/�
�� ������
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� ≡ � (� = 0) =

(
1
0

)(
99
10

)

(
100
10

)

�

.�� �� �6 �	/�
�� ��	��
	���� ��� 
 ������
 
��� ��	�� �� �����
�����	�
�
 �
� ���
� 
�� ��� �
� 
��� ��� 
 �������
�� �� ���	��� �����

�������
 ����� 
 �������
�� ��� �6-  
�! 
 ^! 8��� 9 � �	����� ���
��	�� �� ���� ������  �� �������� ����
����������! , 9 ����� ������
������
�� ��� �
������� �
 2������
� 
������� �� ��	����	��� �UJ-

�� ^ ��� �6 �	��������! Y	�

� (� = 2) = (
2
2

)�2(1 − �)0

��� ��	� ����� ��� ���������� ��� ���	����� ������� ��� HT  ��
����

�� �� 
��� ��� 
������ ��� ������ 
�� �
� 
	����� ��
� �
	
! Z���
 ����� ����� �� ����� ��� ���	����� ������ 
�� ��� HT ���� 
�� 
������
��� ������ �� 
��� ���! 0� ���� ��	���� ���  ��
��� �
� ���������

�� �
� ������������� ���� ��
� ��	�� �- ���� 
 �������
�� �� �	����
����������
�  �� ������� 
�� ������ ��� 2������
� 
�������! 2
�! 

�������
�� ��� �	/��� �	�������� �� �����

� (� = 0) = (
10
0

)(1�100)0(99�100)10�

�������� 1%(33%$

0� ���	������ ��� �	���
�� ��� ��� ����� �� �
 2������
� 
����
����! 8��� ��� ��	��
	���� ���� ������� ��� ������� �� ��� 
���	�
����
	��
�
� 5�!�! �	�����- ����
�����
��- 
!�!�!6 �� ��� �	���
�  ���
��
�� (0� !]! I���� ����
� �� ���������� ��� ��� 
��� ��
	� �	���
�
 ����
�� 2A 
 �������
�� ����
� ���� ���� �����
 ����� "#!- ���� �
����� ��� �����	� ��� ���	����� ��� �� ������ ��� �����/� ��� �	
���
�������� �� 
���	� ����
�! 0� �� 2A ����� ���� ��
	�- ���� 
 �������
��
����
� ��	������	�� ��� ���� �����/� ����� ����
���! 4������ �� ����
��������� �
� �������
�� ����
� 
 �����/� ��� �	���
�  ����
�� (0� !]!

9��������� ��� ��  ����
�� (0� !]  ���	����� �� � ��� ��������� ���

��� !��- 
�� ��� ��� ����
 �� ��� ��� ���� ��  ��������� ����� �����	�
�
�
 ���� ���
� ����
� �� ����� ����� ����  ����
��! ;���- �������



	
	 ��������� ��������� (8

�� ���� ��� ��	����� ��������� ��� 
�� ��� �	
��� ������ 
- ���	����
�� 
  ��������� �� �� ���	������ /�  �
���� $%&'()**+ �� �������
��
��������� "!��! Y	� 
 �
������
 �������
�� ����� 
��� �	�������


�($; �� %!��) ≈ (
�
�

)(
%!

�
)�(1 − %!

�
)�−�� � = 0� 1� � � � � ��

0��� ��� �� ��	����� ������� �� �� �	���
�  ����
�� !�� �����
���� ��
	� - �� ���	������ �� �	�� �
� �������
��� ���� �� 
 → ∞!
8�����

�(�; �� %!��) ≈ �(� − 1)(� − 2) � � � (� − �+ 1)

�!��

· (%!)� · (1 − %!

�
)(�−�)

= {�
�
· � − 1

�
· � � � · � − � + 1

�
} · {(%!)�

�!
}

· {(1 − %!

�
)−�} · {(1 − %!

�
)�}�

C�	��
	���� ��� ���� �� 
 → ∞- ���� �� �	/�� {} ������ ��� H- ��
 ����	� {} ��	������ �� ����- ���� ����� �����	�
�� ��� 
- �� �	��� {}
������ ��� H 
�� ��� �� ����	�� {} ���	������ ���

lim
�→∞

(1 − %!

�
)� = &−���

������� �� �
� ��	����� ������
 
���������� ��� ���� ��������
���3

lim
�→∞

�($; �� %!��) = &−�� (%!)
�

�!
4������� %! = �� = '- ������ ��� �	/�� �	���� �
� 
�������� b(+@@('
��� �	��	����� ��� �
� �	�������
 �
� 2������
�� 
��������!

8����9� ��:� � ������ ����	
��� 
 �� ����� ����� {0� 1� 2� � � � � } ���
��������� �����������

�(
) = � (� = 
) = &−� '
�


!
� 
 = 0� 1� � � �

���
����� ��� �������� ������� 
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#	
�������/���� �� ��������� �
� �
����
�� ����	�
�
� ������

∞∑
�=0

&−� '
�


!
= &−�

∞∑
�=0

'�


!
= &−�&� = 1�

��� ������ ��� 
��� ����	�
�
 �������
���!

)������ � ��8��� ��	��
	
��� ��� 
 �	�������
 ����� �	
��� �
����

���
��
� �� � ≥ 20 
�� � ≤ 0� 05! a��� ��� �
 2������
� 
�������-
���	���� ����
�� ��� ���  ����� ����� �
� 
�������� b(+@@('- ��� ����
������� ���	���� 
�� �� ���
	������ �
� �	������
� ���� �� �
� �	��
������
 �
�! C�	��������� ���� C���
� Zd ��� C�	�	�������!

, 
������� �	���

� ��� ��� e! f! b(+@@(' �� ��� ������ ���  
���
������ �� HgKS- ��� ����� �������� ���	����� �
� ���	��� �����������
�� ������ ��� ���	����� ��������  �
����
/� ���������!

4��	/���� ��� �����
�� ��� �����	��� ��
� �	�� 
�� ��� ������  ���
���/����� �� ����3
H6 �� ��� ���� ��
	� �	���
�  ����
�� �� ���� ��� ������� 5����
 �
��� ����� ����- ���� ��� �
������
� 
���
- ��� ����
��- �
����� ����
������ ��� ��� ���
�
	����
 �
�� 
!�!�!6 ���	�� �� ������-
J6 �� ���� ������ ���� �	���
�  ��������� �� �� ������� ��� ���	���
�� ������� ����� �����	�
�� 
��
K6 , �������
�� �� ������� 
 �������� �� ��� �	���
�  ����
�� ���	�
����� ��� �� ������� ���  ���������� 
�� ��� ���� �����
-
������ �
 ��������
� ;����< 1%(33%$ 5b(+@@(' eA(NG>@A+N b&(N%@@6
��� �	������ �� ����3

8����9� ��=� !��" �(!) � ������� #�#����"� ��� ���	������ ���
������� �������� (0� !] $� ���������%���� �� �������� &'() ����

� (�(!) = �) = &−�� (%!)
�

�!
� � = 0� 1� � � � �

���� " ����� � ������������ ������� #�#����"� ��� ���	������ ���
������ ��� ������ 

)������ � �� :� ��� �	� ��������
� 0�����
 ������� ��
�������
������� ������
�/�! 0��� ������ ��
� �	�
�����
 ��	�����
- ���� ���
�������� �� �	���
�  ����
�� ������ ��� ��� ������ ������
��! ��
�
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�	������
��
�� ������ �
� �
������� {�(!1)� �(!2)� � � � � �(!�)}� � =
1� 2� � � �! " ��������
� 0�����
 b(+@@(' ����� ��� �� � �����	� �	�����
������� �����������- ����� ������� �	����� ���������� ���	��� �� ���
	��	����� 
�� �� �����
���� �� ���
 ����! ��� ��	� ������� ��� �
��
������� �	��������� ��  ������� �
  ����	� ������ ���  �� �	���/�-

��/� 
�� �
� ���
���� ���	���/�!

�>�8�� �	�������� 
����
������ NG+^@ ��� �� ����� �� H% �����
����������
�! I���������� HTT NG+^@ ������ 
�� ���������� �������!
8��� # � �	����� ��� ����������
/� NG+^@! , # ����� ������ �����
��
�� ��� �
������� �
 2������
� 
������� 5�����`6! , �������
�� ���
�� �������� D��� HTT NG+^@ �� �
 �	���� ����������
�E �	
�������/�
���� �
 2������
�- ��� ����� 
 �
	���� 
�������- �����

� (� = 0) = �(0; 100� 0� 01) = (
100
0

)(0� 01)0(0� 99)100 = 0� 366�

#	
�������/���� �
� �	�������
 �� �
� b(+@@(' ������ ' = 100 ·
0� 01 = 1 
�� �	�

��(0) = � (� = 0) = &−110

0!
= 0� 3679�

h�  ���� ���� ��� ���  ���
������ 
 b(+@@('! 8��� ��� �
���� �
�
�������
�� ��� HTTT NG+^@ ��� ���������� �� �	����� HQ ����������
�!
;��� ��� �
 2������
� ������

� (� = 15) = �(15; 1000� 0� 01) = (
1000
15

)(0� 01)15(0� 99)1000−15

=
1000!

15!(1000− 15)!
(0� 01)15(0� 99)1000−15�

#	
�������/���� �
� b(+@@(' ������ �
� �������
��

� (� = 15) = &−1 115

15!
�
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��
���� 0�
�/� ����� 0� 2%- ��/ ��� ����
�	�/� 0� 1%! 8��������� ���
���� QTTT ����
��� 
�� KTTT ������	��� �� �	�� ���� �� ��	�
�
	����
�
! C��� ����� 
 �������
�� �� �	����� �� ���� P ����
��� 
�� �� ���� K
������	��� �	����	����	��`

8��� # � �	����� ��� �	����	����	�� ����
�/�! , # �
�������
�
 2������
� 
������� �� 
 = 5000 
�� � = 0� 002! I��� � �� 
 �����
�	
��� ������ 
�� �� � �	
��� ��
	�- ���� /��� 
� = 10 - ���	����
�� �	
������������� �
� 
������� b(+@@(' �� % = 5000 × 0� 002 = 10

�� �� ������������ �
� �������
�� ����� QTTT ����
��� �� �	����� ��
���� P �	����	����	��- ��� �����

� (� ≤ 6) =

6∑
�=0

&−10 10�


!
�

8��� �/	� 9 � �	����� ��� �	����	����	�� ����
�	�/�! X�����
� 
 9
����� ������ ������
�� ��� �
������� �
 2������
� 
������� �� 
 =
3000 
�� � = 0� 001! .�� ���� � ���� ������- ���� �	�
������� 
 9
�	����������� ��� �
� b(+@@(' �� % = 3000 × 0� 001 = 3 
�� �	�

� (( ≤ 3) =

3∑
�=0

&−3 3�


!
�

�����/� 
 �������
�� ��� �
���� �����

(� (� ≤ 6)) · (� (( ≤ 3))�

���� �� �� ������� D�� ���� P ����
��� ����� �	����	����	��E 
�� D��
���� K ������	��� ����� �	����	����	��E ����� �����	�
��!

�:�8��� ��� ��� ������ KTT ���� �� ���� PT �����	���
� ���
- ��
����� ����� 
������
���� ������ �� ���� ��� ���� �� ���! �6C��� �����

 �������
�� ��� ���� � ��� �
������� ��
� ���
 �� ��	����� ��������
���� ��� �����	���
� �����` �6 C��� ����� 
 �������
�� �� JT ���� ��
��� �
�������� ������ ����������� ��� �� ��	����� ����������� ��� ���
���	���
� �����` �6 0	������� �� ��������� �� ������ ��� �
� �	/�

���� � 
�� ��������� ���� �	���� 
 �	/�
 ���� � �� ����������� ���
�����	���
� �����! C��� ����� 
 �������
�� �� ������������ ��
� QS
���� �`



	
	 ��������� ��������� 2�

�6�� 
��� ���� � ���	���� 
��� ���� �	� PTWKTT U T-J ���
! 8���
# � �	����� ��� ���/� ���� ���� ��! , # ����� ������ ������
�� ���
�	����������� ��� �
� b(+@@(' 
�� 
 �������
�� ��� �
���� �����

� (� ≥ 1) = 1 − � (� = 0) = 1 − &−0�2 = ��

�68��� 9 � �	����� ��� ���� ��-��� ��� JT- ��� ����� �����������
��� �����! , 9 �
������� �
 2������
� 
������� �� ��	����	��� 
 =
20 
�� � = 1 − &−0�2 ��� �	�
�������� �	��������! Y	�

� (� ≥ 1) = 1 − � (� = 0) = 1 − (
20
0

)�0(1 − �)20�

�6 8��� \ � �	����� ��� ���� �� ��� ���������� ��� ���� �	���� ���
�� ����������� ��� �����! , \ ����� ������ ������
�� ��� �
������� �

.�����	�
� 
������� 
�� �	�

� (� = 57) = (1 − �)56�� � = 1 − &−0�2�

�=� �� ��� ������ 
��
�	���
� 
���	� ������� �	������ �	��  ��
���
	����
 �� 	���� "UK �	������W H �����! C���� ����� �� �������
��� ���
�
������� �� ��������3
0UD�� ��� ����� ����� ������ �� ���� J �	������E
VUD�� HT ����� ����� ������ ��	������	�� ��� HT �	������E
.UD�� P �	���
�  ��������� ��� Q ����/�- �� ����� ����� ���� ������
����- �� �	���� ����������� ��� ��� ����� ����� ������ �
	��/� HQ
�	������E!

��� ��	� ����� ���� �	
����������� ��� 1	���� J-  
�! �
 ������
���
� ������
 b(+@@('!

8��� 
 ������ ������
�� #5H6 ��� ���	��� ����� �	������ �������
�� ��� �����! , #5H6 �
������� �
� 
������� b(+@@(' �� ��	����	�
"UK �	������W H �����! Y	� ��� �� �� ������� 0 ������

� (�) = � (�(1) ≤ 2) = &−3 + &−3 3

1!
+ &−3 32

2!
=

17

2
&−3�

8��� #5HT6 
 ������ ������
�� ��� ���	��� ����� �	������ �������
��  �
� �����! ;���

� ()) = � (�(10) ≥ 11) =
∞∑

�=11

&−3·10 (3 · 10)�


!
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;����- ���� 9 � �	����� ���  ����
����� ��� Q ����/� ��� �����
����� ������ �
	��/� HQ �	������! , 9 ����� ������ ������
�� ��� �
��
������ �
 2������
� 
������� �� ��	����	��� �UP 
�� � = � (�(5) =
15)! 0� ������������ �
� �������
�� ��������� ^ ��� �����

� = � (�(5) = 15) = &−3·5 (3 · 5)15

15!
�

Y	� 
 �������
�� ��� �� �������� . �����

� (*) = � (� ≥ 1) = 1 − � (� = 0) = 1 − (
6
0

)�0(1 − �)6�

C��� ����� 
 �������
�� ��� �� �������� 2UD�� HWJ ��� ������ ����
���� �� ���� J �	������E`

�@�I���� ������ ��� � �	����� ��� �����/� ��� ���������� �� ���
��	���� �
� I��� �� �
������� �
� 
������� b(+@@(' �� 	���� �UJ ����
����W� ��� �!C��� ����� 
 �������
�� ��� �� ��������
0UD�� J ����������� � ��� �� ���������� ����������� J �������E!
VUD�� 
��� ��� ��� J ����������� � ��� �� ��������� ����������� ����
�������E!
.UD�� �����	�� � ��� �� �
	��/� K ����� ����������� ��� ������E!

, ���� � �	���� ����� � ��� � 
�� ���� #5H6 
 ������ ������
��
��� ���	��� ���� �������� ��� ���������� �� ��� � ��� �! , #5H6
�
������� �
� b(+@@(' �� ��	����	� �UJ �������W� ��� �! Y	� ��� ��
�� ������� 0 ������

� (�) = � (�(2) ≥ 2) = 1 − � (�(2) = 0) − � (�(2) = 1)

= 1 − &(−2·2) − &(−2·2) (2 · 2)1

1!
= 1 − 5&−4�

F� V �� ������� ���	� 
��� ��� ���  �� ����������� � ��� �� ���
��������� ���� ������ ���� �	���
�  ���������- �	� ���	��� �����	�
�
���! I� ����	������ ��� �� �� ������� {�(1) ≥ 1}- �� ����� ���	� ���
����� ����� � ��� � 
�� 
 �������
�� ��� �����

� (�(1) ≥ 1) = 1 − � (�(1) = 0) = 1 − &−2�



	
	 ��������� ��������� 2(

�����/�
� ()) = (1 − &−2)2�

���� �� �� ������� ��� ���	��� �
� 
��� � ��� � ����� �����	�
��!
;����- ���� 9 
 ������ ������
�� ��� ���	��� ��� � ��� �� �� ������

������ H ������! , 9 �
������� �
 2������
� 
������� �� ��	����	���
�UR 
�� �������
�� ��������� � = 1 − &−2! Y	�-

� (Γ) = �(3; 4� (1 − &−2)) = (
4
3

)(1 − &−2)3(&−2)4−3�

�+� 1 �	����� ��� ����
��������
/�  �����
����� ��� ��
����� ��
�
� 0���
�� �
������� �
� 
������� b(+@@(' �� 	���� �U Q  �������
����W/	�! C��� ����� 
 �������
�� ��� �� ��������
0UD�� Q /	�� ����� ������ �� ���� HQ  ����������E!
VUD0�� ��� c �!�! ��� K �!� ���� �� /	�� ����� ����������� ���  ��
����
��E! I���� ������ ��� �� �������
�� T-Q 
���  �����
�� �	�
����

����� �	���������! C��� ����� 
 �������
�� ��� �� ��������
.UD�� J ����������� /	�� ���	���� ����������� Q �	����������E!

8��� #5H6 
 ������ ������
�� ��� ���	��� ��  ���������� �� ���
/	�!I����

� (�(5) ≤ 15) =

15∑
�=0

&−5·5 (5 · 5)�


!
�

, �������
�� �� ��� /	� �� ������ ����������� ��� ����
�� �����

� (�(1) ≥ 1) = 1 − � (�(1) = 0) = 1 − &−5 = ��

�	� ��� �� V �� ������� ������

� ()) = (
6
6

)�6(1 − �)0�

5�����`6!

.�� �� ������������ �
� �������
�� ��� �� �������� . ����������
��� ��	����	� ������
! 8��� 95H6 � �	����� ���  �����
����� ���
�	�
����� �	������������! 4� �	�� ��	������ �
� 
������� �
� ���
����� ������
��� 95H6! I��	�������� �� 4�/	
�� 1��
�� C������
���
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������

� (� (1) = 
) =

∞∑
�=�

&−5 5�

+!
�(
;+� 0� 5) =

∞∑
�=�

&−5 5�

+!
(
+



)0� 5�0� 5�−�

= &−5 (5 · 0� 5)�


!

∞∑
�=�

(5 · 0� 5)�−�

(+− 
)! = &−5 (5 · 0� 5)�


!
&(5·0�5)

= &−2�52� 5�


!
�

�� ����� �
������ ��� 
 95H6 �
������� �
� 
������� b(+@@(' �� 	����
" = 5 · 0� 5 = 2� 5 �	�����������W/	�! ;/	� ���	���� �� ������������
�
� �������
�� ��� �� �������� . ��� ����� 
 �
�����


� (� (2) ≥ 5) =

∞∑
�=5

&(−2�5·2) (2� 5 · 2)�


!
�

��> �������� ���������

�������� ������� ������ ���

8����9� ��@� *�� ������ ����	
��� 
 ��
����� ������� �� � �����'
����� ��������� ��������� 	 (
) = � (� ≤ 
) ����� ������� ���������
��� + #�� �
� −∞ � 
 �∞ 

1� ������� ������
��� �� ��� ������ �� �����
����� �� ����� ����

���� ������ ��	�����
� ����	�
� 
��������- ���� /��� 
 �� (�)
�� ���	���

������- �
��� ���� ��� ����	������ �	���� �
�����! :�� ������ ������
������
�� 
������� ������� �������!

8����9� ��+� !��" ��� ������� ������ ����	
��� � �(
) = �� (�)
��

��
����� ���6�� � /�
�9� ��� /����9� ��� ,-.�/0/�1�23 45���23 67�8'
2���9 ��� ������� ����	
���� 
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 �������� ��� ������ ��������� �� �	������ ����
� ���� ���
��	�����
� ����	�
�
 
�������� 
�� ��/�/� ���� ��� ����	�
�
 ��
���
�
��� �������
���!
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0�� ���� ��	����� �	������ ������ ��� �
������� �������

	 (
) = � (� ≤ 
) =

∫ �

−∞
�(!),!� −∞ � 
 �∞� 5J!Q6

� (� � � ≤ -) = � (� ≤ -) − � (� ≤ �)

=

∫ �

∞
�(
),
−

∫ �

∞
�(
),


=

∫ �

�

�(
),
 5J!P6

, �!�!�! ���� ��� ���� � ���
���

�(
) ≥ 0�

∫ ∞

−∞
�(
),
 = 1� 5J!S6

C�	��
	���� ���

� (� = 
) = � (
 ≤ � ≤ 
) =

∫ �

�

�(!),! = 0� 5J!g6

0���  �� �
������ ��� �� �� ������� {. ∈ Ω : �(/) = 
} ����� �� 
���-
���� ��� 
 �������
�� ��� ����������� �� ���� �� ������ ����� �
 ��!
0��� ���� �� �������� �
 ����


� (� ≤ � ≤ -) = � (� � � ≤ -) = � (� ≤ � � -)

= �� � � � -)

=

∫ �

�

�(
),


= 	 (-) − 	 (�)� 5J!c6

�������� �������� ���������

8���9���A ��������

, �!�! # �� �� �� ���/� ��  ����
�� �
 = [�� 0]� �� 0 ∈ �� −∞ �
� � 0 �∞ 
�� �!�!�!

�(
) =
1

- − �
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�������!
, �!�!
! �
� �!�! # �����

	 (
) = 0 ∀ 
 � ��
	 (
) =

∫ �

�

1

- − �,! =

− �
- − � ∀ � � 
 � -�

	 (
) = 1� ∀ 
 ≥ -�
��
  ����� �������	���� 
 �������	�
 
������� ������������ �� i5�-

�6 5i'+j(&= ?+@A&+B)A+(' +' AG% +'A%&k>* l�- �m6!

�
����
� ��������

, �!�! # �� �� �� ���/� �
 = [0�−∞) 
�� �!�!�!

�(
) = %&−��� ����%  0 �����	��

�
������� �
� �
����
� 
������� 5%n^('%'A+>* ?+@A&+B)A+('6!
, �!�!
! �
� �!�! �����

	 (
) = 0� −∞ � 
 � 0

	 (
) =

∫ �

0

%&−��,! = 1 − &−��� 0 ≤ 
 �∞�

, �
����
� 
������� ���� ��� �
�����
� � ���
�� ��� 
������� B��0
���C ���� � � �����	� �*�9� �� D ���� ��� ���

� (� ≤ 
+ � | �  �) =
� (� � � ≤ 
+ �)

� (�  �)

=

∫ �+�

�
%&−����∫ ∞

�
%&−��,!

= 1 − &−��

= � (0 ≤ � ≤ 
)� 0 � � � � + 
 �∞�
 
�!  � ������ ��� 
 �!�! # ���	������ �
� ���� �- 
 �������
�� �� �

���	������ �
� ���� �+ 
 ������� �� �
� �������
�� �� �
 ���	������ �
�
���� n �����	�
�� �
�  ������
�! 0��� �
������ ��� D�������E �� ���
	�����! I� ��� ��
� �	�
������
 ��	��	��� ��� 
 .�����	�
� 
�������
���� �
� � ���
�� ����! C����� ��	�� 
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�� � ���
�� o>&p(k!
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, �
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������� �	
������������ ��� �� �
�	���� �� �	��� ����
������	��- �����/�- NG+^@ 
!�!�!- ���������  ����	�� ���/� � ��������
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�����- �� �	��� ������  ��  �� ���
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 �����	����- �� ����� ��
���� ��
	����- 
!�!�!6- �� �	��� ����
	��
�
� �����
 5 �� ����� �����
����
�� ����
	��
�
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��/� 
�� ��
������ ����� ���	�����! Y���
 ����� 
 ����
 �
� �� �
� 
�������
b(+@@('- ���� �� �	������ �
� �!�! F ��� �
�	���� ��� �	��� ���	� �
�
�	���������
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 ��� �	/��� ���������- ���� ������ ��� �
� �!�!
! �
�
;

	 (!) = � (1 ≤ !) = � (�(!) = 0) = 1 − &−�� (%!)
0

0!
= 1 − &−�� 0 � ! �∞�

���� q5A6 �
������� �
� 
������� b(+@@(' �� ��	����	� �-  
�! q5A6
����� � �	����� ��� ��������� ��� ���������� ��� �	���
�  ����
�� lT-
Am! C�	����������� �
� �!�!
! ������ ��� 
 �!�!�! �
� �!�! ; �����

,	 (!)

,!
= %&−���

Y	� 
 �!�! ; �
������� �
� �
����
� 
�������!

;� �
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�,� 8��� ��� � �	���� ���� 5�� /	��6 ���� ������� ��� 
����
�
������ ��� �	�������� �
������� �
� �
����
� 
������� �� ��	����	�
�UHWHTTT!
�6 :�� ������ �
������� ��
� ���
 ��� �� �
���� ��	������ 
�� �������
���! C��� ����� 
 �������
�� �� ����� ����� ��	������	� ��� JTTT /	��`
�6 0�� �� �
���� ��	������ �
�������� ��
� ���
 HQ ������� 
�� �������
����! C��� ����� 
 �������
�� ��	������	�� ��� Q �� ������ ��	������	�
��� HTTT /	��`
�6 9���������� ��� ��	������ ���� ������� �	����� �����/�- �� �
��
����� ���	���  ���������3 I�������� ������� ��� ������� 
�� ���������
�� �	���� ��� ��� �� ���� �	��� ���� ��	������	� ��� JTTT /	��! C���
����� 
 �������
�� �� ������������ �� ���	��� ��
� HT  �
��� 5������6`
 6 8��� ��� 
 ����	�� ���  �����	������ �� �	�������� �������� ��  /���
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��� ����
�
 ��� �� �	��� ���� ���� �������! C��� �	��� ��  /��� ����
/��� �� ����� ��������
 �� �������
�� ����������� T-cc`

8��� # � �	���� ���� �
� �������! , # ����� �!�! ��� �
�������
�
� �
����
� 
�������- �	� 
 �!�!�! �����

�(
) =
1

1000
&−

1
1000

�� 0 ≤ 
�∞�

�6 \
���� �
� �������
�� ��� �� �������� {�  2000}- 
 ����� �����

� (�  2000) =

∫ ∞

2000

1

1000
&−

1
1000

�,
 = &−2�

�68��� 9 � �	����� ��� �����/� ��� ����� �	��� ���� ��������	�
��� HTTT �	/�! , �!�! 9 �
������� �
 2������
� 
������� 5�����`6 ��
��	����	��� �UHQ 
�� � = � (�  1000)- ��� �����

� = � (�  1000) =

∫ ∞

1000

1

1000
&−

1
1000

�,
 = &−1�

\
���� �
� �������
�� � (�  5)- 
 ����� �����

� (�  5) =
15∑
�=6

(
15



)(&−1)�(1 − &−1)15−��

�6 8��� \ � �	����� ���  �
��/� ��� ���� �	���� ��� ������ ��
�	��� ���� ��������	� ��� JTTT /	��! , \ ����� �!�! ��� �
������� �

.�����	�
� 
������� 5�����`6 �� ��	����	� � = &−2 5��� �� �6 �	/�
��6!
Y	� 
 �������
�� ��� �
���� �����

� (2 = 10) = (1 − &−2)9(&−2)�

 6 8��� � � �	���� ����
�
�! ;��� �	���� � (�  3) ≥ 0� 99 ��� ��
����� ��������
 
 ����	�� �� �������
�� T-cc! I����

� (�  3) =

∫ ∞

�

1

1000
&−

1
1000

�,
 = &−
�

1000 ≥ 0� 99�


 ����� ���  ����

− 3

1000
≥ ln 0� 99 � 3 � −1000 ln 0� 99�



	
� �������� ��������� 3


�������� .6���

, ������� ������ ������
�� � �� �
 = [0� ∞) 
�� 4�����

�(
) =
1

5 (�)
%&−��(%
)�−1� %  0� �  0�

����

5 (�) =

∫ ∞

0

&−�
�−1,
� �  0


 .���� ����	�
�
- �
������� �
� 
������� .����!
1��
�
	/������ 
��� ��	������� �
 .���� ����	�
�
 ���	����� �


����

5 (� + 1) = �5 (�)�


 ����� ��� � ∈ rs ���  ���� �
� ���� �	����
 ����


5 (� + 1) = (�)!

�� ������ ���	����� ����������� 
 ���� �
� 5 (1�2) =
√
�! �
���/�����

��� �� ��	����� � �����	����� �
����
/� ������� ������
�/� �
�������
�
� 
������� .���� �� ��	����	��� � 
�� %- ���� % 
 ��	����	�� ���
�
����
/� ������� ������
�/�! I���
�- 
 
������� .����- 
��/� 
��

 ������
 
������� ������������ ���� 
�������� ��������
/� ����	���
���� ��� ������� �
�����
� 	��� ��
 ��������
� �����	�����������-
���� ��  ���� ��� ������� 
�������!

�������� E���

, ������� ������ ������
�� � �� �
 = [0� 1] 
�� 4�����

�(
) =
1

)(�� -)

�−1(1 − 
)�−1�

���� �  0� -  0 
��

)(�� -) =

∫ 1

0


�−1(1 − 
)�−1,



 ����	�
�
 )(�� -)�
Z �����	� �	����
 ����� 
 �
�����
 ����
 ��� ��� ��� ��� ����	������

.���� 
�� V���!

�(�� -) =
5 (�)5 (-)

5 (� + -)
�
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�������� F"(G&''

, �!�! # ��� ���� ����	�
�
 ��
���
��� �������
���

�(
) =

{
(�
�
)(�−�

�
)�−1&
�{−(�−�

�
)�} 
  6

0� 
 ≤ 6� �  0� -  0� 6  0

�
������� �
� 
������� t%+B)** �� ��	����	��� �� -� 6! , 
�������
���� ���� ��� ������ ��� ��	��	���� ���� �
������
��
� �� �	��� ����
��������� 
�� 
�	��� ��
� ��	�� � 
����
�! .�� �� ���� ���� ������
�
�����
� 	��� ��
 ���	�� 0���������� ����
�����!

������
� ��������

, X�����
� 
������� ���	����� 
 �
�����
���	
 
������� ��
 ����
	�� C���������� 
�� ��������
�� 
�	��� ���� ��� X���	�
�� 1	��
��
4��	������ ��� �� ����������� ��� ����	�� 
�������- ���� 
�� ��� ���
����	���
� �� ����	����� � ���
��� �
� ���� �� ���	
��
� ���
- ��� 
��
��� �� �� ���	���/�!

1 �	/��� ��� �������� �
� X�����
� 
������� ���� � .����� :��
�
����
�� hB&>G>= f�u o(+k&% A( HSKK ��� �� �	��������� �������
���
��� ���	����� �� ������� �����
� �� �
������� 	�7��� ���� ���	��
�
���� ����������! ��
 �������� � .�	����� ���
����
�� v>&* w&+%?&+NG
[>)@@ 5HSSS�HgQQ6 �	
�������
�� �
� X�����
� ��� ��� ���	�����
��
��� ������� 
�� ���� 
 
������� ���� �
��� ��� X�����
� ����������

�� .
�������� 5[>)@@+>' ?+@A&+B)A+('6!

, ������� �!�! # �� �� �� ���/� �� = (−∞ � 
 � ∞) 
�� ����	�
�
�
 ��
���
��� �������
���

�(
) =
1

4
√

2�
exp

{
−(
− 7)2

242

}
� −∞ � 
 �∞� 5J!HT6

���� −∞ � 7 � ∞ 
�� 4  0 �
������� �
� ������
� 
�������
5s(&=>* ?+@A&+B)A+('6 �� ��	����	��� � 
�� �! :� exp{} ������������

 �
����
� ����	�
�
 &!

��
  ����� �������	���� ������������ �� 8(9� :2)!
, �!�!
! �
� �!�! # �����

	 (
) =

∫ �

−∞

1

4
√

2�
exp

{
−(!− 7)2

242

}
,!� 5J!HH6



	
� �������� ��������� 3�

I��� �  �� ���	��� 
������� ����� ��� �
� �!�!
! �� �������
��� ���
���	��� ��
� X�����
� 
������� ������� ������������� �	���
��
� ���
��� ����� �
� �!�!
! �
� X�����
�� ��� ��� ����� �UT 
�� :2 = 1- ��
������ ����� 
����	������� �� ����
��! C�	��������� ���� C���
� d
��� C�	�	�������!

0� �UT 
�� :2 = 1- ���� 
 X�����
� 
������� 
������� H�/�/�� 0
��� ������
� 
������� 5eA>'?>&? s(&=>* ?+@A&+B)A+('6! ������� 

�!�!�! ������������ �� �5x6-
 �!�!
! �
� �� y5x6 
�� ����� ����������

;(�) =
1√
2�

exp

{
−(�)2

2

}
� −∞ � � �∞ 5J!HJ6


��

<(�) =

∫ �

−∞

1√
2�

exp

{
−!

2

2

}
,!� 5J!HK6

.	������ � ∼ 8(9� :2) 
�� 2 ∼ 8(0� 1) ����� ����
�� ������ �
�
���� �
� y5x6 ���  ����	�� ����� ��� x! 1� �!�!�! j5n6 
�� �5n6 �����
������	�
�� ��	� �� � 
�� �� �
 �� ����������! 1� �	���
�� ��	��������
���� ����� ����� 
������� 5B%**�@G>^%? ?%'@+A]6! a�� 
 ���� ��� �
�����/��� ���� 
 �	���
� ��	�����
 ���/����� ��	� ��� �� �- ����
����
� ��� �
� X�����
� 
�������- ���� ��
� ;������
���
 ����� H!

, �������
 ��� �
� X�����
� ��
� ;������
���
 X�����
� �������
�� ����3 8��� ��� ������� �� ������������ �
� �������
�� � (� � � ≤
-)! I����

� (� � � ≤ -) = � (
�− 7
4

�
� − 7
4

≤ - − 7
4

)

= � (
�− 7
4

� � ≤ - − 7
4

)

= Φ�(
- − 7
4

) − Φ�(
�− 7
4

)� 5J!HR6

���� 2 = �−�
�

����� 
 ;������
���
 X�����
�! , ��	�����  �� �
����

������� ��/�/�� � 
�� �� �����	������ �� ����� ��
 ��������!

����� ����
�� ���	���� �� ����� ��� x ����
�- ���� ��� �	�
��
� x
������ �
� ���� ����
3



3� �������� 	

<�(−�) =

∫ −�

−∞

1√
2�

exp{−!
2

2
},!

=

∫ ∞

�

1√
2�

exp{−!
2

2
},!

=

∫ ∞

−∞

1√
2�

exp{−!
2

2
},!−

∫ �

−∞

1√
2�

exp{−!
2

2
},!

= 1 −
∫ �

−∞

1√
2�

exp{−!
2

2
},!

= 1 − Φ�(�)� 5J!HQ6

1� ���� �������
��� ����� � �����	� �	������ ���� ���	����� �
� X��
����
��3

� (7− 4 � � � 7+ 4) ≈ 0� 68

� (7− 24 � � � 7+ 24) ≈ 0� 95

� (7− 34 � � � 7+ 34) ≈ 0� 997

��
 ��������  ������ ��	�
� ����������
� ��	� ������� ��� �� ����
	���� � �����/��
� �� ����
������ �� �
� �	��
 ��� ����������� ����
�
���/� �
� ;������
���
� X�����
��- ���� 
�� ��� ��������� 
������
� ���
��� �
� X�����
�� 
��������!

�7� 8��� 
 �!�! � ∼ 8(200� 256)! z� ������������ �� �������
���
�6� (�  200)- �6 � (� � 216) 
�� �6 � (184 � � � 216 | �  168)�

I��	�������� �
  �� �
���� �
� �������
�
� ������
�6

� (�  200) = � (
� − 200

16
 

200 − 200

16
) = � (�  0) = 1−� (� ≤ 0) = 0� 5�

.�� �
� ���� ����  �� ����� ����
���� � ����
��- ���� ���� �����	���

 �!�! \ ����� ������	�
� ��	� �� �
 ��!
�6

� (� � 216) = � (� ≤ 216) = � (
� − 200

16
≤ 216 − 200

16
) = � (� ≤ 1) = 0� 8413�



	
� �������� ��������� 3(

�6

� (184 � � � 216 | �  168) =
� (184 � � � 216)

� (�  168)

=
� (184−200�

16
� 
−200

16
� 216−200

16
)

� (
−200
16

 168−200
16

)

=
� (−1 � � � 1)

� (�  −1� 375)
=

Φ(1) − Φ(−1)

1 − Φ(−1� 375)

=
Φ(1) − [1 − Φ(1)]

1 − [1 − Φ(1� 375)]
=

2Φ(1) − 1

Φ(1� 375)

=
2 × 0� 8413 − 1

0� 9154
= 0� 7456�

C�	��
	���� ��� � (184 � � � 216) = 0� 68 
�� �� �
  ������
 �����
��� T-SRQP! 8�����  
�! ��� ��
	���	
�
 D����
�E ��� �� �� �������
���!

��� ;� �7�� 5�� �
������6 ��� ����
�	�/� �
� ������ 4���
/�
�����
�/� �
������� ��� ����� ������ ������
��- ���� #- ��� �
�������
�
� X�����
� 
������� �� �UHPQ 
�� :2 = 36! �6z� ����������� ��
������� ��� ����
�	�/� ��� ���� �7�� ��������	� ��� HST �
��! �6
I
�������� ��
� ���
 JT ������	��� 
�� ���������� �� �7�� ����! C���
����� 
 �������
�� ����������� HT �� ����� �7�� ��������	� ��� HPQ
�
��!`

, �!�! � ∼ 8(165� 36)! .�� �� �6 �	/�
�� �	���� �� ������������
�
� � (�  170)! I��	�������� �
  �� �
���� �
� �������
�
� 
��
�	
�������/���� ��� ����
� ������

� (�  170) = � (
� − 165

6
 

170 − 165

6
)

= � (�  0� 8333) = 1 − � (� ≤ 0� 8333)

= 1 − Φ(0� 8333) � 1 − 0� 7967 = 0� 2033�

.�� �� �6 �	/�
�� ��	��
	���� �� �
������3 ;� �7�� �
� 
��� ����
���	��� ����� �����	�
�� ��� �� �7�� ������ ����� ���
�- �	� ������
JT �����	�
�� ���	����� 
�� �� 
��� ���	��� ���������� �� ��� ������
�	�� ���� �7�� ��������	� ��� HPQ 5��������6 � ���5��������6- �� �����
��������� �� �������
�� T-Q 5�����`6! �����/�- �� �	������ �� 9 ���
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�	���� ��� ����
�	�/� �� �7�� ��������	� ��� HPQ �
!- ���� 
 �!�! 9
�
������� �
 2������
� 
������� �� ��	����	��� �UJT 
�� ^UT-Q! .��
�
 ���
�
	����
 �������
�� ������

� (� ≥ 10) =
20∑

�=10

(
20
�

)(0� 5)�(0� 5)20−� =
20∑

�=10

(
20
�

)(0� 5)20�

��� 8��� 
 �!�! � ∼ 8(9� :2)! C��� ����� 
 �������
�� � (|�| ≤ �)-
���� �  0 �����	�!

;� �� ������� {|� | ≤ �)}� 
��{−� ≤ � ≤ �} ����� ��� �����! Y	�
������

� (|�| ≤ �) = � (−� ≤ � ≤ �)

= � (
−�− 7
4

≤ � − 7
4

≤ �− 7
4

)

= � (
−�− 7
4

) ≤ � ≤ �− 7
4

)

= Φ(
�− 7
4

) − Φ(−� + 7

4
)�

��� ��������� ��	� ����� ����������� �������
�� ��� ���	���� ���
��� �!�! ���� ( = |� |! 0���  �� ����� ���� ��
��� ������� 
�� ��������
��� �� �	�� ��	����� 
 �!�!�! �
� ���� �!�! ��� ����� ����	�
�
 
������
������� 
��������! .�� ��	� �����- ��� �� �	�� ��	������ �
 �!�!�!
���� �������� �!�! 9 �
��������� �
� ����  �� �
����3 C	�� ��	������
�
� �!�!
 �
� 
�� ��	����������� ���	����� �
 �!�!�!!

0� ���	������ ���� �
� ��	����� ��	�����
 
�� ��� �� ���������
����� ��� �	����� ���� ��� 
 �!�! � ∼ 8(0� 1)-  
�! ��� �
������� �
�
;������
���
 X�����
� 
�������! C�	��
	���� ��� �� �� �� ���/� �
�
�!�! 9 ����� �� = [0�∞) 
�� 
 �!�!
! �
� �����

	� (�) = � (� ≤ �) = � (|�| ≤ �) = � (−� ≤ � ≤ �)
= Φ(�) − Φ(−�) = 2Φ(�) − 1�

Y	� 
 �!�!�! �����

,	� (�)

,�
= �� (�) = 2=(�) = 2

1√
2�

exp

{
−�

2

2

}

=

√
2√
�

exp

{
−�

2

2

}
� 0 � � �∞�
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" �� (�) ����� 
 ����	�
�
 ��
���
��� �������
��� �
�  �������
�
�������
���
� 
�����
�� 
��������!

�>� 8��� 
 �!�! � ∼ 8(9� :2) 
�� 
 �!�! ( = >(�) = ?� +
�� ?� � ∈ �!
;� �� �� ���/� �
� �!�! 9 ����� �� = (−∞�∞) 
�� 
 �!�!
! 	� (�) �����

� (� ≤ �) = � (?� + � ≤ �) = � (?� ≤ � − �)
=

{
� (� ≤ �−�

 ) �� ?  0

� (� ≥ �−�
 ) �� � � 0

=

{
	
(�−�

 ) �� ?  0
1 − 	
(�−�

 
) �� ? � 0

C�	����������� �
� ��������� ����
 �� �	�� ] ������

�� (�) =
,	� (�)

,�
=

{
1
 �
(�−�

 ) �� ?  0

−1
 �
(�−�

 ) �� � � 0

=
1

|?|�
(
� − �
?

)

=
1

|?|4√2�
exp

{
−(�−�

 
− 7)2

242

}

=
1

|?|4√2�
exp

{
−(� − [?7+ �])2

2?242

}
�

0�� �
� ��������� ����
 �����	������� ��� 
 �!�! ( ∼ 8(�7 +
0� (�4)2)- ��� �
������ ��� ���� �	����
�� ������
�������� �
� X��
����
�� 
�������� �
������� �
� X�����
� 
������� ��  ����	���
��
��	����	���! 0��� ����� ��� ��� ��� �
�����
�� � ���
��� �
� X�����
��

��������!

.���
� �� �� �	�� ��	������ �
� �!�!
! ���� �!�! 9 ��� ����� ����	�
�
�
 ���� ���
� �!�!- ���� #- ������� � �����	
 ������
! 0����	���� ���
�� �������� ��	���/���� �����3
8��� ���  ��
	��� �!�! # �� �!�! j5n6Ub5qUn6 
�� ���  ��
	��� �!�!
9U_5q6!
8��� ��� ������� �!�! # �� �!�!�! j5n6 
�� ���  ��
	��� �!�! 9U_5q6!
8��� ��� ������� �!�! # �� �!�!�! j5n6 
�� ��� ������ �!�! 9U_5q6!

2�����/����� �� �
������ ��/	
�� ��� ���	� �
� ��������� ��	��
����
 ��	�� ��� ���
! �
���/����� ��� 
 ��� ���
 �
������� �
� � ��
���� � ���� ���� ��� ���	����

� ��� �� ��	� ������� JJ 
�� JK!
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I�J� �� ���6 8��� # ��� ������� ������ ������
�� �� �� �� ���/�
�
 
�� �!�!�! �
(
)! 9��������� ��� _5n6 ����� ��� ����	�
�
 ����
	�
�������
 5������� � ��������6-  ����	����
 5
�� �	� �������6 ����	�
�
�
 ��� n! ;��� 
 ������ ������
�� { ��� �	������ ��� ����
 {U_5q6
����� ������� 
�� 
 �!�!�! �
�  ������ ��� �
� �
�����
 ����


�� (�) =

{
�
 [>−1(�)] | �!−1(�)

�� | �� � = >(
)

0 �� � �= >(
) �

���� >−1(�) 
 ���� ��� n ��� ����� ������ /��� >(
) = �!
�6Y� ���	���  ����	��
 ��� �
 - ���� {�1� � � � � ��}� �� ∩�" = ∅� @ �=

A 
��
∑�

�=1�� = �
 - ��� ����� ������ /��� 
 ����	�
�
 _5n6 �� ��
	��
∀
 ∈ ��� @ = 1� � � � ��� �����
�� ��� �6- ���� 
 ������ ������
�� {
��� �	������ ��� ����
 {U_5q6 ����� �������- ���� �� �� ���/� �# =∑�

�=1��� 
�� 
 �!�!�! �
�  ������ ��� �
� �
�����
 ����


�� (�) =

{ ∑�
�=1 �
 [>−1

� (�)] | �!−1
�

(�)

��
| �� � ∈ ���� @ = 1� � � � � +

0 �� � �= >(
)

���� >−1
� (�) 
 ���� ��� 
 ∈ �� ��� ����� ������ /��� >(
) = � ∈ ��� !

0� ���	������� �� ��/	
�� ��� ��	�
��� ��	� �����!
�?�8��� 
 �!�! � ∼ B(0� 1)-  
�! �
������� �
� �������	�
 
����

���� ���  ����
�� 5T-H6- �	� �
(
) = 1! 8��� ( = >(�) = � �! ,
_5n6 ��
	�� ��� �����
�� ��� �6 ��	��� ��� ���	������ 
�� �����

>−1(�) = �1$�
��
,>−1(�)

,�
=

1

�
�

1
�
−1�

Y	�

�� (�) = �
 [>−1(�)] | ,>
−1(�)

,�
|= 1

�
�

1
�
−1� 0 � � � 1�

�:� 8��� � ∼ C(0� 1) 
�� ( = >(�) = �2! C�	��
	���� ���

�
 = {−∞�∞} = {−∞� 0} ∪ {0�∞} = �1 ∪�2


�� �� = {0�∞}!
.�� 
 ∈ (−∞� 0) 
 ������	��
 ��
��� �����>−1

1 (�) = −√
� 
�� ��� 
 ∈
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(0�∞) ������ >−1
2 (�) =

√
�! 1� ��	������ ��� ������	���� ����	���

���� �����

,>−1
1 (�)

,�
=
,(−√

�)

,�
= −1

2
�

1
2
−1 = − 1

2
√
�
� 0 � � �∞�

,>−1
2 (�)

,�
=
,
√
�

,�
=

1

2
�

1
2
−1 =

1

2
√
�
� 0 � � �∞�

I��	�������� �� �6 ��� ���	������ ������

�� (�) = �
(−√
�) | − 1

2
√
�
| +�
(

√
�) | 1

2
√
�
|

=
1√
�
�
(

√
�) =

1√
2��

&
�{−�
2
}

=
1√
2�
�1$2−1&
�{−�

2
}� 0 � � �∞�

9������������ ��� 
 �!�!�! �
� X�����
�� ����� ������	�
� 
�� ����
���	����

� ��
� ��������� ����
��! I���
� �� | � | ������������ �
�
������
 ���� ��� �! C�	��
	���� ��� 
 �!� 9 �
������� �
� 
�������
.���� �� ��	����	��� � = 1�2� % = 1�2!

C	����/� �
�����/���� �
� � ��  �� �
����- ���� ���� ��� ��	��
 �������� JJ- JK 
���������� ��� � �� ����������!

�������� D 0����6�	��

8��� 
 ������ ������
�� # ��� �
������� �
� 
������� .���� ��
� = E�2� E ∈ rs 
�� % = 2-  
�! ���� ����	�
�
 ��
���
��� �������
���

�(
) =
1

Γ(E�2)2%$2

%$2 −1&−�$2� 0 ≤ 
 ≤ ∞�

" �!�! # �
������� �
� 
������� D����	����� �� & ������� ������	���

�� ������� �	������ D2(E)! |��� �
� �
�����
��
��� �
� �� ���	�
����� �
� ��������
�� ���	���� ����
�� ��� ���  ����� �������
��� �
�
��	��� � (� ≤ 
) ���  ����	�� ����� ��� E- ���� �������� ���� C���
�
drr ��� C�	�	�������!

��� ��	� ����� JQ �� ��� ��� 
 
������� ��� ���	��/��� ���� ���
�����
���
� X�����
�� ����� 
 
������� .���� �� ��	����	��� � =
1�2� % = 1�2! :��	�� ��  ������ ��� ��

� = 22
1 + � � �+ �2

% �
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�� �� 2�� @ = 1� � � � E �����	�
���- �������
����� X�����
��- ���� 
 �!�!
# �
������� �
 D����	����� �� & ������� ������	���! , ��� ���
 ��
�
	������ ��
� �����	�����
� � ���
�� �
� .���� 
��������!

��? )��6������ �������J�

��� ����

8����9� ��,� !��" � � � 
 : *;�� ���� � ����������� ���� ,<+'
-58254 =01759 ��� � � 
 ���	�
�>���� �� <,
9 ��� ������� ��� �� ��;��

F(�) =

⎧⎨
⎩

∑∞
%=1 
%�
(
%) �� � � � 
 ����� ��������∫ ∞

−∞ 
�
(
),
 �� � � � 
 ����� �������

�� ��� ���������� ��� � ����� � �� �
��
��"�� ��#�
����� ���
��� 

, F(�) ���� ��� ���� � ���
���3
0� � ∈ R �����	�- ����

G1 : F(��) = �F(�)

G2 : F(� + �) = � + F(�)�

G3 : | F(�) |≤ F(| � |)�
8��� �� �!�! �1� � � ���! Z����� 
 ����


H4 : F(�1 + � � �+��) = �(�1) + � � �+ �(��)�

1� ��� ������ ��� �	�/� �	/��� � ������� �	�
������ ����� ��� ���
�	���� �
� I5#6! , ����	�
 �	�������� ��	������	�� ������� ���� ������
�� �����	����� ��� ������� 
�������!

F� ��	�
��� ��	� ������� ���	��� 
�	��� �� 
�������� ��� ������
� 
 �����	��!



	
� ���������� ������� � 7


�=� 8��� �� ���	��� �
� 	�7
� ���� ��	��� 
�� # 
 �� ���
 �
�
	�7
�! ;��� 
 �!�! # ���� �� �� ���/� �
 = {1� � � � � 6} 
�� �!�!�
(
%) =
1
6
� E = 1� � � � � 6! , 
������� �
� �!�! # 
������� 2��
	��� 1������	�



�������! " I5#6 �����

F(�) =

6∑
%=1

E
1

6
=

21

6
= 3� 5

C�	��
	���� ��� 
 I5#6  �� ����� ���� �
� �!�! #! 0� 
�� �
� ������
����� :��
 ���� � 0���������
 ����-  �� ����� 
 ���� ��� ���������� ��
��	�� 
 �!�! #- ���� � ����� �	�� ��� ���/� ��� ���	��� �� ��� �����

�
������� ���	������! 2
�!- �� ���	������ ��� ������ �	���� 	�7���
��� ��	��� 
�� ��	���� ��� ���� �	� ��� �� ������- ���� �	���������
�
����� � ����� �	�� �� ����� 
 I5#6!

�@� 8��� 
 �!�! � ∼ B [�� -]-  
�! 
 �������	�
 
�������! , ���

���� �
� �����

F(�) =

∫ �

�



1

- − � =
1

- − � [

2

2
]�� =

� + -

2
�

�+�8��� 
 �!�! # ��� �
������� �
� �
����
� 
������� �� ��	����
�	� �! , ���
 ���� �
� �����

F(�) =

∫ ∞

0


%&−��,
 = −
∫ ∞

0


,(&−��)

= −{[
&−��]∞0 −
∫ ∞

0

&−��,
}

= 0 + [−1

%

∫ ∞

0

,(&−��)]

= −1

%
[&−��]∞0 =

1

%
�

.�� ��� ���������� ��� ���
�
	/����� ���	������ �
� ���
��	��


��� ��	�������!

C�	��
	���� ��� ����� F(�) = 1
�
! 2
�!-  ��� ���� � � �
����0


�� ����� �� ��������A� � � /��������� � �! C����� ��	�� ����
���	����� ���  ������ 
 ���
 ���� 
�� ���� �
������ ��� ���	������ �
�
��	����	� �
�! .�� ��	� �����- �� ���  /���� ��� 
 �!�! # �
�������
�
� �
����
� �� ���
 ���� JTT- ���� 
 �!�!�! �
� ����� �
(
) = 1

200
&−

�

200 !
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�,�8��� 
 �!�! � ∼ C(7� 42)! I����

�(�) =

∫ ∞

−∞



1

4
√

2�
exp

{
−(
− 7)2

242

}
,


I��	�������� �� ������
������� � = �−�
�

��� ��	����� ���
��	���
������

�(�) =

∫ ∞

−∞
(7+ 4�)

1

4
√

2�
exp{−�

2

2
}4,�

= 7

∫ ∞

−∞

1√
2�

exp{−�
2

2
},� + 4

1√
2�

∫ ∞

−∞
� exp{−�

2

2
},�

= 7�

���� �� �	/�� ���
��	��� ����� 
 �������
�� ���� �������
���
� X��
����
��-  
�!- H 
�� ��  ����	� ���
��	��� ����� T 5�����`6!

9������������ ��� 
 X�����
� 
������� ����� ������	�
� ��	� �� �
�
���� �-  
�!- ��	� �
 ���
 ���� �
�!

>7�8��� 
 �!�! # ��� �
������� �
 $%&'()**+ �� �������
�� ������
���� ^! 8�����

F(�) = 0(1 − �) + 1� = �

8��� �/	� 
 �!�! # ��� �
������� �
 2������
� 
������� �� ���
	����	��� � 
�� ^! I����

F(�) =
�∑

�=0


(
�



)��(1 − �)�−� = ��
�−1∑
�=0

(
� − 1



)��(1 − �)�−� = ���

���� �� ��������� ��	����� ����� �� ��	����� ���� ��� ����������� ���
��� 2������
� �� ��	����	��� � − 1 
�� ^!

;� ��	����� ���������� ���� �����������- ���� ��
� 2������
�

������� ������ � �����	�
�� ���	����� $%&'()**+-  
�!- ����� �� ��
������ ��	����� � �!�! $%&'()**+!

0� ���	������ �
 .�����	�
� 
������� �� �������
�� ��������� ^!
, ���
 ���� �
� �����

F(�) =
∞∑
�=1


��−1� = �
∞∑
�=0

(��)′

= �(
∞∑
�=0

��)′ = �(
1

1 − � )
′ = �

1

(1 − �)2
=

1

1 − � =
1

�
�



	
� ���������� ������� � 7�

���� �� (��)′ ������������ �
� �	/�
 ��	����� �� �	�� O! " ��������
��	��/��� 
�� ��	�������� ������ ��
� �	�
�����
 ��	�����
!

>��0� ���	������ �
� �!�! # ��� �
������� �
� 
������� b(+@@('!
, ���
 ���� �
� �����

F(�) =

∞∑
�=0

�&−�%



�!
= %&−�

∞∑
�=1

%
−1

(�− 1)!
= %&−�&� = %�

h� ���	������ �
� ��������
� ������
 b(+@@('- ���� ������

F(�(!)) =

∞∑
�=0

�&−�� (%!)



�!
= %!&−��

∞∑
�=1

(%!)
−1

(�− 1)!
= %!&−��&�� = %!�

C�	��
	���� ��� ��
� �	/�
 ��	�����
 
 ���
 ���� ����� 
 ��	����
�	�� %- ��/ ��
�  ����	
 %!-  
�! ����� ����	�
�
 ��� �	����- ����
���� �����������! 1 �����/��
� ��	��������� ����� �	������ H 
�� J
�
� b(+@@('!

��
 ��������  ������  �� ���� ��	� ������� ��� �
� ��	�����
 ���

 ���
 ����  �� ���	���!

>�� 8��� 
  ��
	��� �!�! # �� �� �� ���/� �
 = {2� 22� 23� � � � }

�� ����	�
�
 �������
���

�
(

) = � (� = 2
) =
1

2

� $ = 1� 2� 3� � � � �

I����

F(�) =
∞∑

=1



� (� = 

) =
∞∑

=1

2

1

2

= 1 + 1 + 1 � � � �

��� ���
����� 
�� �	� 
 I5#6  �� ���	���! C�	��
	���� ��� 
�� �� 	����
��������	
� ���
�  �� ���	����!

>>� 8��� 
 ������� �!�! �� ����	�
�
 ��
���
��� �������
���

�
(
) =
1


2
� 1 ≤ 
 �∞�

, ���
 ���� �
� �����

F(�) =

∫ ∞

1


�
(
),
 =

∫ ∞

1



1


2
,
 = log 
|∞1 = ∞�
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Y	� 
 ���
 ����  �� ���	���- 
��/� 
�� �� 	���� ��������	
� ���
�!

K�/�� ������� ������ ���

.�� �� �	������ ��� 	���� ���� ������� ������
��� ��� ����� ����
	���
�� �� �
������ ��/	
�� ��� ���	� ��
 ���
 ���� ���� �������
������
��� ��� ����� ����	�
�
 ���� ���
�- ���� � = >(�)- ���� ����
��	��� ��
� �	�
������
 ��	��	���!

I�J� �� ���� !��" � � � � = >(�) ?��%��� �� ��;����

F(( ) = F[>(�)] =

⎧⎨
⎩

∑∞
%=1 >(
%)�
(
%) �� � � � 
 ����� ��������∫ ∞

−∞ >(
)�
(
),
 �� � � � 
 ����� �������

�� ��� ���������� ��� � ����� ��� �� �
��
��"�� ��#�
����� ���
��� 

, ��� ���
 ��	���������! I���
�������� ��� �� ��/	
�� ���� �����
����	���
� �	�����- ���� ��� �� ����������� 
 ���
 ���� �
� 9 �	����
�� �	�� ��	����� 
 �!�! �� �����  ��
	��� � �!�!�! �
� �� ����� �������-
�� �����  �� ����� ���� ���� ���� �� ��� ��
� �	�
������
 ��	��	���!
8���- �� ��/	
�� ��� ����	���� �� �	�� ��	������ �
 ���
 ���� �
�
9 �	
�������/���� �
 ������ ��� �!�! � �!�!�! �
� �!�! #! C�����
����	����� ��
�  ����� �������	���� �����	��� �� ��/	
�� ���� ��
D}>~ (j AG% i'N('N+()@ eA>A+@A+N+>'E!
0�  ���� �� ���� ���� ��	� ����� ��� ��  ������/����� �� �������
�
� �������
�
� ��� ���������/�3 8��� ��� 
 �!�! # �
������� �
�
�������	�
 
������� ���  ����
�� lT- Hm 
�� ���� ��� � = &
 ! , ���

���� �
� �!�! 9 ������� �� �� ��	����� ��/	
�� ������������ �����

�� �����

F(( ) = F(&
) =

∫ 1

0

&�,
 = &− 1� ���� �(
) = 1� 0 ≤ 
 ≤ 1�

2����	���
�- ������������ �
� �!�!�! �
� �!�! 9 �
�����/���� �
  ���
 �
���� ��� ���������� ��
� �	�
������
 ��	��	���! C	/�� �	�� ���
	������ �
� �!�!
 ��� �����

	� (�) = � (� ≤ �) = � (&
 ≤ �) = � (� ≤ log �)

= 	
(log �) =

∫ log �

0

1,
 = log ��



	
� ���������� ������� � 7(

�	� 
 �!�!�! �
� �!�! 9 �����

�� (�) =
,	� (�)

,�
=

1

�
� 1 ≤ � ≤ &�

;����- ��� ��� �	���� �
� ���
� ����� ������

F(( ) =

∫ &

1

�
1

�
,� = &− 1�

8����9� ���7� �9 � ���� ����

�[(� − I)'] =

⎧⎨
⎩

∑∞
%=1(
% − I)'�
(
%) �� � � � 
 ����� ��������∫ ∞

−∞(
− I)'�
(
),
 �� � � � 
 ����� �������

��
����� ��/� 3 �6< � /��� �� � ���� 4) J = 1� 2� � � � ��� I ������� 
	9 � �;�� ����

�[(�)'] =

⎧⎨
⎩

∑∞
%=1(
%)

'�
(
%) �� � � � 
 ����� ��������∫ ∞
−∞(
)'�
(
),
 �� � � � 
 ����� �������

��
����� ��/� 3 �6< � /��� � � ���� 7) J = 1� 2� � � �  

8����9� ����� �9 � �;�� ����

�[(� − 7)2] =

⎧⎨
⎩

∑∞
%=1(
% − 7)2�
(
%) �� � � � 
 ����� ��������∫ ∞

−∞(
− 7)2�
(
),
 �� � � � 
 ����� �������

��
����� ����/��6 � � ������� ������ ��� L,@0.�0�85 �6 2A5 .0�'
4�B =0.�0/15 C9 

D����"� ���	�
�>���� �� :2 � K (�) 
	9 � ������ �����#"���� ��>� ��� E�������� ��
����� ��/�
� �/90


��� ��� �����"� ���	�
�>���� �� : <���� ��
 )√
�[(� − 7)2] ≡

√
:2 = :�
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.�� ���	��� �� ������������ �� ��	����� 	���� �	���� �� ���	�� 
��
�� ���
�
	/���� �� ���
������!

)���� ������ �6 .�� ���	��� �� ������������ �� ��	����� 	����
�	���� �� ���	�� 
�� �� ���
�
	/���� �� ���
������!
�6 , ����
� ���
���
 ���  ���� ��� ���	� �
�  �����	�� ��� ���/� �
�
�!�! ��	� ��� �
 ���
 ����! 4��	���� �
 ����
� ���	�����
� 	��� �
�
 �����	�� ����� �
�	������ ���� � ��� ���� �� 5 �	����	��- �
������-

!�!�!6 �� �
� �!�!- ���� 
�� 
 ���
 ����! ;� �����	� (7� 42) ���	������
�� ��� �
�����
�� 	���� ��� ��� ��
	���	��� ��� ���  ����� ��� �
� ���
���	���	� �
� 
�������� ���� ������� ������
���!
�6I���� �	������ ��� 
  �����	� ����� 
  ����	
 	��� ��	� �� �
���� 7-

��/� 
�� ��� 
 ���
 ���� ����� �	/�
 	��� ��	� �
� �	�� T!
 6, ���
 ���� ���	�� �� ���	
��� �� ���������
 ��� 
���	�� ��	��� ��

�
����
�- ��/ 
  �����	� �� ���������
 �
� 	���� � 	������ ��	� ��

���	� ��	���!

��
 �������� �� �����
����� �� �
 2�����	�- 
 ����� ���� ��� ����
����
�� � ���
���3
ZH

K (�� + -) = �2K (�)� �� - ∈ R�

ZJ
K (�) = �(�2) − [�(�)]2�

ZK

K (
�∑

�=1

��) =
�∑

�=1

K (��) �� �1� � � � � �� ����� �����	�
����

;�������� ��� 
 ��������� � ���
�� ���	� �� ���<6�� ��� �������
������
���! :� ��� �	� �����	�
��� �������� �� ����3

0� ���	������  �� ������� ������
���- ���� #- 9 
�� �� �� �������
�� ∈ B
 
�� �� ∈ B� ! 0� ������ 
 ����


� ()
 ∩)� ) = � ()
)� ()� )� ∀�� ∈ B
 
�� �� ∈ B� 
 �

���� �� �!�! #- 9 
�������� �����	�
���!
1� ��� ������ ��� � ������� ZH 
�� ZJ ����� ����
 �������� ��� �	�����

�
�  �����	��!
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�
���/����� ��� ��� ��� ���������� �
�  �����	�� �	
�����������
������� �
 ����
 ���  ������ ��� �
 ZJ!1 ����������� �
� F(�2) ����
 ��
	���� �!�! ��� ���	���� �
�	���� ����
�� �����- ���� ����� 
 2�����
��
�- .�����	�
� 
�� 
 b(+@@('- ����� �	
��� �������
��! 0����������
��� 
��� ���� �� �
� �	
�������
�
 ��� ���� 	��/�3

8����9� ����� !��" � � � 
 ��� ������� ��;����� �����;� ���;� �
�;�� ����

F[�(�−1) � � � (�−J+1)] ≡ �[(�)'] =

∞∑
%='

E(E−1) � � � (E−J+1)�
(E)� J = 1� 2� � � �

��
����� )��������
� K�/� 3 �6< � 

I��	�������� � ���
��� �
� ���
� ����� ��	��
	���� ��� ������ 
 ����


F[�(�−1)] = F(�2−�) = F(�2)−F(�) � F(�2) = F[�(�−1)]+F(�)


 ����� ����������� �
 ����


K (�) = �(�2) − [�(�)]2 = F[�(� − 1)] + F(�) − [�(�)]2�

0��� �
 ����
 �� �	
������������� ��
 �������� ��� �� ��������
����� �
  �����	� ���  ��
	��/� ������� ������
�/� ��� � 
 ������
���������!

>?� 8��� 
 �!�! # ��� �
������� �
 $%&'()**+ �� �������
�� ������
���� ^! 8�����

F(�2) = 0(1 − �) + 12� = �� K (�) = �− �2 = �(1 − �) = ���

8��� �/	� 
 �!�! # ��� �
������� �
 2������
� 
������� �� ���
	����	��� � 
�� ^! I����

�[�(� − 1)] =
�∑

�=1


(
− 1)(
�



)��(1 − �)�−�

= �(� − 1)�2
�−2∑
�=0

(
� − 2



)��(1 − �)�−�

= �(� − 1)�2�
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���� �� ��������� ��	����� ����� �� ��	����� ���� ��� ����������� ����
2������
�� �� ��	����	��� ��J 
�� ^- �	� ������� �� H! .�� �
  �����	�
������

K (�) = �(� − 1)�2 + ��− (��)2 = ��− ��2 = ��(1 − �) = ����

;� ��� 
 K (�) = ��� ����� �����������- ���� 
 2������
� ���	��
�� ���	
��� �� ��	����� � �����	����� �!�! $%&'()**+!

0� ���	������ �
 .�����	�
� 
������� �� �������
�� ��������� ^!
, ���
 ���� �
� ����� �(�) = 1

(
! .�� �
� ��	������
� 	��� J�� ���


������

F[�(� − 1)] =
∞∑
�=2


(
− 1)��−1� = ��
∞∑
�=0

(��)′′

= ��(
∞∑
�=0

��)′′ = ��(
1

1 − � )
′′ = ��

2(1 − �)
(1 − �)4

= ��
2

�2
=

2�

�2
�

���� �� (��)′ ������������ �
  ����	
 ��	����� �� �	�� O 
�� 
 �����
���� ��	��/��� 
�� ��	�������� ����	������ ��
� ��	���� ��	�����
!
Y	� ��� �
  �����	� ������

K (�) =
2�

�2
+

1

�
− 1

�2
=
�

�2
�

>:�0� ���	������ �
� �!�! # ��� �
������� �
� 
������� b(+@@('!
, ���
 ���� �
� ����� F(�) = "! .�� �
  ����	
 ��	������
� 	��� ������

F[�(� − 1)] =
∞∑
�=1

�(�− 1)&−�%



�!
= %2&−�

∞∑
�=2

%
−2

(�− 2)!
= %2&−�&� = %2�

Y	�
K (�) = %2 + %− (%)2 = %�

h� ���	������ �
� ��������
� ������
 b(+@@('- ���� ������

K (�(!)) = %!�
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��
 �������� �� ������������ �
  �����	� �����/� ������� �����
��
�/�! ��
� ��	�����
 ���� �� ���	������� ��� ���� �
�  �����	��

K (�) = �(�2) − [�(�)]2�


�� ��� ��� ���������� �
� F(�2) ��� ����

F(�2) =

∫ ∞

−∞

2�
(
),
�

>=� 8��� 
 �!�! � ∼ B [�� -]-  
�! 
 �������	�
 
�������! , ���

���� �
� ����� �(�) = �+�

2
! .�� �
 	���  ����	�� ���
� ��	� �
� �	�� 1

������

F(�2) =

∫ �

�


2 1

- − �,
 =
1

- − � [

3

3
]�� =

-2 − �- + �2

3
�


��

K (�) =
-2 − �- + �2

3
− (
�+ -

2
)2 =

(- − �)2

12
�

>@� 8��� 
 �!�! # ��� �
������� �
� �
����
� 
������� �� ��	��
���	� %! , ���
 ���� �
� ����� F(�) = 1

�
! I��	��������  �� ��	�� �
�

���
��	��
 
��� ��	������� ������

F(�2) =

∫ ∞

0


2%&−��,
 =
2

%2
�


�� ��������

K (�) =
2

%2
− (

1

%
)2 =

1

%2
�

>+�.�� �� ������������ �
  �����	� �
� �!�! � ∼ 8(7� 42) ���	�
������� ��� �	���� �
�  �����	��- ����� ���  ���
������ ���� �	�����!
8�����

K (�) =

∫ ∞

−∞
(
− 7)2 1

4
√

2�
exp

{
−(
− 7)2

242

}
,
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I��	�������� �� ������
������� � = �−�
�

��� ��	����� ���
��	���
������

�(�) =
42

√
2�

∫ ∞

−∞
�2 exp{−�

2

2
},�

= − 42

√
2�

∫ ∞

−∞
�, exp{−�

2

2
}

= [− 42

√
2�
� exp{−�

2

2
}]∞−∞ +

42

√
2�

∫ ∞

−∞
exp{−�

2

2
},�

= 0 +
42

√
2�

2
√

2

∫ ∞

0

&−)2

,L =
42

√
�

√
�

2

= 42�

Y	� 
 ��	����	�� :2 �
� X�����
�� ����� 
  �����	� �
�! ��
 �	��
��
� ��	�����
 �
� �!�!�! X�����
�� ������� ����	� 
 �
����� ���
�����	��� (9� :2)!

;�
�����

�� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = 3

2

2�−1 � 
 � 1! z� ������������3 H6 , ��	�����
�

����	�
�
 
�������� 
�� ��
 �������� 
 �������
�� � (� � 1�2|�  
−1�2)! J6 
 ���
 ���� I5#6
�� 
  �����	� d5q6! K6 4��	����� HT ����
��	�
��� ��	��
	����� ��� �
� ��	����� 
������� 
�� ���� \ � �	�����
��� ��	��
	����� �� ���� ��������	
 ��� HWJ! C��� ����� 
 �������
��
� (� ≤ 2)` C��� ����� 
 I5\6 
�� 
 d5�6`

�� 8��� 
 ������ ������
�� # ��� �
������� �
� z5c- JQ6! z�
������������ �� �������
��� � (4 � � � 14)� � (� � 19|�  9)! 8���
9 
 ������ ������
�� ��� ��	��	���� ��� �	���� ��� �����	����� ����
	������ ��� ����������� ��� ���� �� 
����	���� ��� �	/�
 ��	� ���
��	���	
�
 ��������	
 ��� c ��� �
� 
������� �
� #! C��� 
�������
�
������� 
 �!�! 9` z� ������������ �� �������
��� � (�  2)� � (�  
4|�  2)- 
��/� 
�� �� ��	����	�� I596- d596!

>� 8��� 
  ��
	��� ������ ������
�� # ��� ���	��� ��� ����� K- R- S-
g- HT �� ����������� �������
��� HWHJ- HWR- HWP- HWP- ` ! z� ������������
�� �
������3 H6 b5#UHT6! J6 
 ��	�����
� ����	�
�
 
�������� �
�
	
(
)� ∀ 
 ∈ � ! K6 , �������
�� � (� ≤ 0|� ≥ 4)- 
��/� 
�� ��
��	����	�� I5#6 d5q6!



	
� ���������� ������� � 8


?� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = I
4�−1 � 
 � 1 ! z� ������������ �6
 �����	�
N ��� �� ����� 
 �(
) �!�!�! ! �6 , ��	�����
� ����	�
�
 
��������
	 (
)�−∞ � 
 � ∞! �6 
 ���
 ���� I5#6 
�� 
  �����	� d5q6!  6
8��� 
 ������ ������
�� ( = 2

5
� + 1! z� �	�� ��	����� 
 ����	�
�


��
���
��� �������
��� �
�- 
��/� 
�� �� ��	����	�� I596- d596!

:� 8��� 
 ������ ������
�� # ��� �
������� �
� X�����
� 
����
���� �� 7 = 0 
��42 = 4 ! z� �	�� ��	����� 
 ����	�
�
 �������
���
�
� ������� ������
��� 9 ��� ���	��� ��� ����� �� = {−1� 0� 1}- �� �����
������ 
 ������ ������
�� # ���	��� ��� ����� {−∞ � � � −2� −2 ≤
� � 2� 2 ≤ � �∞}! z� ������������ �� ��	����	�� I596 
�� d596!

=� 1 �	���� ����- ���� #- ���� 
��
�	���
�� �
��������� �
��
������ �
� �
����
� 
������� �� ���� �	��� ���� JTTT /	��! �6 2�
�
������ �
�������� �
�������� ������ 
�� ���������� �� �	�� �� �	���
���� ����! C��� ����� 
 �������
�� �� �	���� ����������� ��� �� �	���
���� ��������	� ��� JTTT /	��` 0� 
 ����	��� ��� �� ��	���� ��������
��  /��� 
����� ����
�
- ���� �	��� ����
�
�- ���� ;- �	���� ��  /���
���� /��� �� �������
�� T-cg �� �
 �����	������� �
��������`

@� 8��� 
 ������ ������
�� # ��� �
������� �
� X�����
� 
����
���� 8(7� 42) 0� � (� � 80) = 1�2 
�� � (� � 70) = 1�4 �� ��������
����� �� ��	����	�� �
� 
�������� 7� 42 
�� �� ����������� 
 �������
��
� (� � 80|�  70)!

+� 8��� ��� �� ����
��� �
� ������ 4���
/� I����
�/� ����� �7��
5�� �
������6 ��� �
������� �
� X�����
� 
������� �� 7 = 172M�N42 =
16! .������ �� �
������ ���	���3 I��������� ������ ���� ����
��� 
��
�� ���� �7�� ��������	� ��� HSP ���� �� ���	��� ���������- �� ��� �����
������� ��� ���� �	���� 
������ �� �7�� ��������	� ��� HSP! C��� �����

 �������
�� �� �����
���� HT ���	�����` C���� ����� � ����� �	�����
���	������ ��� ����������� ��� �� ��	�������� �� ���	���`

,� ;� ������- ���� #- ��� 
���� ���� ���	
��� �
������� �
�
�������	�
 
������� ���  ����
�� B(0� 001� 0� 002)! 2� ������ ��� ���
������ �� ��� ������ ���	
�
 ����� ��������	� ��� T-TTHQ ���� ����� 

�������
�� �� ������ �� ����� ��
	���	� ��� T-TTHg` ��  �
� �������
���	����� ���� ����� 
 �������
�� �� �	���� ����������� ��� �� ������
��������	� ��� T-TTHQ`

�7� 8��� ��� � �	���� ���� q �� /	�� ���� ������� ����� ������
������
�� �� ����	�
�
 ��
���
��� �������
��� �(
) = 100

�2 � 
  100 !
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9���������� ��� �� ������� ������	���� �����	�
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 ��� �
� ���
� ����
����� 
 �������
�� ��� Q ������� ��� �	������ �� ������	���� ������
�	��� �� �	������� �� ����
���������� J 
��� �
  ��	
��� ��� �	/���
HQT �	/� ������	����` C���� � ������������ �	����� �����/� ��� �����

���������� 
��� ��� �	/��� HQT /	��`

��� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = I
(2 − 
)� 0 � 
 � 2 ! z� ����������� 
 �����	� N!
z� �	�� ��	����� 
 ��	�����
� ����	�
�
 
�������� 	 (
)� 
 ∈ �! z�
����������� 
 I5#6 
�� 
 d5q6!

��� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = I(4
− 2
2)� 0 � 
 � 2 ! z� ����������� 
 �����	�
N! z� �	�� ��	����� 
 ��	�����
� ����	�
�
 
�������� 	 (
)� 
 ∈ �

�� 
 �������
�� � (�  1|� ≥ 1�3) ! z� ����������� 
 I5#6 
�� 

d5q6!

�>� , �����
�� ���� ��	��� �� ��� ���������� ��	�� ����� ������
������
�� �� ����	�
�
 ��
���
��� �������
���

�(
) = ?
2&−��2

� 
 ≥ 0�

���� � = *
2
+


�� �� p- F- = �
 �����	� $(*Ax=>''- �
� ������
 ��	���

	���� 
�� �
 ���� ��� ��	��� ����������! z� �	�� ��	����� 
 �����	�
> ����	����� ��� B!

�?� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ��	�����
� ����	�
�


��������

	 (
) = 0� ∀ 
 � 0� 	 (
) =
1

2

� 0 ≤ 
 ≤ 2� 	 (
) = 1� ∀ 
  2


�� ���� 
 ������ ������
�� � = �2! z� ������������ �� �
������3
�6 � (1�2 ≤ � ≤ 3�2)- �6 � (1 ≤ � � 2)- �6 � (� ≤ �)  6
� (� ≤ 2� )- �6 � (� + � ≤ 3�4)- �6 , ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �
� ������� ������
��� � =

√
�!

�:� 8��� 
 ������ ������
�� # ��� �
������� �
� 
������� b(+@@('
�� 42 = 3! z� ����������� 
 �������
�� � (� ≤ 2)!

�=� 8��� 
 ������ ������
�� # ��� �
������� �
� 
������� b(+@�
@('! 0� ������ 
 ����
 3� (� = 1) = � (� = 2)- �� ����������� 

�������
�� � (� = 5)!



	
� ���������� ������� � 8�

�@� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = 1 − |
 − 1|� 0 ≤ 
 ≤ 2! z� �	�� ��	����� 

��	�����
� ����	�
�
 
�������� 	 (
)� ∀
 ∈ � 
�� ��
 �������� ��
����������� 
 �������
�� � (� ≤ 3�2|�  1�2)!

�+� .�� ��� ��	�
��� ��	���/���� ����	������ �� �	�� ��	����� 

�����	� N ���� /��� �� ����� ����	������ ��
������� �����������3
�6 �(
) = 
3�4� 0 � 
 � I �6 (3�16)
2� −I � 
 � I �6 4
,� 0 �

 � 1! .�� ��� ��	����� ��	���/���� �� ������������ �� ��	����	��
I5#6 
�� d5q6!

�,� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = (3�2)
2� −1 � 
 � 1! z�  ������ ��� 
 ������
������
�� � = (�3 + 1)�2 �
������� �
� �������	�
 
������� i5T-H6!

�7� 8��� 
 ������� ������ ������
�� # �� ����	�
�
 ��
���
���
�������
��� �(
) = O�
3� 1 � 
 � ∞! z� �	�� ��	����� 
 �����	� O!
z� ����������� 
 I5#6 
�� ��  ������ ��� 
 d5q6  �� ���	���!

��� 1 �	���� ����- ���� #- ���� 
��
�	���
�� ������� ��� ���
	������ ��� ���
�
	����
  �� �
���� ����� ������ ������
�� �� �!�!�!
�(
) = �2
&−��� 
 ≥ 0! z�  ������ ���
�(�) = 2

�

�� � (� ≥ �) = (1 + ��)&−��� � ≥ 0!

8��� �
����
�� �	������� ���� ��	����� ������ �
�  �� �
����� ���
	������ ��� ����������� ���
�
 ��� ����� �	���� ���� �� �(�) =
2
�
� - � �! I��� � 
 ������ 
������� � ��	������  ������ �� ��� �	�

��� 
 �������
�� � (� ≥ �) ��������� 
��� ��� ������� '! z�  ������
��� 
 �����

 ��� ��	������ �
�	������ ��� �
 ����


- � �− 1

�
ln(1 + ')�

��� 8��� 
  ��
	��� ������ ������
�� �� ����	�
�
 �������
���
�(
) = (1

2
)�� 
 = 1� 2� � � � 
�� ���� 
 �!�! 9 ��� �	������ �� ����3

� = 1- �� # �	���� 
�� ( = −1 �� # ��	�����! z� �	�� ��	����� 

����	�
�
 �������
��� �
� �!�! 9- 
��/� 
�� �� ��	����	�� I596 
��
d5{6!

�>� u���� ������ ��� 
 ������ �	�������
 5���	
���
 �� 
�����
�
��� ���� ��6 ���� ��	����� ����� ������ ������
�� ��� �
������� �
�
X�����
� 
������� �� 7 = 45 
�� 42 = 9! C��� ����� 
 �������
��
��
��/���� ��� ���� �� ���� �� ��	�������� P ��
 ��� ���� ������ ���
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�	���� �� �	�������
 ������	
 ��� Kc` C���� ����� � ������������ �	���
��� ��/� ��� �� ���������� �� ���
�
	����� �� �������` C��� ����� 

�������
��  � ������ ��� ������ J ��
 �� �	�������
 ��������	
 ���
Kc �� ������ ���� K ��
 ��
 �������� �� �� � �� ��������� 5�� �������6`
C���� ��������� 
����� ��� �� ���	������ ���
�
	����
 
�������`

�?� 1 �	���� ����
���� ��� �
����� 5�� /	��6 �
������� �
� �
���
��
� 
������� �� ��	����	� % = 1�3! �6 C��� ����� 
 �������
�� ��� ���
����
��� �� �����
��� �	���� ��	������	�� ��� K /	��` �6 C��� ����� 

�������
��  � ������ ��� ��� ����
��� ����  ��	
���� ��	������	� ��� R
/	�� ��  ��	
���� ����������� g /	��` 4��	/���� HT ������� ����
����
�����	�
��� 
 ��� �
� ���
� ���� ����� 
 �������
�� �� ����������� ���
�� �����
��� �	���� ��������	�� ��� K /	��`



ÊåöÜëáéï 3ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò3.1 ÅéóáãùãéêÝò ¸ííïéåòÓ�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï áó÷ïëçèÞêáìå ìå ìßá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ. ÓåðïëëÝò åöáñìïãÝò åßíáé óçìáí�éêü íá åîå�Üæïí�áé äýï Þ ðåñéóóü�åñåò �õ÷áßåòìå�áâëç�Ýò áðü êïéíïý. Áò èåùñÞóïõìå �éò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò × êáé Õ. Ôïåíäå÷üìåíï {X ≤ x; Y ≤ y} åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï åíäå÷üìåíï {X ≤ x}∩{Y ≤y}, äçë. åêöñÜæåé �çí ðñáãìá�ïðïßçóç êáé �ùí äýï åíäå÷ïìÝíùí. �éá íá õðï-ëïãßóïõìå �Ý�ïéïõ åßäïõò ðéèáíü�ç�åò åßíáé áíáãêáßï íá ðñïóäéïñéóèåß ç áðüêïéíïý óõìðåñéöïñÜ �ùí äýï �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí êáé áõ�ü áðï�åëåß �ï áí�éêåß-ìåíï ìåëÝ�çò áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ. Ç ãíþóç áõ�Þ ìáò åðé�ñÝðåé íá ðñïóäéïñß-æïõìå íÝåò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò, üðùò ð.÷. Æ=×+Õ, Æ=×-Õ, Æ=×Õ, Æ=×/Õ,Æ = max{X;Y }; Z = min{X;Y }, êáèþò êáé ðïëõðëïêü�åñùí ìïñöþí ðïõÝ÷ïõí åíäéáöÝñïí óå óõãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò. Ç ãåíßêåõóç ãéá ðåñéóóü�åñåò�ùí äýï �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò åßíáé Üìåóç. ÓõíÞèùò, áíáöåñüìáó�å óå ìßá äé-äéÜó�á�ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ, Ýó�ù Æ = (×;Õ )′, ç ó�éò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò ×,Õ. Ç áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ äßíå�áé áðü �ïíáêüëïõèï ïñéóìü.Ïñéóìüò 3.1. Ç óõíÜñ�çóçF (x; y) = P (X ≤ x; Y ≤ y); −∞ < x < ∞; −∞ < y < ∞êáëåß�áé áðü êïéíïý áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò �çò äéäéÜó�á�çò�õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò (×;Õ )′ Þ �ùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí ×,Õ.Ç áðü êïéíïý á.ó.ê. Ý÷åé �éò åîÞò éäéü�ç�åò:



96 ÊåöÜëáéï 3É1: Åßíáé 0 ≤ F (x; y) ≤ 1; −∞ < x < ∞; −∞ < y < ∞.É2:Ç F (x; y) åßíáé áýîïõóá ùò ðñïò êÜèå ìßá áðü �éò ìå�áâëç�Ýò x; y.É3:
limx→−∞

(F (x; y) = limy→−∞
F (x; y) = 0; limx;y→∞

F (x; y) = 1:I4: Ç F (x; y) åßíáé áðü äåîéÜ óõíå÷Þò êáé áí ïé ×, Õ åßíáé óõíå÷åßò, �ü�å çF (x; y) åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç.É5: Éó÷ýåé ç ó÷ÝóçP (� < X ≤ �; 
 < Y ≤ Æ) = F (�; Æ) − F (�; Æ) − F (�; 
) + F (�; 
):�áñá�çñïýìå ü�é áí y → ∞, �ü�å �ï åíäå÷üìåíï {× ≤ x; Y ≤ y} �åßíåéó�ï {× ≤ x;Õ < ∞} = {× ≤ x}. ¢ñá Ý÷ïõìå �éò åîÞò ó÷Ýóåéò
limy→∞

F (x; y) = FX(x) êáé limx→∞
F (x; y) = FY (y):Ïé äýï �åëåõ�áßåò ó÷Ýóåéò êáëïýí�áé ðåñéèþñéåò áèñïéó�éêÝò óõíáñ�Þ-óåéò êá�áíïìþí �ùí × êáé Õ ü�áí åßíáé ãíùó�Þ ç áðü êïéíïý á.ó.ê. �ïõòF (x; y).3.2 Äéáêñé�Ýò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�ÝòÏñéóìüò 3.2. Ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) êáëåß�áé äéáêñé�Þ áí ìå ðéèáíü�ç�á1 ðáßñíåé ðåðåñáóìÝíï Þ �ï ðïëý áñéèìÞóéìï ðëÞèïò �éìþí.Ïñéóìüò 3.3. Ç óõíÜñ�çóçf(xr; ys) = P (X = xr; Y = ys); r; s = 0; 1; 2; : : :êáëåß�áé áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çò (×,Õ).Ç óõíÜñ�çóç f(xr; ys) Ý÷åé �éò åîÞò éäéü�ç�åòf(xr; ys) ≥ 0; ∀ xr; ysêáé ∞

∑r=0

∞
∑s=0

f(xr; ys) = 1:



3.2 Äéáêñé�Ýò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò 97Èåþñçìá 3.1. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð. f(xr; ys); x0 <x1 < : : : < xr < xr+1 < : : : ; y0 < y1 < : : : < ys < ys+1 : : : êáé áðü êïéíïýá.ó.ê. F (x; y). Éó÷ýïõí ïé ó÷ÝóåéòF (x; y) =







0 ∀ x < x0;−∞ < y < ∞êáé ∀ y < y0;−∞ < x < ∞
∑ir=0

∑js=0 f(xr; ys); xi ≤ x < xi+1; yj ≤ y < yj+1; i; j = 0; 1; : : :êáéf(xr; ys) = F (xr; ys)−F (xr−1; ys)−F (xr; ys−1)+F (xr−1; ys−1)r; s = 0; 1; 2; : : :Ç áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �ïõò ïñéóìïýò 3.1 êáé3.3.Ïñéóìüò 3.4. Ç óõíÜñ�çóçfX(xr) =
∞

∑s=0

f(xr; ys)êáëåß�áé ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. ×.Áí�ßó�ïé÷á ç óõíÜñ�çóçfY (ys) =
∞

∑r=0

f(xr; ys)êáëåß�áé ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. Õ.�áñá�çñïýìå ü�é ðñÜãìá�é ïé óõíáñ�Þóåéò fX(xr); fY (ys) åßíáé óõíáñ�Þóåéòðéèáíï�Þ�ùí, áöïý åßíáé ìç áñíç�éêÝò ∀ xr; ys; r; s = 0; 1; : : : êáé
∞

∑r=0

fX(xr) = 1; ∞
∑s=0

fY (ys) = 1:�áñáäåßãìá�á1. ¸íá ðñüãñáììá åê�åëåß�áé áðü óõãêåêñéìÝíï çëåê�ñïíéêü êÝí�ñï óåäýï öÜóåéò. Ïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò �ùí 2 öÜóåùí åßíáé �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò, Ýó�ù×, Õ êáé ðáßñíïõí äéáêñé�Ýò �éìÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò ðïõäßíå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá:



98 ÊåöÜëáéï 3�ßíáêáò ÉX\Y 1 2 3 4 f(xr)1 1/4 1/16 1/16 1/8 1/22 1/16 1/8 1/4 1/16 1/2f(ys) 5/16 3/16 5/16 3/16 1ÊÜèå åíäå÷üìåíï [X = x; Y = y] ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ùò Ýíá óçìåßï ó�ïóýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí (x; y) ìå ðéèáíü�ç�á P (X = x; Y = y) ðïõ åßíáéìßá ó�Þëç êÜèå�ç ó�ï åðßðåäï (x; y) ðÜíù áðü �ï óõãêåêñéìÝíï óçìåßï. Ó�ïó÷Þìá 3.1 ãßíå�áé ìéá ðñïóðÜèåéá áðåéêüíéóçò �ùí áðü êïéíïý ðéèáíï�Þ�ùí.Áò õðïëïãßóïõìå �çí áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò ãéá x = 1 êáé y = 3.ÅßíáéF (1; 3) = P (X ≤ 1; Y ≤ 3)

= P (X = 1; Y = 1) + P (X = 1; Y = 2) + P (X = 1; Y = 3) =
3

8
:¸ó�ù ü�é ç ðñþ�ç öÜóç ÷ñåéÜó�çêå 2 ÷ñïíéêÝò ìïíÜäåò. Ìå äåäïìÝíï áõ�ü�ï ó�ïé÷åßï ðïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á ó�ç äåý�åñç öÜóç íá áðáé�çèïýí 4 ÷ñïíéêÝòìïíÜäåò; Æç�Üìå, äçë., �çí ðéèáíü�ç�á P (Y = 4|X = 2). Áðü �ïí ïñéóìü �çòäåóìåõìÝíçò ðéèáíü�ç�áò Ý÷ïõìåP (Y = 4|X = 2) =

P (X = 2; Y = 4)P (X = 2)
=

1=16

1=2 =
1

8
:2. ¸ó�ù ü�é �ï 15% �ùí ïéêïãåíåéþí ìéáò ðüëçò äåí Ý÷ïõí ðáéäéÜ, �ï20% Ý÷åé Ýíá ðáéäß, �ï 35% Ý÷åé 2 ðáéäéÜ êáé �ï 30% Ý÷åé 3 ðáéäéÜ. ¸ó�ù ü�éóå êÜèå ïéêïãÝíåéá �ï åíäå÷üìåíï Ýíá ðáéäß íá åßíáé áãüñé åßíáé éóïðßèáíï ìå�ï åíäå÷üìåíï íá åßíáé êïñß�óé. Áò ïñßóïõìå �çí �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ × ùò �ïíáñéèìü �ùí áãïñéþí êáé Õ ùò �ïí áñéèìü �ùí êïñé�óéþí ó�éò ïéêïãÝíåéåò �çòóõãêåêñéìÝíçò ðüëçò. Ôü�å ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �ùí �õ÷áßùíìå�áâëç�þí ×;Õ äßíå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá:�ßíáêáò ÉÉX\Y 0 1 2 3 f(xr)0 0,15 0,10 0,0875 0.0375 0,3751 0,10 0,175 0,1125 0 0,38752 0,0875 0,1125 0 0 0,203 0,0375 0 0 0 0,0375f(ys) 0,375 0,3875 0,20 0,0375 1



3.2 Äéáêñé�Ýò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò 99�éá ðáñÜäåéãìá, ç ðéèáíü�ç�á P (X = 0; Y = 0)= P(êáíÝíá ðáéäß)= 0,15,P (X = 0; Y = 1)= P(Ýíá êïñß�óé êáé ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé 1 ðáéäß)= 0; 20 × 1=2,P (X = 0; Y = 2)=P(2 êïñß�óéá êáé ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé 2 ðáéäéÜ)= 0; 35×(1=2)2,P (X = 0; Y = 3)=P(3 êïñß�óéá êáé ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé 3 ðáéäéÜ)=0; 30× (1=2)3,ê.ë.ð. P (X = 1; Y = 2)=P(ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé 3 ðáéäéÜ áðü �á ïðïßá �ï Ýíá åßíáéáãüñé êáé �á 2 åßíáé êïñß�óéá)= 0; 30 × (
3
1

)(1=2)(1=2)2 = 0; 1125. Äçë., çêÜèå áðü êïéíïý ðéèáíü�ç�á åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ïõ áñéèìïý �ùí ðáéäéþí åðß ìßáðéèáíü�ç�á ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò í=�ïíáñéèìü �ùí ðáéäéþí êáé p=1/2.�áñá�çñïýìå ü�é áí ðñïóèÝóïõìå üëåò �éò ðéèáíü�ç�åò �çò ðñþ�çò ãñáììÞò,�ü�å ðáßñíïõìå �çí P (X = 0). ÁíÜëïãá Ý÷ïõìå �éò õðüëïéðåò ðéèáíü�ç�åò �çò�.ì. × ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�çí �åëåõ�áßá ó�Þëç, äçë. ó�ï ðåñéèþñéï. Áðü áõ�Þ�çí åìöÜíéóç �ùí ðéèáíï�Þ�ùí ðñïêýð�åé êáé ï üñïò ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóçðéèáíü�ç�áò. Ôï ßäéï óõìâáßíåé ãéá �çí ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóç �çò �.ì. Õ , çïðïßá åìöáíßæå�áé ó�çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá. ¸�óé, ãéá ðáñÜäåéãìáðñïóèÝ�ïí�áò �çí äåý�åñç ó�Þëç �ùí ðéèáíï�Þ�ùí Ý÷ïõìå �çí P (Y = 1) =
0; 3875.Ó�ï ßäéï ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí áðü êïéíïýáèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò F (1; 2). Áðü �ïí ðßíáêá Ý÷ïõìåF (1; 2) = P (X ≤ 1; Y ≤ 2)

= P (X = 0; Y = 0) + P (X = 0; Y = 1) + P (X = 0; Y = 2)

+ P (X = 1; Y = 0) + P (X = 1; Y = 1) + P (X = 1; Y = 2)

= 0; 15 + 0; 0; 10 + 0; 0875 + 0; 10 + 0; 175 + 0; 1125 = 0; 725:3.¸ó�ù ç äéáêñé�Þ äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð. ðïõ äßíå�áéáðü �ïí ðßíáêá �ßíáêáò ÉIÉÕ\× 6 8 10 f(ys)1 0,2 0 0,2 0,42 0 0,2 0 0,23 0,2 0 0,2 0,4f(xr) 0,4 0,2 0,4 1�áñá�çñïýìå ü�é ç �.ì. × Ý÷åé ðåäßï �éìþí RX = {6; 7; 8} ìå áí�ßó�ïé÷åòðéèáíü�ç�åò P (X = 6) = 0; 4; P (X = 8) = 0; 2; P (X = 10) = 0; 4, �ï Üèñïéóìá�ùí ïðïßùí åßíáé 1. Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá �çí �.ì. Õ ðïõ Ý÷åé ðåäßï �éìþí RY =
{1; 2; 3}.Áí Ý÷ïõìå �çí áðü êïéíïý ó.ð., �ü�å ìðïñïýìå íá âñïýìå �çí êá�áíïìÞ



100 ÊåöÜëáéï 3�ùí åðéìÝñïõò �.ì. êáé ðñïöáíþò íá õðïëïãßóïõìå �éò âáóéêÝò ðáñáìÝ�ñïõò�ïõò, üðùò åßíáé ç ìÝóç �éìÞ êáé ç äéáóðïñÜ. �éá ðáñÜäåéãìá, Ý÷ïõìå ãéá �çí�.ì. × �á åîÞ:E(X) = 6P (X = 6) + 8P (X = 8) + 10P (X = 10)

= 6 × 0; 4 + 8 × 0; 2 + 10 × 0; 4 = 8E(X2) = 62P (X = 6) + 82P (X = 8) + 102P (X = 10)

= 62 × 0; 4 + 82 × 0; 2 + 102 × 0; 4 = 67; 2V (X) = E(X2) − (E(X))2 = 67; 2 − 64 = 3; 2; êáé � = 1; 788¼ðùò åßíáé öáíåñü ç �õðéêÞ áðüêëéóç ó = 1; 788 åßíáé ìßá áíáìåíüìåíç�éìÞ. Õðåíèõìßæïõìå ü�é ç �õðéêÞ áðüêëéóç åßíáé Ýíá ìÝ�ñï ðïõ ìáò äåß÷íåéðüóï äéáóêïñðéóìÝíåò åßíáé ïé �éìÝò �çò �.ì. áðü �ç ìÝóç �çò �éìÞ, ó�çí ðñï-êåéìÝíç ðåñßð�ùóç �ï 8. Ï áíáãíþó�çò ìðïñåß íá õðïëïãßóåé �éò áí�ßó�ïé÷åòðáñáìÝ�ñïõò ãéá �çí �.ì. Õ.Aò èåùñÞóïõìå �ï åîÞò ðñüâëçìá ó�ï ðáñÜäåéãìá ìáò:�ïéÜ åßíáé ç ðéèá-íü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ {× = 10} äåäïìÝíïõ ü�é Ý÷åé óõìâåß �ï åíäå÷üìåíï
{Õ = 3}; Áðü �ïí ïñéóìü �çò äåóìåõìÝíçò ðéèáíü�ç�áò Ý÷ïõìåP (X = 10 | Y = 3) =

P ((X = 10; Y = 3))P (Y = 3)
=

0; 2
0; 4 = 0; 5¼ìïéá Ý÷ïõìåP (X = 6 | Y = 3) =

0; 2
0; 4 = 0; 5 êáé P (X = 8 | Y = 3) =

0

0; 4 = 0:�áñá�çñïýìå ü�é
∑x P (X = x | Y = 3) = 1ðïõ óçìáßíåé ü�é ç óõíÜñ�çóç P (X = x | Y = 3); x = 6; 8; 10 åßíáé óõíÜñ�çóçðéèáíü�ç�áò.Ôï ßäéï óõìâáßíåé áí äåóìåýóïõìå ùò ðñïò Õ = 1 Þ Õ = 2 êáéáí�ßó�ïé÷á ùò ðñïò ×, ð.÷. ç óõíÜñ�çóç P (Õ = y | X = 6); y = 1; 2; 3; åßíáéó.ð., ê.ë.ð. �åíéêÜ, äßíïõìå �ïí åîÞò ïñéóìü ãéá �Ý�ïéïõ åßäïõò óõíáñ�Þóåéò:Ïñéóìüò 3.5. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð. f(xr; ys);r; s = 0; 1; 2; : : : êáé ðåñéèþñéåò ó.ð. fX(xr); fY (ys). Ç óõíÜñ�çóçfX|Y (xr | ys) =
f(xr; ys)fY (ys) ; r = 0; 1; : : : ; ìå fY (ys) > 0



3.2 Äéáêñé�Ýò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò 101êáëåß�áé ç äåóìåõìÝíç óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò�.ì. Õ. ¼ìïéá ïñßæå�áé ç äåóìåõìÝíç óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. ÕäåäïìÝíçò �çò �.ì. ×.Ïñéóìüò 3.6. Éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò �ïõ ïñéóìïý 3.5.Ç óõíÜñ�çóçFX|Y (X ≤ x | ys) = P (X ≤ x | ys)êáëåß�áé äåóìåõìÝíç áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. × äåäï-ìÝíçò �çò �.ì. Õ.Óõíå÷ßæïí�áò �ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, áò õðïëïãßóïõìå �çí äåóìåõ-ìÝíç áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò �.ì. × äåäïìÝíïõ ü�é Õ=3. ÅßíáéFX|Y (x | Õ = 3) =







0 ∀ x < 6
0; 5 ∀ x < 10
1 ∀ x ≥ 10Óõìâïëßæïõìå ìå × | Õ �çí äåóìåõìÝíç �.ì. × äåäïìÝíçò �çò Õ. �éá �çìÝóç �éìÞ êáé äéáóðïñÜ ìéáò �Ý�ïéáò �.ì. Ý÷ïõìå �ïí åðüìåíï ïñéóìü:Ïñéóìüò 3.7. á) Ç Å(× | Õ ) ïñßæå�áé áðü �ç ó÷ÝóçÅ(× | Õ ) =

∞
∑r=0

xrP (X = xr | Y = ys); s = 0; 1; : : :êáé êáëåß�áé äåóìåõìÝíç ìÝóç �éìÞ �çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ.â) Ç V (X | Y ) ïñßæå�áé áðü �ç ó÷ÝóçV (X | Y ) = E(X2 | Y ) − [E(X | Y )]2êáé êáëåß�áé äåóìåõìÝíç äéáóðïñÜ �çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ. Ç èå-�éêÞ �å�ñáãùíéêÞ ñßæá �çò V (X | Y ) êáëåß�áé äåóìåõìÝíç �õðéêÞ áðüêëéóç�çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ êáé óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå �× |Õ .3.Ó�ï ðáñÜäåéãìá 2 ãéá �ç Å(× | Õ ) êáé V (X | Y ) Ý÷ïõìåÅ(× | Õ = 3) =
∑x xfX|Y (x | Y = 3) =

∑x xf(x; 3)fY (3)

= 6P (X = 6 | Y = 3) + 8P (X = 8 | Y = 3) + 10P (X = 10 | Y = 3)

= 6 × 0; 5 + 8 × 0 + 10 × 0; 5 = 8:



102 ÊåöÜëáéï 3�éá �ïí õðïëïãéóìü �çò E(X2 | Y ) åöáñìüæïí�áò �ï èåþñçìá 3 �ïõ êåöá-ëáßïõ 2 Ý÷ïõìåÅ(×2 | Õ = 3) =
∑x x2fX|Y (x | Y = 3) =

∑x x2 f(x; 3)fY (3)

= 62P (X = 6 | Y = 3) + 82P (X = 8 | Y = 3) + 102P (X = 10 | Y = 3)

= 36 × 0; 5 + 64 × 0 + 100 × 0; 5 = 68:¢ñá V (X | Y ) = E(X2 | Y ) − [E(X | Y )]2 = 68 − 82 = 4êáé ç äåóìåõìÝíç �õðéêÞ áðüêëéóç åßíáé �× |Õ = 2:Óçìåéþíïõìå ü�é ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ñïðÝò ê �Üîçò ðåñß �ï 0, ê =
1; 2; : : : ; êáèþò êáé ðåñß êÜðïéá ó�áèåñÜ, üðùò åßäáìå ó�ç ìåëÝ�ç ìéáò �õ÷áßáòìå�áâëç�Þò. Ïé ïñéóìïß åßíáé áíÜëïãïé êáé ðÜí�á ìå �çí ðñïõðüèåóç ü�é ïéóåéñÝò óõãêëßíïõí áðüëõ�á.3.3 Óõíå÷åßò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�ÝòÏñéóìüò 3.8. Ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×;Õ ) êáëåß�áé óõíå÷Þò äéäéÜó�á�ç �.ì. áíõðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f(x; y) ðïõ åßíáéf(x; y) ≥ 0 x; y ∈ R

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x; y)dxdy = 1êáé ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò F (x; y) äßíå�áé áðü �ç ó÷ÝóçF (x; y) =

∫ x
−∞

∫ y
−∞

f(t; s)dtds:Áðü �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç Ý÷ïõìåP (� < X ≤ �; 
 < Y ≤ Æ) =

∫ �� ∫ Æ
 f(x; y)dxdyêáé ãéá êÜèå óçìåßï óõíÝ÷åéáò (x; y) �çò F (x; y) éó÷ýåé ç ó÷Ýóçf(x; y) =
�2F (x; y)�x�y



3.3 Óõíå÷åßò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò 103Ïñéóìüò 3.9. Ç óõíÜñ�çóçfX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x; y)dyêáëåß�áé ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. ×.Áí�ßó�ïé÷á, ç óõíÜñ�çóçfY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x; y)dxêáëåß�áé ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò �.ì. Õ .Ïé óõíáñ�Þóåéò fX(x); fy(y) éêáíïðïéïýí �éò áðáñáß�ç�åò óõíèÞêåò ãéá íáåßíáé óõíáñ�Þóåéò ðõêíï�Þ�ùí ðéèáíï�Þ�ùí, äçë., åßíáé ìç áñíç�éêÝò êáé �áïëïêëçñþìá�Ü �ïõò ùò ðñïò x êáé ùò ðñïò y áí�ßó�ïé÷á åßíáé ßóá ìå 1.Ïñéóìüò 3.10. Ç óõíÜñ�çóçfX|Y (x|y) =

f(x; y)fY (y) ; fY (y) > 0êáëåß�áé äåóìåõìÝíç ó.ð.ð. �çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ.Áí�ßó�ïé÷á ç óõíÜñ�çóçfÕ |× (y|÷) =
f(x; y)f× (x)

; fX(x) > 0êáëåß�áé äåóìåõìÝíç ó.ð.ð. �çò �.ì. Õ äåäïìÝíçò �çò �.ì. ×.�éá �éò âáóéêÝò ðáñáìÝ�ñïõò �çò äåóìåõìÝíçò �.ì.× |Õ êáé áíÜëïãá ãéá �çíÕ |× Ý÷ïõìå �ïí áêüëïõèï ïñéóìü:Ïñéóìüò 3.11. á) Ç Å(× | Õ ) ïñßæå�áé áðü �ç ó÷ÝóçÅ(× | Õ ) =

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)dxêáé êáëåß�áé äåóìåõìÝíç ìÝóç �éìÞ �çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ.â) Ç V (X | Y ) ïñßæå�áé áðü �ç ó÷ÝóçV (X | Y ) = E(X2 | Y ) − [E(X | Y )]2êáé êáëåß�áé äåóìåõìÝíç äéáóðïñÜ �çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ. Ç èå-�éêÞ �å�ñáãùíéêÞ ñßæá �çò V (X | Y ) êáëåß�áé äåóìåõìÝíç �õðéêÞ áðüêëéóç�çò �.ì. × äåäïìÝíçò �çò �.ì. Õ êáé óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå �× |Õ .



104 ÊåöÜëáéï 3Ôá ðáñáäåßãìá�á ðïõ áêïëïõèïýí Ý÷ïõí óêïðü íá áðïóáöçíßóïõí �éò ðá-ñáðÜíù Ýííïéåò.4.¸ó�ù ç óõíå÷Þò äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð.ð.f(x; y) = 4xy; 0 < x < 1; 0 < y < 1:Ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. fX(x) êáé fY (y) åßíáéfX(x) =

∫ 1

0
4xydy = 4x[y2=2]10 = 2x; 0 < x < 1fY (y) =

∫ 1

0
4xydx = 4y[x2=2]10 = 2y; 0 < y < 1:Ç áðü êïéíïý á.ó.ê. åßíáéF (x; y) = 0; ∀x < 0; y ∈ (0; 1); y < 0; x ∈ (0; 1)F (x; y) =

∫ x
0

∫ y
0

4tsdtds =

∫ x
0

4t[s2=2]y0 =

∫ x
0

2y2tdt = x2y2; ∀x; y ∈ (0; 1)F (x; y) = 1; ∀x; y ≥ 1:Ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð. åßíáéfX|Y (x|y) =
f(x; y)fY =

4xy
2y = 2x; 0 < x < 1fY |X(y|x) =

f(x; y)fX =
4xy
2x = 2y; 0 < y < 1�éá �éò âáóéêÝò ðáñáìÝ�ñïõò �çò × |Õ , äçë., �ç Å(× |Õ ) êáé V (X|Y ) Ý÷ïõìåÅ(× |Õ ) =

∫ 1

0
x2xdx =

2

3
; E(X2|Y ) =

∫ 1

0
x22xdx =

1

2
; V (X|Y ) =

1

2
−[

2

3
]2 =

1

18
:�áñá�çñïýìå ü�é Å(× |Õ ) = Å(×) êáé V (X|Y ) = V (X)Áò õðïëïãßóïõìå �éò åîÞò ðéèáíü�ç�åò: P (X > 1=3; Y ≤ 1=2); P (X > Y )P (X > 1=3; Y ≤ 1=2) =

∫ 1

1=3 ∫ 1=2
0

4xydydx
=

∫ 1

1=3 4x[y2=2]
1=2
0 =

∫ 1

1=3(x=2)dx = [x2=4]11=3 = 8=36:P (X > Y ) =

∫ 1

0

∫ 1y 4xydxdy =

∫ 1

0
4y[x2=2]1y

=

∫ 1

0
(2y − 2y2)dy = 1=2:



3.3 Óõíå÷åßò ÄéäéÜó�á�åò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�Ýò 105Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ó�ï ßäéï áðï�Ýëåóìá èá êá�áëÞîïõìå áí èåùñÞóïõìå�çí ïëïêëÞñùóç ùò åîÞòP (X > Y ) =

∫ 1

0

∫ x
0

4xydydx = 1=2;�éìÞ ç ïðïßá åßíáé áíáìåíüìåíç áí óêåö�ïýìå ü�é ç (×,Õ) ðáßñíåé �éìÝò ó�ï�å�ñÜãùíï ìå êïñõöÝò �á óçìåßá (0.0), (1,0), (1,1), (0,1) êáé æç�Üìå �ï åìâáäüí�ïõ ÷ùñßïõ ðÜíù áðü �çí äéáãþíéï áðü �ï (0,0) ó�ï (1,1).5.¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð.ð.f(x; y) =
1

2
xy; 0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ x:Ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. åßíáéfX(x) =

∫ x
0

1

2
xydy =

1

4
x3; 0 ≤ x ≤ 2fY (y) =

∫ 2y 1

2
xydx =

y
4
(4 − y2); 0 ≤ y ≤ 2Ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð. åßíáéfX|Y (x|y) =

f(x; y)fY (y) =
1
2xyy

4 (4 − y2)
=

2x
4 − y2

; y ≤ x ≤ 2fY |X(y|x) =
f(x; y)fX(x)

=
1
2xyx3

4

=
2yx2
; 0 ≤ y ≤ x:Óçìåéþíïõìå ü�é ðñÝðåé íá åßìáó�å éäéáß�åñá ðñïóåê�éêïß ó�éò �éìÝò ðïõìðïñåß íá ðÜñåé ç �.ì. × (Þ Õ) ü�áí äßíå�áé ç �éìÞ �çò Õ (Þ ×).Ïé Å(× |Õ ) êáé V (X|Y ) åßíáéÅ(× |Õ ) =

∫y 2x 2x
4 − y2

dx =
2

3
(y +

4

2 + y )E(X2|Y ) =

∫y 2x2 2x
4 − y2

dx =
16 − y4

2(4 − y2)V (X|Y ) =
16 − y4

2(4 − y2)
− [

2

3
(y +

4

2 + y )]2:Ï õðïëïãéóìüò �çò áðü êïéíïý ó.ð.ð. F(x,y) åßíáé áñêå�Ü ðïëýðëïêïòãéá�ß ïé �.ì. ×, Õ åßíáé åîáñ�çìÝíåò êáé áõ�ü ìáò äçìéïõñãåß �ç äõóêïëßá. Ï



106 ÊåöÜëáéï 3óêïðüò áõ�þí �ùí óçìåéþóåùí ìáò áðï�ñÝðåé ó�ï íá áíáëýóïõìå áõ�Þí �çíðåñßð�ùóç, ùó�üóï ãéá íá äþóïõìå ìßá éäÝá ðùò óõìðåñéöÝñïí�áé �.ì. �Ý�ïéïõ�ýðïõ ðáñïõóéÜæïõìå ìüíï áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç.F (x; y) =

∫ y
0

∫ t
0

1

2
tsdsdt+

∫ y
0

∫ xy 1

2
tsdtds

=
y2(2x2 − y2)

16
0 ≤ x < 2; 0 ≤ y ≤ xF (x; y) =

∫ x
0

∫ t
0

1

2
tsdsd =

x4

16
; 0 ≤ x < 2; y > xF (x; y) =

∫ y
0

∫ t
0

1

2
tsdsdt+

∫ y
0

∫ 2y 1

2
tsdtds

=
y2(8 − y2)

16
; x ≥ 2; 0 ≤ y < 2F (x; y) = 0; ∀x < 0;∀y êáé y < 0;∀x;F (x; y) = 1; ∀x > 2;∀y > 2�áñá�çñïýìå ü�éFX(x) = limy→∞

F (x; y) =
x4

16
; 0 ≤ x ≤ 2FY (y) = limx→∞

F (x; y) =
y2(8 − y2)

16
; 0 ≤ y ≤ 2Ï áíáãíþó�çò ìðïñåß íá õðïëïãßóåé �éò �åëåõ�áßåò ðåñéèþñéåò á.ó.ê. ÷ñç-óéìïðïéþí�áò �éò ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. ðïõ õðïëïãßóáìå ó�çí áñ÷Þ �ïõ ðáñáäåßã-ìá�ïò.6. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (X,Y) ìå áðü êïéíïý ó.ð.ð. f(x; y) = 1,

0 ≤ y ≤ 2x ≤ 2, äçë., ç (×,Õ) êá�áíÝìå�áé ïìïéüìïñöá ó�ï �ñßãùíï ìåêïñõöÝò (0.0), (1,0), (1,2) ðïõ Ý÷åé åìâáäüí 1. Ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. åßíáéfX(x) =

∫ 2x
0

1dy = 2x; 0 ≤ x ≤ 1;fY (y) =

∫ 1y=2 1dx = 1 − y=2; 0 ≤ y ≤ 2:Ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð. åßíáé
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fX|Y (x|y) =

f(x; y)fY (y) =
1

1 − y=2 =
2

2 − y ; y=2 ≤ x ≤ 1fY |X(y|x) =
f(x; y)fX(x)

=
1

2x; 0 ≤ y ≤ 2x:êáé ç äåóìåõìÝíç ìÝóç �éìÞ �çò ×|Õ åßíáéÅ(× |Õ ) =

∫ 1y=2 x 2

2 − ydx =
1

2
+
y
4
;åíþ ç äåóìåõìÝíç ìÝóç �éìÞ �çò Õ |× åßíáéÅ(Õ |×) =

∫ 2x
0

y 1

2xdy = x:7. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð.ð.f(x; y) = 2e−xe−2y; 0 < x < ∞; 0 < y < ∞Ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. åßíáéfX(x) =

∫ ∞

0
2e−xe−2ydy = e−x ∫ ∞

0
2e−2ydy = e−x; 0 < x < ∞fY (y) =

∫ ∞

0
2e−xe−2ydx = 2e−2y ∫ ∞

0
e−xdx = 2e−2y; 0 < y < ∞:Ó�á ðáñáäåßãìá�á 4 êáé 7 ðáñá�çñïýìå ü�é f(x; y) = fX(x)fY (y), åíþ ó�áÜëëá ðáñáäåßãìá�á äåí óõìâáßíåé. Ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç óçìáßíåé áíåîáñ�çóßáìå�áîý �ùí äýï �.ì. ×, Õ. ¸÷ïõìå �ïí åîÞò ïñéóìü ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çòáíåîáñ�çóßáò:Ïñéóìüò 3.12. Ïé �.ì. ×,Õ êáëïýí�áé áíåîÜñ�ç�åò áí ∀Á;Â ∈ B éó÷ýåé çó÷Ýóç P (X ∈ A; Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)�éï áðëÜ, ïé ×,Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò áí �á åíäå÷üìåíá {× ∈ A}; {Y ∈ B} åßíáéáíåîÜñ�ç�á.



108 ÊåöÜëáéï 3Èåþñçìá 3.2. Ïé ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò åßíáé éóïäýíáìåò1. Ïé �.ì. ×, Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò2. Éó÷ýåé ç ó÷Ýóç F (x; y) = FX(x)FY (y); ∀x; y ∈ R:3.¸ó�ù ïé äéáêñé�Ýò �.ì. ×, Õ ìå áðü êïéíïý ó.ð. f(xr; ys) êáé ðåñéèþñéåòó.ð. fX(xr); fY (ys) r; s = 0; 1; : : :. Ïé ×,Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò áíf(xr; ys) = fX(xr)fY (ys) ∀xr; ys:4.¸Ó�ù ïé óõíå÷åßò �.ì. ×, Õ ìå áðü êïéíïý ó.ð.ð. f(x,y)êáé ðåñéèþñéåòó.ð.ð. fX(x); fY (y); x; y ∈ R: Ïé ×, Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò áíf(x; y) = fX(x); fY (y); x; y ∈ R:Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá �ùí ðñïçãïýìåíùí ïñéóìþí.�éá ðáñÜäåéãìá áí èåùñÞóïõìå Á �ï äéÜó�çìá (−∞; x] êáé Â �ï (−∞; y] ç 1.óõíåðÜãå�áé �çí 2. ê.ë.ð. .Aðü �ïõò ïñéóìïýò 3.12, 3.5 êáé 3.10 Ý÷ïõìå ü�éfX|Y (xr | ys) =
f(xr; ys)fY (ys) = fX(xr); r = 0; 1; : : : ; ìå fY (ys) > 0fY |X(ys|xr) =
f(xr; ys)fX(xr) = fY (ys); s = 0; 1; : : : ; ìå fX(xr) > 0:¼ìïéá Ý÷ïõìå fX|Y (x|y) =

f(x; y)fY (y) = fX(x); fY (y) > 0fÕ |× (y|÷) =
f(x; y)f× (x)

= fY (y); fX(x) > 0:3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçòÓ�ç ìåëÝ�ç �çò äéäéÜó�á�çò �.ì. (X;Y ) óçìáí�éêü ñüëï ðáßæïõí �á ìÝ�ñá ðïõïñßæïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá.



3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçò 109Ïñéóìüò 3.13. á)Ôï ìÝ�ñïE[(X − �X)2(Y − �Y )2]êáëåß�áé óõíäéáêýìáíóç (Covarian
e) �ùí �.ì. ×,Õ êáé óõìâïëßæå�áé ìåCov(X,Y). Ìå �× ; �Õ óõìâïëßæïõìå �ç ìÝóç �éìÞ �çò × êáé Õ áí�ßó�ïé÷á.â)Ôï ìÝ�ñï Cov(X;Õ )�X�Yêáëåß�áé óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò (
orellation 
oeÆ
ient) �ùí �.ì. ×,Õ êáéóõìâïëßæå�áé ìå �(x; y): Ìå �X ; �Y óõìâïëßæïõìå �çí �õðéêÞ áðüêëéóç �çò�.ì. × êáé Õ áí�ßó�ïé÷á.H Cov(X,Y) õðÜñ÷åé áí õðÜñ÷ïõí ïé ìÝóåò �éìÝò.Ïé âáóéêÝò éäéü�ç�åò �çò óõíäéáêýìáíóçò äýï �.ì. åßíáé ïé áêüëïõèåò:I1 : Cov(X;Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ):I2 : Áí �; �; 
; Æ;∈ R; �ü�åCov(�X + �; 
Y + Æ) = �
Cov(X;Y ):I3 : Cov(X;Y + Z) = Cov(X;Y ) + Cov(X;Z):Ç áðüäåéîç �ùí ðáñáðÜíù éäéï�Þ�ùí åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ïñéóìïý �çòóõíäéáêýìáíóçò. �éá �ïí õðïëïãéóìü �çò ÷ñçóéìïðïéïýìå óõíÞèùò �ïí �ýðïðïõ äßíå�áé áðü �çí É1. Óçìåéþíïõìå ü�éE(XY ) =







∑xr ∑ys xrysf(xr; ys) ; áí (×,Õ) åßíáé äéáêñé�Þ
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ xyf(x; y)dxdy ; áí (×,Õ) åßíáé óõíå÷ÞòÁí ïé �.ì. ×;Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�åE(XY ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyf(x; y)dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyfX(x)fY (y)dxdy

= [

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx][

∫ ∞

−∞
yfY (y)dy] = E(X)E(Y ):Ìå âÜóç �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç êáé �çí É1 Ý÷ïõìå �ï åîÞò ðüñéóìá:�üñéóìá 3.1. Áí ïé �.ì. ×;Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å ç óõíäéáêýìáíóÞ�ïõò åßíáé ìçäÝí.



110 ÊåöÜëáéï 3Ïñéóìüò 3.14. Ïé �.ì. ×,Õ êáëïýí�áé áóõó÷Ý�éó�åò áí Cov(X;Y ) = 0:Óçìåéþíïõìå ü�é áí ïé �.ì. ×;Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å åßíáé êáéáóõó÷Ý�éó�åò. Ôï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé.�üñéóìá 3.2. ¸ó�ù ïé �.ì. ×;Õ , ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðåðåñáóìÝíåò ñïðÝòäåý�åñçò �Üîçò Å(×2); Å(Õ 2). Éó÷ýåé ç ó÷ÝóçV (�X + �Y ) = �2V (X) + �2V (Y ) + 2��Cov(X;Y )ãéá �; � ∈ R ó�áèåñÝò. Áí ïé �.ì. ×;Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�åV (�X + �Y ) = �2V (X) + �2V (Y ):Aðüäåéîç: Áðü �ïí ïñéóìü �çò äéáóðïñÜò êáé �éò éäéü�ç�åò �çò Ý÷ïõìåV (�X + �Y ) = Å{[(�× + �Õ ) − Å(�× + �Õ )]2}
= Å{[�(× − ì×) + �(Õ − ìÕ ]2}
= á2Å[(× − ì×)2] + â2Å[(Õ − ìÕ )2] + 2áâÅ[(× − ì÷)(Õ − ìÕ )]

= á2V (X) + b2V (Y ) + 2��Cov(x; y)Áí ïé �.ì. ×,Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å Cov(x; Y ) = 0 êáé Üñá éó÷ýåé çäåý�åñç ó÷Ýóç.Óçìåéþíïõìå ü�é ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò éó÷ýïõí ãéá �.ì.×1; : : : ; Xn êáé åßíáé:V (
n

∑k=1

�kXk) =
n

∑k=1

�2kV (Xk) + 2
∑ ∑

1≤k<l≤n�k�lCov(Xk; Xl)Áí ïé �.ì.×1; : : : ; Xn åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�åV (
n

∑k=1

�kXk) =
n

∑k=1

�2kV (Xk):Ïé âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ óõí�åëåó�Þ óõó÷Ý�éóçò ñ(×;Õ ) åßíáé ïé áêüëïõ-èåò: I1 : �(�X + �; 
Y + Æ) =

{ �(X;Y ) áí �
 > 0
−�(×;Õ ) áí �
 < 0:I2 : −1 ≤ �(X;Õ ) ≤ 1:



3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçò 111�áñá�ÞñçóçÇ Cov(X,Y) åßíáé Ýíá ìÝ�ñï ðïõ ìáò äåß÷íåé �ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìå�áîý�ùí äýï ìå�áâëç�þí. ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéåß�áé ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò ðïõåßíáé Ýíá ìÝ�ñï áíåîÜñ�ç�ï ìïíÜäùí êáé äçëþíåé �ï âáèìü �çò ãñáììéêü�ç�áòðïõ õðÜñ÷åé ìå�áîý �ùí �.ì. ×,Õ. �éï áíáëõ�éêÜ Ý÷ïõìå �á åîÞò:á) Áí � = 0, �ü�å ïé �.ì. åßíáé áóõó÷Ý�éó�åòâ) Áí � > 0, �ü�å ïé �.ì. åßíáé èå�éêÜ óõó÷å�éóìÝíåò, äçë., üóï áõîÜíïí�áéïé �éìÝò �çò �.ì. × �üóï áõîÜíïí�áé êáé ïé �éìÝò �çò Õ. �éá ðáñÜäåéãìá, áí ×åßíáé �ï ýøïò �ùí öïé�ç�ñéþí �çò Ó÷ïëÞò Èå�éêþí Åðéó�çìþí êáé Õ �ï âÜñïò�ïõò, �ü�å ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �çò × áíáìÝíïõìå ìåãÜëåò �éìÝò �çò Õ êáé áí�ß-ó�ñïöá.ã) Áí � < 0, �ü�å ïé �.ì. åßíáé áñíç�éêÜ óõó÷å�éóìÝíåò, äçë. üóï áõîÜíï-í�áé ïé �éìÝò �çò �.ì. × �üóï åëá��þíïí�áé ïé �éìÝò �çò �.ì. Õ. �éá ðáñÜäåéãìá,áí × åßíáé ï ñõèìüò åðåíäýóåùí êáé Õ ç áíåñãßá, �ü�å üóï áõîÜíå�áé ï ñõèìüòåðåíäýóåùí, �üóï åëá��þíå�áé ç áíåñãßá.ä Áí � = +1 Þ � = −1, �ü�å õðÜñ÷åé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí �.ì. ×êáé Õ. Ôï åðüìåíï èåþñçìá áöïñÜ ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ.Èåþñçìá 3.3. Áí �(X;Y ) = ±1, �ü�å ìå ðéèáíü�ç�á 1 éó÷ýåé ç ãñáììéêÞó÷Ýóç Õ = �× + �; �; � ∈ R êáé áí�ßó�ñïöá.Åéäéêü�åñá, áí � = 1, �ü�åÕ =
�Y�XX + (�Y − �X �Y�X ):Aí � = −1, �ü�å Õ = −�Y�XX + (�Y + �X �Y�X ):Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ |�| < 1 ç ãñáììéêÞ ó÷Ýóç äåí éó÷ýåé, áëëÜ óõíÞèùòåðéèõìïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá ðñïóÝããéóç �çò �.ì. Õ óõíáñ�Þóåé �çò �.ì.×. �ñïöáíþò ó�çí ðñïóðÜèåéá ìáò áõ�Þ ðñáãìá�ïðïéåß�áé Ýíá ëÜèïò, Ýó�ù ",ðïõ åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ìå Å(") = 0 äçë. Ý÷ïõìåÕ = �× + � + ":



112 ÊåöÜëáéï 3�éá íá åßíáé êáëÞ ç ðñïóÝããéóç ðñÝðåé íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï ìÝóï �å-�ñáãùíéêü óöÜëìá ðïõ ãßíå�áé, �ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå�á �̂; �̂ ðïõ åßíáé �Ý�ïéá þó�å �ï ìÝ�ñïÅ("2) = Å[(Õ − �̂× − �̂)2]íá åëá÷éó�ïðïéåß�áé.Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ åßíáé ãíùó�Þ ùò \áñ÷Þ åëá÷ßó�ùí �å�ñáãþíùí".�áñáëåßðïí�áò �çí áðüäåéîç ðáñáèÝ�ïõìå �éò áêüëïõèåò �éìÝò ãéá �á �̂; �̂ðïõ ìáò êá�ï÷õñþíïõí �çí ðáñáðÜíù óõíèÞêç.�̂ = �(×;Õ )
�Õ�Xêáé �̂ = �Õ − �(×;Õ )
�Õ�X �×Ïñéóìüò 3.15. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå ðåðåñáóìÝíåò ñïðÝò äåý-�åñçò �Üîçò Å(×2); Å(Õ 2). Ç åõèåßáy = �Y + �(×;Õ )

�Õ�X (x− �X)êáëåß�áé åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò �.ì. Õ ó�ç ×.Áí�ßó�ïé÷á, ç åõèåßáx = �× + �(×;Õ )
�×�Õ (y − �Y )êáëåß�áé åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò �.ì.X ó�çí Y.Ìå âÜóç �á �̂; �̂ Ý÷ïõìå ãéá �ï ìÝóï �å�ñáãùíéêü óöÜëìáÅ("2) = Å[(Õ − �̂× − �̂)2] = �2Õ (1 − �2(×;Õ ))�ï ïðïßï êáëåß�áé õðüëïéðï äéáóðïñÜò.Aí�ßó�ïé÷á Ý÷ïõìåÅ("2) = Å[(× − �̂Õ − �̂)2] = �2× (1 − �2(×;Õ )):Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé éäéáß�åñá ÷ñÞóéìï.



3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçò 113Èåþñçìá 3.4. ¸ó�ù ìßá äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå ðåðåñáóìÝíåò ñïðÝò äåý-�åñçò �Üîçò Å(×2); Å(Õ 2) . Ôü�å õðÜñ÷ïõí ïé äåóìåõìÝíåò ìÝóåò �éìÝò Å(× |Õ )êáé Å(Õ |×) êáé éêáíïðïéïýí �éò ó÷Ýóåéò
min�∈Ξ

E[(X − �(Y ))2] = E(X − E(X|Y ))2;üðïõ Ξ �ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí óõíáñ�Þóåùí �(Õ ) ìå Å(�(Õ )2) < ∞, êáé
min�∈Θ

E[(Õ − �(×))2] = E(Õ − E(Õ |×))2;üðïõ Θ �ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí óõíáñ�Þóåùí �(×) ìå Å(�(×)2) < ∞.
Ìå áðëÜ ëüãéá, �ï èåþñçìá ëÝåé ü�é áí õðïëïãßóïõìå �çí Å(× | Õ ) êáéåßíáé åõèåßá, �ü�å áõ�Þ ç åõèåßá åßíáé ç åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò× ó�çí Õ êáé áí�ßó�ïé÷á áí õðïëïãßóïõìå �çí Å(Õ | ×) êáé åßíáé åõèåßá,�ü�å áõ�Þ åßíáé ç åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò Õ ó�ç ×. Åßíáé äõíá�üç ìßá íá åßíáé åõèåßá êáé ç Üëëç ü÷é. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ äåí åßíáé, �ü�åðñï÷ùñïýìå ó�ïí õðïëïãéóìü �çò åõèåßáò, üðùò áõ�Þ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �á�̂; �̂ ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù.8. ÓõíÝ÷åéá �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 5. Èá õðïëïãßóïõìå �çí Å(× | Õ ) êáé áíäåí åßíáé åõèåßá èá ðñïóäéïñßóïõìå �çí åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò ×ó�çí Õ. Åßíáé Å(× |Õ ) =

∫ 2y x 2x
4 − y2

dx =
2

3
(y +

4

2 + y );ç ïðïßá äåí åßíáé åõèåßá, Üñá ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �á �̂; �̂, �á ïðïßá èáìáò ðñïóäéïñßóïõí �çí åõèåßá ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóçò �çò × ó�çí Õ. �éá �ïíðñïóäéïñéóìü �ïõò áðáé�åß�áé ï õðïëïãéóìüò �ùí ìÝ�ñùí �á ïðïßá õðåéóÝñ÷ï-í�áé ó�ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò �ýðïõò. ¸÷ïõìå
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Å(×) =

∫ 2

0
x÷3

4
dx = 1; 60E(X2) =

∫ 2

0
x2÷3

4
dx = 2; 66V (X) = E(X2) − [E(X)]2 = 0; 53; �X = 0; 73E(Y ) =

∫ 2

0
y y
4
(4 − y2)dy = 1; 06E(Y 2 =

∫ 2

0
y2 y

4
(4 − y2)dy = 1; 33V (Y ) = E(Y X2) − [E(Y )]2 = 0; 196; �Y = 0; 44E(XY ) =

∫ 2

0

∫ x
0
xyxy

2
dydx = 1; 78êáé ÜñáCov(X;Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = 1; 78 − 1; 60 × 1; 06 = 0; 084 êáé�(X;Y ) =

Cov(X;Y )�X�Y = 0; 22:Áðü �éò ó÷Ýóåéò̂� = �(×;Õ )
�×�Õ ; �̂ = �× − �(×;Õ )

�×�Õ �Õ ;êáé �ïõò ðáñáðÜíù õðïëïãéóìïýò Ý÷ïõìå �̂ = 0; 36 êáé �̂ = 2; 82. ¢ñá çæç�ïýìåíç åõèåßá åßíáéx = 0; 36y + 2; 82 êáé �ï õðüëïéðï äéáóðïñÜò 0; 53(1 − 0; 222) = 0; 50�áñá�çñïýìå ü�é V (X) = 0; 53 åßíáé ìåãáëý�åñç áðü �ï õðüëïéðï äéáóðïñÜò0,50, �ï ïðïßï åßíáé áíáìåíüìåíï, áöïý Ý÷ïõìå êÜðïéá ðëçñïöïñßá ãéá �çí �.ì.× áðü �çí �.ì. Õ.Ï áíáãíþó�çò ðáñï�ñýíå�áé íá õðïëïãßóåé �çí åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñü-ìçóçò �çò Õ ó�ç ×.9. ÓõíÝ÷åéá �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 6. Ïé äåóìåõìÝíåò ìÝóåò �éìÝò åßíáéÅ(× |Õ ) =

∫ 1y=2 x 2

2 − ydx =
1

2
+
y
4êáé Å(Õ |×) =

∫ 2x
0

y 1

2xdy = x



3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçò 115�áñá�çñïýìå ü�é êáé ïé äýï åßíáé åõèåßåò, Üñá óõìðßð�ïõí ìå �éò åõèåßåòãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò êáé Üñá Ý÷ïõìåx =
1

2
+
y
4

êáé y = x:O áíáãíþó�çò ðáñï�ñýíå�áé íá õðïëïãßóåé üëá �á ìÝ�ñá ðïõ ðñïóäéïñßæïõí�á �; � êáé íá åðáëçèåýóåé �éò ðáñáðÜíù åõèåßåò.10. ÓõíÝ÷åéá �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 7. Ó�ï ðáñÜäåéãìá 6 ðáñá�çñïýìå ü�éf(x; y) = 2e−xe−2y = fX(x)fY (y) = e−x2e−2y 0 < x < ∞; 0 < y < ∞;�ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ïé �.ì. åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, Üñá áóõó÷Ý�éó�åò, äçë. �(×;Õ ) =
0. Åßíáé f× |Õ = fX = e−x; 0 < x < ∞;äçë., ç �.ì. × |Õ áêïëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ, üðùò êáé ç × ìå ðáñÜìå�ñï� = 1, Üñá Å(× |Õ ) = Å(×) = 1� = 1. Åðßóçò ç �.ì. Õ |× áêïëïõèåß �çíåêèå�éêÞ êá�áíïìÞ, üðùò êáé ç Õ ìå ðáñÜìå�ñï � = 2, Üñá Å(Y |X) = Å(Y ) =
1� = 1

2 :11. ¸ó�ù ç äéáêñé�Þ äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð. ðïõ äßíå�áéáðü �ïí ðßíáêá �ßíáêáò ÉIIÕ × 1 2 3 4 5 f(ys)1 1/12 1/24 0 1/24 1/30 1/52 1/24 1/24 1/24 1/24 1/30 1/53 1/12 1/24 1/24 0 1/30 1/54 1/12 0 1/24 1/24 1/30 1/55 1/24 1/24 1/24 1/24 1/30 1/5f(xr) 1/3 1/6 1/6 1/6 1/6 1Oé �.ì. ×,Õ äåí åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, áöïý ãéá ðáñÜäåéãìá, f(1; 1) = 1=12 6=fX(1)fY (1) = 1=5×1=3 = 1=15: Áò õðïëïãßóïõìå �éò äåóìåõìÝíåò ìÝóåò �éìÝòÅ(Õ |×i); i = 1; 2; 3; 4; 5. ÅßíáéÅ(Õ |× = 1) =

5
∑j=1

yj f(1; yj)fX(1)
=

1fX(1)

5
∑j=1

yjf(1; yj)
=

1

1=3(1 × 1=12 + 2 × 1=24 + 3 × 1=12 + 4 × 1=12 + 5 × 1=24)

= 2; 875



116 ÊåöÜëáéï 3Ìå �ïí ßäéï �ñüðï õðïëïãßæïõìå �éò õðüëïéðåò êáé Ý÷ïõìå �åëéêÜ �á óçìåßá:
(x;E(Y |X = x)) = {(1; 2; 875); (2; 2; 75); (3; 3; 5); (4; 3); (5; 3)}:Ôá óçìåßá áõ�Ü äåí ó÷çìá�ßæïõí åõèåßá. ¢ñá ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå �çí åõèåßáãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò Õ ó�ç × ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �á �̂; �̂. Çåõèåßá åßíáé y = 3 + 0; 056(x− 2; 66)O áíáãíþó�çò ðáñï�ñýíå�áé íá õðïëïãßóåé �á ìÝ�ñá Å(×); Å(×2); V (X); E(Y );E(Y 2); V (Y ); E(XY ); Cov(X;Y ); �(X;Y ). �éá ðáñÜäåéãìá,Å(×Õ ) =

∑x ∑y xyf(x; y) = 1 × 1 × 1=12 + 1 × 2 × 1=24 + 1 × 3 × 0

+ 1 × 4 × 1=24 + 1 × 5 × 1=30 + 2 × 1 × 1=24 + 2 × 2 × 1=24

+ 2 × 3 × 1=24 + : : :+ 5 × 5 × 1=30 = 8; 125:ÅðßóçòÅ(×) = 1 × 1=3 + 2 × 1=6 + 3 × 1=6 + 4 × 1=6 + 5 × 1=6 = 16=6Å(×2) = 12 × 1=3 + 22 × 1=6 + 32 × 1=6 + 42 × 1=6 + 52 × 1=6 = 56=6:V (X) = 56=6 − (16=6)2 = 2; 22 êáé �× = 1; 49:�éá ðåñáé�Ýñù åîÜóêçóç ðñï�åßíå�áé ó�ïí áíáãíþó�ç íá åðáëçèåýóåé �áóçìåßá:
(y;E(X|Y = y)) = {(1; 2; 5); (2; 2; 91); (3; 2; 29); (4; 2; 70); (5; 2; 91)}êáé íá ðñïóäéïñßóåé �çí åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò × ó�çí Õ.12.Áò èåùñÞóïõìå �ï ðáñÜäåéãìá 2. �áñá�çñïýìå ü�é ïé �.ì. äåí åßíáéáíåîÜñ�ç�åò, áöïý ãéá ðáñÜäåéãìáf(x; y) = f(6; 1) = 0; 2 6= fX(6)fY (1) = 0; 4 × 0; 4 = 0; 16:Õðåíèõìßæïõìå ü�é ç ó÷Ýóç f(xr; ys) = fX(xr)fY (ys) ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá üëá�á (xr; ys)Áò ðñïóäéïñßóïõìå �ï óõí�åëåó�Þ óõó÷Ý�éóçò ãéá íá äïýìå ðïéÜ ó÷ÝóçõðÜñ÷åé ìå�áîý �ïõò. ÅßíáéÅ(×Õ ) = (1 × 6)0; 2 + (1 × 10)0; 2 + (2 × 8)0; 2 + (3 × 6)0; 2

+ (3 × 10)0; 2 = 16Å(×) = 6 × 0; 4 + 8 × 0; 2 + 10 × 0; 4 = 8E(Y ) = 1 × 0; 4 + 2 × 0; 2 + 3 × 0; 4 = 2 êáéCov(X;Y ) = 16 − 8 × 2 = 0:



3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçò 117ÅðïìÝíùò ïé �.ì. ×,Õ åßíáé áóõó÷Ý�éó�åò êáé �(X;Õ ) = 0.Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå äýï ðïëý óçìáí�éêÝò äéäéÜó�á�åò êá�áíïìÝòãéá �ç ìåëÝ�ç �ùí ïðïßùí ÷ñçóéìïðïéïýìå üëç �ç èåùñßá �ïõ ðáñüí�ïò êåöá-ëáßïõ.�ïëõùíõìéêÞ Êá�áíïìÞ¸ó�ù ìßá áêïëïõèßá áíåîáñ�Þ�ùí äïêéìþí ðïõ óå êÜèå ìßá ìðïñåß íá óõì-âåß Ýíá êáé ìüíï Ýíá áðü �á åíäå÷üìåíáÁ1; : : : ; A�; A; üðïõA = (A1 ∪ : : : ∪A�)′ìå ðéèáíü�ç�åò p1; : : : ; p� êáé q = 1 − (p1 + : : : + p�)áí�ßó�ïé÷á. ¸ó�ù í áíåîÜñ�ç�åò äïêéìÝò �ïõ ðáñáðÜíù ðåéñÜìá�ïò êáé×1; : : : ; X�ï áñéèìüò åìöáíßóåùí �ùí Á1; : : : ; A� áí�ßó�ïé÷á.Ïñéóìüò 3.16. Ç ê-äéÜó�á�ç �.ì. (×1; : : : ; X�) ìå áðü êïéíïý óõíÜñ�çóçðéèáíü�ç�áò ðïõ äßíå�áé áðü �ç ó÷ÝóçP (×1 = x1; : : : ; X� = x�) =
�!x1! : : : ; x�!x�+1!

px1

1 px2

2 : : : px�� qx�+1 ;üðïõ x�+1 = � − (x1 + : : : + x�) áêïëïõèåß �çí �ïëõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ.�éá íá áðïäåßîïõìå �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ÷ñçóéìïðïéïýìå áíÜëïãï óêåð�éêüìå åêåßíï ãéá �ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ, áöïý áí èåùñÞóïõìå ìüíï Ýíá åíäå÷ü-ìåíï �ï Á1, �ü�å Ý÷ïõìå �çí �.ì. ×1 ðïõ áêïëïõèåß �ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ.ÅðïìÝíùò ç áðü êïéíïý êá�áíïìÞ �ùí ×1; : : : ; X� åßíáé ìßá ãåíßêåõóç �çò Äéù-íõìéêÞò. Ç ãåíßêåõóç áõ�Þ êáëåß�áé �ïëõùíõìéêÞ êá�áíïìÞ. Óçìåéþíïõìåü�é ç ×�+1 äåí åßíáé �.ì., áöïý áí ãíùñßæïõìå �éò �éìÝò �ùí ðñþ�ùí � �.ì. ç�éìÞ �çò åßíáé óõãêåêñéìÝíç.�éá íá áðëïðïéÞóïõìå �çí õðïëïãéó�éêÞ äéáäéêáóßá, áò èåùñÞóïõìå � =
2. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ Ý÷ïõìå ìßá ÔñéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ, �çí ïðïßá èáìåëå�Þóïõìå.Ç áðü êïéíïý ó.ð. �ùí �.ì. ×1; ×2 åßíáé



118 ÊåöÜëáéï 3P (X1 = x1; X2 = x2) =
�!x1!x2!x3!

px1

1 px2

2 qx3üðïõ x3 = � − x1 − x2; q = 1 − p1 − p2.�éá �éò ðåñéèþñéåò óõíáñ�Þóåéò ðéèáíï�Þ�ùí Ý÷ïõìåP (X1 = x1) =
∑x2

�!x1!x2!(� − x1 − x2)!
px1

1 px2

2 q�−x1−x2

=
�!x1!(� − x1)!

px1

1 (1 − p1)
�−x1

×
∑x2

(� − x1)!x2!(� − x1 − x2)!
(

p2

1 − p1
)x2(

q
1 − p1

)�−x1−x2

=
�!x1!(� − x1)!

px1

1 (1 − p1)
�−x1

∑x2

b(x2; (� − x1); p2

1 − p1
)

=
�!x1!(� − x1)!

px1

1 (1 − p1)
�−x1 ;�ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é ç ðåñéèþñéá ó.ð. �çò �.ì. × åßíáé ìßá ÄéùíõìéêÞ ìåðáñáìÝ�ñïõò (�; p1). Óçìåéþíïõìå ü�é �ï �åëåõ�áßï Üèñïéóìá åßíáé ßóï ìå 1,áöïý åßíáé �ï Üèñïéóìá üëùí �ùí ðéèáíï�Þ�ùí ìéáò ÄéùíõìéêÞò ìå ðáñáìÝ�ñïõò

(� − x1); p2

1−p1
.¼ìïéá Ý÷ïõìå ü�é ç ðåñéèþñéá ó.ð. �çò �.ì. Õ åßíáé ìßá ÄéùíõìéêÞ ìåðáñáìÝ�ñïõò (�; p2).Ç äåóìåõìÝíç ó.ð. �çò ×1 äåäïìÝíçò �çò ×2 åßíáéP (X1 = x1|X2 = x2) =

�!x1!x2!x3!
px1

1 px2

2 qx3�!x2!(�−x2)!
px2

2 (1 − p2)�−x2

=
(� − x2)!x1!(� − x2 − x1)!

(
p1

1 − p2
)x1(

q
1 − p2

)�−x2−x1

= b(x1; � − x2; p1

1 − p2
); x1 = 0; 1; : : : � − x2:äçë., åßíáé ìßá ÄéùíõìéêÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò (� − x2; p1

1−p2
) êáé åðïìÝíùò çäåóìåõìÝíç ìÝóç �éìÞ åßíáéE(X1|X2 = x2) = (� − x2)

p1

1 − p2
; x2 = 0; 1; : : : ; �:



3.4 Óõíäéáêýìáíóç-Óõí�åëåó�Þò Óõó÷Ý�éóçò 119¼ìïéá Ý÷ïõìå ãéá �ç äåóìåõìÝíç ó.ð. �çò �.ì. ×2|×1P (X2 = x2|X1 = x1) = b(x2; � − x1; p2

1 − p1
); x2 = 0; 1; : : : � − x1êáé Üñá E(X2|X1 = x1) = (� − x1)

p2

1 − p1
; x1 = 0; 1; : : : ; �:�áñá�çñïýìå ü�é êáé ïé äýï äåóìåõìÝíåò ìÝóåò �éìÞò åßíáé ãñáììéêÝò, åðï-ìÝíùò óõìðßð�ïõí ìå �éò åõèåßåò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò.�éá íá �ï åðéâåâáéþóïõìå,áò õðïëïãßóïõìå �ï óõí�åëåó�Þ óõó÷Ý�éóçò:Å(×1×2) =

∑ ∑x1x2

x1x2
�!x1!x2!x3!

px1

1 px2

2 qx3

= �(� − 1)p1p2êáé �(×1; ×2) =
�(� − 1)p1p2 − (�p1)(�p2)
√�p1(1 − p1)

√�p2(1 − p2)

= −
√ p1p2

(1 − p1)(1 − p2)
:�áñá�çñïýìå ü�é ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò åßíáé áñíç�éêüò, �ï ïðïßï åßíáéáíáìåíüìåíï, áöïý üóï ðåñéóóü�åñåò öïñÝò åìöáíßæå�áé �ï åíäå÷üìåíï Á1 ó�á� ðåéñÜìá�á, �üóï ëéãü�åñåò öïñÝò åìöáíéæå�áé �ï åíäå÷üìåíï Á2. Ïé ðåñáé-�Ýñù õðïëïãéóìïß ãéá �éò åõèåßåò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò åðáößïí�áé ó�ïíáíáãíþó�ç.13. Ǻó�ù 10 ñßøåéò åíüò æáñéïý , ×1 ï áñéèìüò åìöáíßóåùí �çò Ýíäåéîçò1 êáé ×2 ï áñéèìüò åìöáíßóåùí �çò Ýíäåéîçò 6. Ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×1; ×2)áêïëïõèåß �çí ÔñéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò � = 10; p1 = p2 =

1=6; q = 4=6. Åöáñìüæïí�áò �ïõò ðáñáðÜíù �ýðïõò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìåü,�é åðéèõìïýìå. �éá ðáñÜäåéãìá ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò åßíáé�(×1; ×2) = −
√ p1p2

(1 − p1)(1 − p2)
= −

√

(1=6)(1=6)

(5=6)(5=6)
= −1=5:
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ÄéäéÜó�á�ç ÊáíïíéêÞ Êá�áíïìÞÏñéóìüò 3.17. Ïñéóìüò 3.17. Ç äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïýó.ð.ð.f(x; y) =

1

2��X�Y √

1 − �2

× exp

{

− 1

2(1 − �2)
[(
x− �X�X )2 − 2�(x− �X�X )(

y − �Y�Y ) + (
y − �Y�Y )2]

} ;
−∞ < x < ∞ −∞ < y < ∞;üðïõ �× ; �Õ ; �× ; �Õ ; �(×;Õ ) åßíáé ïé ìÝóåò �éìÝò, ïé �õðéêÝò áðïêëßóåéò êáé ïóõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò �ùí �.ì. ×,Õ, áêïëïõèåß �ç ÄéäéÜó�á�ç ÊáíïíéêÞêá�áíïìÞ.Ìå�Ü áðü áñêå�Ýò ðñÜîåéò êá�áëÞãïõìå ó�á åîÞò áðï�åëÝóìá�á ðïõ áöï-ñïýí ó�éò ðåñéèþñéåò êáé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð. �ùí �.ì. ×, Õ:fX(x) =

1√
2��X exp{−(x− �X)2�2X }; −∞ < x < ∞fY (y) =
1√

2��Y exp{−(y − �Y )2�2Y }; −∞ < y < ∞:¼ðùò åßíáé öáíåñü ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. åßíáé ÊáíïíéêÝò êá�áíïìÝò.fX|Y (x|y) =
1√

2�√

1 − �2�X exp

{

−
x− (�Y + %�X�Y (y − �Y ))2

2�2X(1 − �2)

} ;fY |X(y|x) =
1√

2�√

1 − �2�Y exp

{

−
y − (�X + % �Y�X (x− �X))2

2�2Y (1 − �2)

}�áñá�çñïýìå ü�é ç × |Õ êá�áíÝìå�áé ùò ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ-�ñïõò Å(× |Õ ) = �Y + ��X�Y (y − �Y ))êáé V (X|Y ) = �2X(1 − �2):



3.5 Êá�áíïìÞ óõíáñ�Þóåùí äéäéÜó�á�çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò 121Áí�ßó�ïé÷á Ý÷ïõìå ãéá �çí Õ |× ü�é êá�áíÝìå�áé ùò ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìåðáñáìÝ�ñïõò Å(Õ |×) = �× + ��Õ�× (x− �X))êáé V (Y |X) = �2Y (1 − �2):�áñá�çñÞóåéò:1.Åßíáé áîéïóçìåßù�ï ü�é ïé Å(× |Õ ) êáé Å(Õ |×) åßíáé åõèåßåò êáé Üñá óõ-ìðßð�ïõí ìå �éò åõèåßåò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò × ó�çí Õ êáé �çò Õ ó�ç×. Åðßóçò, ü�é ïé äåóìåõìÝíåò äéáóðïñÝò, üðùò åßíáé áíáìåíüìåíï, åßíáé �áõðüëïéðá äéáóðïñÜò.2. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ � = 0, äçë. ïé �.ì. ×, Õ åßíáé áóõó÷Ý�éó�åò, �ü�ååßíáé f(x; y) = fX(x)fY (y)ðïõ óçìáßíåé ü�é ïé �.ì. ×, Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò. Õðåíèõìßæïõìå ü�é áí ïé�.ì. åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å åßíáé êáé áóõó÷Ý�éó�åò êáé ï�é �ï áí�ßó�ñïöï äåíéó÷ýåé. ÌïíáäéêÞ åîáßñåóç åßíáé ç äéäéÜó�á�ç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ.3. Ç ê-äéÜó�á�ç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ åßíáé éäéáß�åñá ÷ñÞóéìç ó�ç Ó�á�é-ó�éêÞ. �áñáðÝìðïõìå ó�ç ó÷å�éêÞ âéâëéïãñáößá ãéá �ïí ïñéóìü �çò, ï ïðïßïòåßíáé ãåíßêåõóç �çò äéäéÜó�á�çò ðïõ áíáð�ýîáìå.Äßíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá íá ãßíåé óáöÝò ðùò óõìðåñéöÝñïí�áé ïé äå-óìåõìÝíåò ó.ð.ð. ÷ñçóéìïðïéþí�áò üóá ãíùñßæïõìå áðü �çí ÊáíïíéêÞ êáé Ôõ-ðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ.15. ¸ó�ù ìßá äéäéÜó�á�ç ÊáíïíéêÞ �.ì. (×,Õ) ìå �× = 20; �× = 2; �Õ =
30; �Õ = 3 êáé � = 0; 5. Áò õðïëïãßóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åòP (29; 77 < X < 33; 23|Y = 32) êáé P (24; 82 < Y < 35; 18|X = 23)�íùñßæïõìå ü�é ç × |Õ ∼ Í(30+0; 53

2(32−30); 4(1−0; 25)) = N(31; 5; 3).¢ñá �õðïðïéþí�áò Ý÷ïõìåP (29; 77 < X < 33; 23|Y = 32)

= P (
29; 77 − 31

1; 73
< X − 31; 5

1; 73
< 33; 23 − 31; 5

1; 73
)

= P (−1; 73 < Z < 1; 73) = Φ(1; 73) − Φ(−1; 73)

= 2Φ(1; 73) − 1 = 2 × 0; 68 − 1 = 0; 36:Ç äåý�åñç ðéèáíü�ç�á õðïëïãßæå�áé áêñéâþò ìå �ïí ßäéï �ñüðï.



122 ÊåöÜëáéï 33.5 Êá�áíïìÞ óõíáñ�Þóåùí äéäéÜó�á�çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò¼ðùò áíáöÝñáìå ó�çí áñ÷Þ áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ ðïëëÝò öïñÝò åíäéáöåñüìá-ó�å ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò êá�áíïìÞò �.÷ ðïõ åßíáé óõíáñ�Þóåéò ìéáò äéäéÜ-ó�á�çò �.ì, üðùò ð.÷. Æ=×+Õ, Æ=×-Õ, Æ=×Õ, Æ=×/Õ, Æ = max{X;Y }; Z =min{X;Y }, êáèþò êáé ðïëõðëïêü�åñùí ìïñöþí ðïõ Ý÷ïõí åíäéáöÝñïí óå óõ-ãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò. Ó�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá áó÷ïëçèïýìå ìå �ï èÝìááõ�ü êáé êõñßùò ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìßá óõíå÷Þ äéäéÜó�á�ç �.ì (×, Õ).ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñïé �ñüðïé ðñïóÝããéóçò áõ�þí �ùí ðñïâëçìÜ�ùí. Ôï èåþñçìáðïõ áêïëïõèåß ìáò åðé�ñÝðåé ìéá Üìåóç áí�éìå�þðéóç �Ý�ïéïõ åßäïõò ðñïâëçìÜ-�ùí, áí öõóéêÜ éó÷ýïõí êÜðïéåò óõíèÞêåò, ãéá �ï ëüãï áõ�ü èá áðï�åëÝóåé �çíêýñéá áðïäåéê�éêÞ äéáäéêáóßá.Èåþñçìá 3.5. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ (X;Y ) ìå áðü êïéíïýóõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò f(x; y) êáé Ýó�ù ïé óõíáñ�ÞóåéòZ = g(X;Y ); W = h(X;Y )ðïõ éêáíïðïéïýí �éò ðáñáêÜ�ù óõíèÞêåò:á) Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò (x; y) → (z; w) åßíáé 1-1.â) Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé �x�z ; �x�w ; �y�z ; �y�w õðÜñ÷ïõí êáé åßíáé óõíå÷åßò.Ôü�å ç (Z,W) åßíáé ìßá óõíå÷Þò äéäéÜó�á�ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ êáé ç áðüêïéíïý óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �ùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí Z;W ,Ýó�ù f(z; w), äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçf(z; w) = f(g∗(z; w); h∗(z; w))|J(z; w)|; (3.1)üðïõ g∗; h∗ åßíáé ïé áí�ßó�ñïöïé ìå�áó÷çìá�éóìïß êáé J(z; w) ç ÉáêùâéáíÞïñßæïõóá �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý (x; y) → (z; w)J(z; w) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�x�z �x�w�y�w �y�w ∣

∣

∣

∣

∣

∣

:ÓêéáãñÜöçóç �çò áðüäåéîçò: Óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü �çò áðü êïéíïýáèñïéó�éêÞò óõíÜñ�çóçò Ý÷ïõìåF (z; w) = P (Z ≤; z W ≤ w) = P (g(X;Y ) ≤ z; h(Z;W ) ≤ w)

=

∫ ∫ R(z;w)
f(x; y)dxdy =

∫ z
−∞

∫ w
−∞

g∗(u; v)h∗(u; v)|J |dudv



3.5 Êá�áíïìÞ óõíáñ�Þóåùí äéäéÜó�á�çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò 123Áðü �çí �åëåõ�Üéá ó÷Ýóç ëáìâÜíïí�áò �éò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò z êáéw Ý÷ïõìå �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ èåùñÞìá�ïò.�áñáäåßãìá�á16. ¸ó�ù Æ = Æ + Õ êáé W = Z. Eöáñìüæïí�áò �ï èåþñçìá Ý÷ïõìåÜìåóá ü�é f(z; w) = f(w; z − w)| − 1|Ç �.ì Æ åßíáé éäéáß�åñá åíäéáöÝñïõóá ãéá ðïëëÝò åöáñìïãÝò. Áðü �çí �åëåõ-�áßá ó÷Ýóç ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíá ãåíéêü �ýðï ðïõ ìáò äßíåé �çí êá�áíïìÞ�ïõ áèñïßóìá�ïò äýï �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí ðïõ éêáíïðïéïýí �éò óõíèÞêåò �ïõèåùñÞìá�ïò. ÅßíáéfZ(z) =

∫ ∞

−∞
f(z; w)dw =

∫ ∞

−∞
f(w; z − w)dw: (3.2)Áí ïé �.ì. ×, Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ãñÜöå�áéfZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(w)fY (z − w)dw: (3.3)Ç fZ(z) êáëåß�áé óõíÝëéîç �ùí óõíáñ�Þóåùí fX ; fY êáé óõíÞèùò ãñÜöå-�áé fZ = fX ∗ fY . Ç óõíÝëéîç Ý÷åé �éò åîÞò éäéü�ç�åò:fX ∗ fY = fY ∗ fX ,fX ∗ (fY ∗ fZ) = fX ∗ fY ) ∗ fZ .Áò èåùñÞóïõìå �ç óõíÝëéîç äýï áíåîáñ�Þ�ùí TõðïðïéçìÝíùí ÊáíïíéêþíN(0; 1). Óýìöùíá ìå �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç Ý÷ïõìåfZ(z) =

∫ ∞

−∞

1√
2� exp{−w2

2
} 1√

2� exp{−(z − w)2

2
}

=
1√
2� ∫ ∞

−∞

1√
2� exp{−(w − z

2
)2}dw

=
1√
2� exp{−z2

4
} 1√

2�√�
=

1√
2� 1√

2
exp{−z2

4
};ç ïðïßá óçìáßíåé ü�é ç óõíÝëéîç áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå ìÝóç�éìÞ 0 êáé äéáóðïñÜ �ï Üèñïéóìá �ùí äéáóðïñþí, äçë. Z ∼ N(0; 2). Áõ�ü äåíåßíáé ðåñéó�áóéáêü. Éó÷ýåé ãåíéêÜ ç åîÞò ðïëý éó÷õñÞ éäéü�ç�á �çò ÊáíïíéêÞò



124 ÊåöÜëáéï 3êá�áíïìÞò.�üñéóìá: Áí ïé �.ì. ×i ∼ N(�i; �2i ); i = 1; : : : ; � êáé åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ,�ü�å ç �.ì. Z = X1 + : : : +X�áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå ìÝóç �éìÞ �ï Üèñïéóìá �ùí ìÝóùí �éìþíêáé äéáóðïñÜ �ï Üèñïéóìá �ùí äéáóðïñþí, äçë. Z ∼ N(
∑�i=1 �i; ∑�i=1 �2i ).Ç éäéü�ç�á áõ�Þ �çò ÊáíïíéêÞò êáëåß�áé áíáðáñáãùãéêÞ. Tçí éäéü�ç�ááõ�Þ Ý÷ïõí êáé ïé åîÞò Üëëåò êá�áíïìÝò:Áí Xi ∼ b(ri; p); i = 1; : : : ; � êáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å ç Æ = X1 + : : : +X� áêï-ëïõèåß åðßóçò �ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò r = r1 + : : : + r� ; p.ÁíXi ∼ Poisson(�i); i = 1; : : : ; � êáé åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å Z ∼ Poisson(� =�1 + : : : + �� .Áí×i ∼ �Üììá(�i; �); i = 1; : : : ; � êáé åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å Z ∼ �Üììá(� =�1 + : : : + �� ; �).Óå áí�éäéáó�ïëÞ ìå �éò ðáñáðÜíù êá�áíïìÝò áò èåùñÞóïõìå �ï Üèñïéóìáäýï ïìïéïìüñöùí ó�ï äéÜó�çìá [0; 1] êáé áíåîáñ�Þ�ùí. Óýìöùíá ìå �ï ãåíéêü�ýðï åßíáéfZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(w)fY (z − w)dw =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx:�éá íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �éò fX fY ìå 1 (äçë. �çí ó.ð.ð. �çò ïìïéïìüñöïõó�ï äéÜó�çìá [0, 1℄) ðñÝðåé íá áðáé�Þóïõìå íá éó÷ýïõí �á: 0 ≤ x ≤ 1 êáé

0 ≤ z − x ≤ 1. ËáìâÜíïí�áò õðüøç ü�é 0 ≤ z ≤ 2 ïé ðñïçãïýìåíåò óõíèÞêåòìáò äßíïõí �á åîÞò: Áí 0 ≤ z ≤ 1, �ü�å 0 ≤ x ≤ z êáé áí 1 ≤ z ≤ 2, �ü�åz − 1 ≤ x ≤ 1, �á ïðïßá ìáò äßíïõífZ(z) =

∫ z
0
dx = z; 0 ≤ z ≤ 1fZ(z) =

∫ 1z−1
dx = 2 − z; 1 ≤ z ≤ 2:Ç ìïñöÞ áõ�Þ �çò ó.ð.ð. êáëåß�áé �ñéãùíéêÞ áðü �ç ãñáöéêÞ �çò ðáñÜó�áóç.Ç �åëåõ�áßá åöáñìïãÞ äåß÷íåé ü�é ðñÝðåé íá åßìáó�å ðïëý ðñïóåê�éêïß ó�á üñéáïëïêëÞñùóçò.Äßíïõìå Üëëï Ýíá ðáñÜäåéãìá óõíÝëéîçò áíåîáñ�Þ�ùí åêèå�éêþí ðõêíï�Þ-�ùí ìå fX(x) = �e−�x; fY (y) = �e−�y; 0 < x; y < ∞. EßíáéfZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(w)fY (z − w)dw = fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx:



3.5 Êá�áíïìÞ óõíáñ�Þóåùí äéäéÜó�á�çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò 125êáé ãéá íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �éò ãíùó�Ýò ìáò ó.ð.ð. ðñÝðåé íá åîáóöáëßóïõìåü�é 0 < z − x < ∞, äçë. 0 < x < z. ¢ñá �ï �åëåõ�áßï ïëïêëÞñùìá ãñÜöå�áéfZ(z) =

∫ z
0
�e−�x�e−�(z−x)dx = �ze−�z:�áñá�çñïýìå ü�é ç ó.ð.ð. �çò �.ì. Æ åßíáé ç �Üììá (� = 2; �). ÅðáãùãéêÜìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é áí Xi; i = 1; : : : ; � áêïëïõèïýí �çí åêèå�éêÞ êá�á-íïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï � êáé åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�å ç �.ì. Æ = X1 + : : : + X�áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ �Üììá (� = �; �). Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç �Üììáêá�áíïìÞ êáëåß�áé êá�áíïìÞ Erlang.17. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ (Æ, W) ðïõ ïñßæå�áé áðü �éòó÷Ýóåéò Z = g(X;Y ) = XY êáé W = h(X;Y ) = X. Ïé áí�ßó�ñïöïé ìå�áó÷ç-ìá�éóìïß åßíáé g∗(z; w) = zw h∗(z; w) = w êáé ç ÉáêùâéáíÞ ïñßæïõóáJ(z; w) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w z
0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= w:¢ñá óýìöùíá ìå �ï èåþñçìá 3 Ý÷ïõìå ãéá �çí áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðõêíü-�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �ùí Z, Wf(z; w) = f(zw;w)|w|:Ç �.ì. Æ ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé Ý÷åé ó.ð.ð.fZ(z) =

∫ ∞

−∞
f(zw;w)|w|dwêáé áí ïé �.ì. ×, Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, �ü�åfZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(zw)fW (w)|w|dw: (3.4)Áò åöáñìüóïõìå �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ïé �.ì. ×, Õåßíáé áíåîÜñ�ç�åò åêèå�éêÝò ìå ðáñÜìå�ñï �. ÅßíáéfZ(z) =

∫ ∞

0
�e−�zw�e−�w|w|dw

= �2

∫ ∞

0
e−(�z+�)wdw

=
�2

(�z + �)2
; z > 0:



126 ÊåöÜëáéï 3Åöáñìüæïí�áò �ç ó÷Ýóç ðïõ áöïñÜ �çí êá�áíïìÞ ðçëßêïõ �õ÷áßùí ìå�á-âëç�þí ðñïóäéïñßæïí�áé ïé êá�áíïìÝò �ùí åðüìåíùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí ðïõåßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêÝò ó�ç ó�á�éó�éêÞ. Ó�ïí ïñéóìü �ïõò åìöáíßæå�áé ç �õ-ðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ êáèþò êáé ç �-�å�ñÜãùíï ãéá õðåíèýìéóç �ùíïðïßùí ðáñáðÝìðïõìå ó�ï äåý�åñï êåöÜëáéï.Êá�áíïìÞ t Þ Êá�áíïìÞ Student¸ó�ù ç �.ì. Æ ∼ Í(0; 1) êáé ç �2� áíåîÜñ�ç�åò. Ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç t� =
Z

√�2�=�Ý÷åé óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áòf(t) =
1√� Γ(�+1

2 )

Γ(�2 )

1√� 1

(1 + t2� )
�+1

2

; −∞ < t < ∞Ç t� áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ t Þ êá�áíïìÞ Student ìå � âáèìïýò åëåõèåñßáò.Ç êá�áíïìÞ t ðñïóäéïñßó�çêå ãéá ðñþ�ç öïñÜ áðü �ïí W. S. Gosset ïïðïßïò �ç äçìïóßåõóå ìå �ï øåõäþíõìï Student. �éá �ï ëüãï áõ�ü åßíáé ãíù-ó�Þ ùò êá�áíïìÞ Student. Ëüãù �çò óçìáí�éêü�ç�áò �çò êá�áíïìÞò õðÜñ÷ïõíðßíáêåò ðïõ ìáò äßíïõí �éìÝò �çò áèñïéó�éêÞò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò ãéá äéÜ-öïñá óçìåßá êáèþò êáé �éìÝò �ïõ � (âë. �ßíáêá VI �ïõ �áñáñ�Þìá�ïò).Êá�áíïìÞ FÁí �2�1 êáé �2�2 áíåîÜñ�ç�åò �-�å�ñÜãùíï �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò ìå �1 êáé �2âáèìïýò åëåõèåñßáò áí�ßó�ïé÷á, �ü�å ç �õ÷áßá ìå�áâëç�ÞW =
�2�1=�1�2�2=�2áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ F ìå �1 êáé �2 âáèìïýò åëåõèåñßáò. Ç óõíÜñ�çóçðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò åßíáéf(w) =

Γ[�1 + �2)=2]

Γ(�1=2)Γ(�2=2)

(�1=�2)
�1=2w(�1=2)−1

(1 + �1w=�2)(�1+�2)=2 ; −∞ < w < ∞:Ç êá�áíïìÞ ïíïìÜó�çêå F ãéá ðñþ�ç öïñÜ áðü �ïí G. Snede
or ðñïò �éìÞ�ïõ R. A. Fisher, ï ïðïßïò ÷ñçóéìïðïßçóå äéÜöïñåò �ñïðïðïéÞóåéò �ïõ ëüãïõ�ùí �-�å�ñáãþíùí ãéá åöáñìïãÝò ó�ç ó�á�éó�éêÞ. Ó÷å�éêïß ðßíáêåò ðïõ ìáòäßíïõí �éìÝò �çò áèñïéó�éêÞò óõíÜñ�çóçò êá�áíïìÞò ãéá äéÜöïñïõò âáèìïýòåëåõèåñßáò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�éò åöáñìïãÝò �çò êá�áíïìÞò F (âë. �éíáêåòVIII, IX êáé X �ïõ �áñáñ�Þìá�ïò).



3.6 ÁóêÞóåéò 1273.6 ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù �ï ðáñÜäåéãìá 1. Åßíáé ïé �.ì. ×, Õ áíåîÜñ�ç�åò; Áí äåí åßíáé, íáõðïëïãéóèåß ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò �(×;Õ ). Åðßóçò, ïé Å(× |Õ = i); i =
0; 1; 2; 3, êáèþò êáé ç åõèåßá ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò �.ì. × ó�çí �.ì. Õ.2.¸ó�ù ç ñßøç 2 áìåñüëçð�ùí êáé äéáêåêñéìÝíùí æáñéþí. Ç �.ì. × åßíáéç Ýíäåéîç �ïõ ðñþ�ïõ æáñéïý êáé ç �.ì. Õ ç ìéêñü�åñç áðü �éò äýï åíäåßîåéò.Íá ðñïóäéïñéóèåß ç áðü êïéíïý ó.ð. �ùí �.ì. ×,Õ. Åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ïé äýï�.ì.; Áí ü÷é, �ü�å íá õðïëïãéóèåß ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò �(×;Õ ) êáé íáðñïóäéïñéóèåß ç Å(Õ |× = ê); ê = 1; 2; 3; 4; 5; 6. �ïéÜ åßíáé ç åõèåßá ãñáììéêÞòðáëéíäñüìçóçò �çò �.ì Õ ó�ç �.ì. ×;3.¸ó�ù ü�é ïé �.ì. ×,Õ êáé Æ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò �.ì. Poisson ìå ðáñáìÝ-�ñïõò �1; �2; �3 áí�ßó�ïé÷á. Íá õðïëïãéóèåß ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò �ùí�.ì. U = X + Y; V = Y + Z. Aí ïé �.ì. ×, Õ êáé Æ åßíáé áíåîÜñ�ç�åòïìïéüìïñöåò ó�ï äéÜó�çìá [�; �], �ü�å ðïéüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò�(U; V );4.¸ó�ù ç äéáêñé�Þ äéäéÜó�á�ç �.ì. (×,Õ) ìå áðü êïéíïý ó.ð.f(x; y) =

x + y − 2
 ; x = 1; 2 y = 1; 2Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ó�áèåñÜ 
 ãéá íá åßíáé ç f(x; y) óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò.Íá êá�áãñáöïýí ïé ðéèáíü�ç�åò óå ìïñöÞ ðßíáêá, êáèþò êáé ïé ðåñéèþñéåòó.ð..Íá õðïëïãéóèåß ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ç åõèåßáãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò �.ì. Õ ó�çí �.ì. ×.5.Ìßá êÜëðç ðåñéÝ÷åé 4 Üóðñåò êáé 6 ìáýñåò óöáßñåò. ÅêëÝãïí�áé �õ÷áßáäýï äåßãìá�á ìåãÝèïõò 3 êáé 5 óöáéñþí áí�ßó�ïé÷á áðü �çí êÜëðç êáé Ýó�ù ×ï áñéèìüò �ùí Üóðñùí óöáéñþí ó�ï ðñþ�ï äåßãìá êáé Õ ï áñéèìüò �ùí Üóðñùíóöáéñþí ó�ï äåý�åñï äåßãìá. Íá ðñïóäéïñéóèåß ç áðü êïéíïý ó.ð. �ùí �.ì. ×,Õ, ïé ðåñéèþñéåò ó.ð., ç Å(× |Õ = i); i = 1; 2; 3; 4, êáèþò êáé ï óõí�åëåó�Þòóõó÷Ý�éóçò �(×;Õ ).6.¸ó�ù ü�é ç áðü êïéíïý ó.ð.ð. �ùí �.ì. ×,Õ åßíáéf(x; y) =
1y e−y; 0 < x < y; 0 < y < ∞:Íá ðñïóäéïñéóèïýí á)ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. fX(x); fY (y), â)ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð.fX|Y (x|y); fY |X(y|÷), ã)Å(× |Õ ); Å(Õ |×), ä)ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò å) ïéåõèåßåò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò × ó�çí Õ êáé �çò Õ ó�ç ×.



128 ÊåöÜëáéï 37.¸ó�ù ü�é ç áðü êïéíïý ó.ð.ð. �ùí �.ì. ×,Õ äßíå�áé áðü �ïí �ýðïf(x; y) = 8xy; 0 ≤ x ≤ y ≤ 1:Íá õðïëïãéóèïýí á) ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. fX(x); fY (y), â) ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð.fX|Y (x|y); fY |X(y|x), ã) ïé Å(× |Õ ); Å(Õ |×), ä) ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò êáéå)ïé åõèåßåò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò �çò × ó�çí Õ êáé �çò Õ ó�ç ×.8.¸ó�ù ü�é ç áðü êïéíïý ó.ð.ð. �ùí �.ì. ×,Õ äßíå�áé áðü �ïí �ýðïf(x; y) = 2(x + y − 2xy); 0 ≤ x ≤ 1;≤ y ≤ 1:á)Ná ðñïóäéïñéóèåß ç áðü êïéíïý áèñïéó�éêÞ ó.ê. F (x; y). â)ïé ðåñéèþñéåòó.ð.ð. fX(x); fY (y), ã)ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð. fX|Y (x|y); fY |X(y|x); Å(× |Õ ); Å(Õ |×)êáé ä)ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò �(×;Õ ).9.¸ó�ù ü�é ç áðü êïéíïý ó.ð.ð. �ùí �.ì. ×,Õ äßíå�áé áðü �ïí �ýðïf(x; y) = 1; −y < x < y; 0 < y < 1:á) Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðåñéèþñéåò ó.ð.ð. fX(x); fY (y), â)ïé äåóìåõìÝíåò ó.ð.ð.fX|Y (x|y); fY |X(y|x), ã)ïé Å(× |Õ ); Å(Õ |×), ä)íá äåé÷èåß ü�é ïé �.ì. ×,Õ åßíáéáóõó÷Ý�éó�åò.10.¸ó�ù ü�é ç áðü êïéíïý ó.ð.ð. �ùí �.ì. ×,Õ äßíå�áé áðü �ïí �ýðïf(x; y) =
1x; 0 ≤ y ≤ x ≤ 1:á) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ðåñéèþñéá ó.ð.ð. fX(x) â) ç äåóìåõìÝíç ó.ð.ð.fY |X(y|x),êáé ã) ç äåóìåõìÝíç ìÝóç �éìÞ E(Y |X).11. ¸ó�ù ç äéäéÜó�á�ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ X;Y )′ ìå áðü êïéíïý óõíÜñ�çóçðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áòf(x; y) =

1√
4xy ; 0 < x ≤ 1; 0 < y ≤ x:Íá õðïëïãéóèïýí ïé äåóìåõìÝíåò ìÝóåò �éìÝò Å(× |Õ ); Å(Õ |×), ç ãñáììéêÞðáëéíäñüìçóç �çò × ó�çí Õ êáé �çò Õ ó�ç ×, êáèþò êáé �á ìÝóá �å�ñáãùíéêÜóöÜëìá�á.12. Ï ðáñáêÜ�ù ðßíáêáò äßíåé �çí áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �çòäéáêñé�Þò äéäéÜó�á�çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò X;Y )′



3.6 ÁóêÞóåéò 129Õ\× 6 8 10 f(ys)1 0,2 0 0,22 0 0,2 03 0,2 0 0,2f(xr) 1Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðåñéèþñéåò óõíáñ�Þóåéò ðéèáíï�Þ�ùí f(xr); f(ys), êáèþòêáé �á ìÝ�ñáE(X); E(Y ); V (X); V (Y ); Cov(X;Y ); �(X;Y ); E(X|Y = 3); V (X|Y =
3). 13. ¸ó�ù ç óõíå÷Þò äéäéÜó�á�ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ X;Y )′ ìå áðü êïéíïýóõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áòf(x; y) =

1

2�exp{−x2 − 2xy + 2y2

2
; −∞ < x; y < ∞:Íá äåé÷èåß ü�é ï óõí�åëåó�Þò óõó÷Ý�éóçò åßíáé �(X;Y ) = 1√

2
. Åðßóçò íá äåé÷èåßü�é E(X|Y ) = y êáé E(Y |X) = x

2 .14. Ïé �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò ×, Õ Ý÷ïõí áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áòðéèáíü�ç�áò f(x; y) = ��e−(�x+�y); x; y > 0; �; � > 0(ó�áèåñÝò:Íá äåé÷èåß ü�é ïé �.ì. ×, Õ åßíáé áíåîÜñ�ç�åò.15. Èåùñåßó�å �ç ñßøç äýï äéáêåêñéìÝíùí êáé áìåñüëçð�ùí æáñéþí. Íáðñïóäéïñéóèåß ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �ùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí×, Õ üðïõ:á) × åßíáé ç ìåãáëý�åñç Ýíäåéîç êáé Õ �ï Üèñïéóìá �ùí åíäåßîåùí.â) × åßíáé ç Ýíäåéîç �ïõ ðñþ�ïõ æáñéïý êáé Õ ç ìåãáëý�åñç Ýíäåéîç.ã) × åßíáé ç ìéêñü�åñç Ýíäåéîç êáé Õ ç ìåãáëý�åñç.16. Ïé �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò ×, Õ Ý÷ïõí áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áòðéèáíü�ç�áò f(x; y) =
6

7
(x2 +

xy
2

); 0 < x < 1; 0 < y < 2:á) Íá åëåã÷èåß ü�é ç f(x; y) åßíáé óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò.â) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ðåñéèþñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò fX(x).ã)Íá õðïëïãéóèïýí ïé ðéèáíü�ç�åò P (X > Y ); P (Y > 1=2|X < 1=2).



ÊåöÜëáéï 4
Áíéóü�ç�åò-Óõãêëßóåéò- Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá4.1 Áíéóü�ç�åò-ÓõãêëßóåéòÓ�á ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá åßäáìå ü�é ç áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò Þ çáðü êïéíïý áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò áí Ý÷ïõìå äýï ç ðåñéóóü�åñåò ìå-�áâëç�Ýò ìáò äßíåé üëåò �éò ðëçñïöïñßåò ãéá �çí �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Þ �éò �õ÷áßåòìå�áâëç�Ýò, ðïõ óçìáßíåé ü�é ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ðéèáíü�ç�åò åíäå÷ï-ìÝíùí ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Åðßóçò ìÝ�ñá (áñéèìïß), üðùò ç ìÝóç �éìÞ êáéäéáóðïñÜ Þ êáé Üëëåò ñïðÝò, áí õðÜñ÷ïõí, ìáò äßíïõí óçìáí�éêÝò ðëçñïöïñßåòãéá �çí óõìðåñéöïñÜ �çò �.ì. Þ �ùí �.ì.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ãíùñßæïõìå ìüíï �ç ìÝóç �éìÞ êáé äéáóðïñÜ ìðïñïýìåíá Ý÷ïõìå ðëçñïöïñßá ãéá �çí êá�áíïìÞ �çò �.ì. Þ �ùí �.ì., ç ïðïßá âáóßæå�áéóå áíéóü�ç�åò ðïõ ìáò ðáñÝ÷ïõí öñÜãìá�á ãéá ðéèáíü�ç�åò åíäå÷ïìÝíùí êáéóå ïñéáêÜ èåùñÞìá�á. Óçìåéþíïõìå ü�é �á ðéï óçìáí�éêÜ èåùñç�éêÜ óõìðåñÜ-óìá�á ó�ç èåùñßá ðéèáíï�Þ�ùí åßíáé ïñéáêÜ èåùñÞìá�á. �ñù�åýïí�á ñüëï ðáß-æåé \Ï Íüìïò �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí" êáé \Ôï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá".�éá �éò áðïäåßîåéò �ïõò óçìáí�éêü ñüëï Ý÷ïõí óõãêåêñéìÝíåò áíéóü�ç�åò �éòïðïßåò áíáöÝñïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá.�åíéêÜ, ó�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá ðáñïõóßáóïõìå ìåñéêÜ âáóéêÜ áðü �á áðï�å-ëÝóìá�á �ïõ �ýðïõ ðïõ áíáöÝñáìå ÷ùñßò áðïäåßîåéò êáé èá ðñïóðáèÞóïõìå íááíáäåßîïõìå �çí ðñáê�éêÞ �ïõò óçìáóßá.Áíéóü�ç�á Markov¸ó�ù ç �.ì. ×, ç ïðïßá ðáßñíåé ìüíï èå�éêÝò �éìÝò. Ôü�å ãéá êÜèå ó�áèåñÜ� > 0 éó÷ýåé ç áíéóü�ç�á P (X ≥ �) ≤ E(X)� : (4.1)



132 ÊåöÜëáéï 4Áðüäåéîç:¸ó�ù ü�é ç �.ì. × åßíáé óõíå÷Þò ìå ó.ð.ð. f(x). ÅßíáéE(X) =

∫

∞

0
xf(x)dx =

∫ �
0

xf(x)dx +

∫

∞� xf(x)dx
≥

∫

∞� xf(x)dx ≥
∫

∞� �f(x)dx
= � ∫

∞� f(x)dx = �P (X ≥ �):Áíéóü�ç�á Chebyshev¸ó�ù ç �.ì. × ìå ðåðåñáóìÝíç ìÝóç �éìÞ � êáé äéáóðïñÜ �2. Ôü�å ãéáêÜèå � > 0 éó÷ýåé ç áíéóü�ç�áP (|X − �|) ≥ �) ≤ �2�2
: (4.2)Áðüäåéîç: Áöïý (× − �)2 åßíáé ìßá ìÞ áñíç�éêÞ �.ì. ìðïñïýìå íá åöáñ-ìüóïõìå �çí áíéóü�ç�á Markov ìå � = �2. ¸÷ïõìåP (|X − �|) ≥ �) = P [(X − �)2 ≥ �2] ≤ E(X − �)2�2

=
�2�2

:�ïëëÝò öïñÝò ç áíéóü�ç�á Chebyshev óõíáí�Ü�áé ó�éò áêüëïõèåò ìïñöÝò:P (|X − �| ≥ ��) ≤ 1�2êáé P (|X − �| ≤ ��) ≥ 1 − 1�2
:Ìßá óçìáí�éêÞ åöáñìïãÞ �çò áíéóü�ç�áò Chebyshev åßíáé �ï åîÞò ðüñéóìá:�üñéóìá 4.1. ¸ó�ù ç �.ì × ìå Å(×) êáé V (X) = 0. Ôü�åP (X = E(X)) = 1:Ôï ðüñéóìá ëÝåé ü�é áí ç äéáóðïñÜ ìéáò �.ì. × åßíáé ìçäÝí, �ü�å ç �.ì.ðáßñíåé ìüíï ìßá �éìÞ ðïõ åßíáé êáé ç ìÝóç �éìÞ �çò. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç ×åßíáé ìßá åêöõëéóìÝíç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ.�áñáäåßãìá�á1. ¸ó�ù ü�é ï ìÝóïò ÷ñüíïò óõíå÷ïýò ëåé�ïõñãßáò åíüò ìç÷áíÞìá�ïò åßíáé1000 þñåò. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á �ï ìç÷Üíçìá íá ëåé�ïõñãÞóåé óõíå÷þòðåñéóóü�åñï áðü 1100 þñåò ðïõ áðáé�åß ìßá óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá;



4.1 Áíéóü�ç�åò-Óõãêëßóåéò 133Åó�ù × ï ÷ñüíïò óõíå÷ïýò ëåé�ïõñãßáò �ïõ ìç÷áíÞìá�ïò. Äåí ãíùñßæïõìå�çí ó.ð.ð. �çò �.ì. × êáé åðïìÝíùò äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áêñéâþò�çí ðéèáíü�ç�á. Åöáñìüæïí�áò �çí áíéóü�ç�á Markov Ý÷ïõìåP (X > 1100) ≤ 1000

1100
= 0; 90Ìå �çí áíéóü�ç�á Markov Ý÷ïõìå �çí ðëçñïöïñßá ü�é ç ðéèáíü�ç�á �ïõåíäå÷ïìÝíïõ {× > 1100} åßíáé ìéêñü�åñç áðü 0.90.2. ¸ó�ù ç �.ì. × ðïõ áêïëïõèåß �çí ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ó�ï äéÜó�çìá(0,10). �ïéá åßíáé ç áêñéâÞò �éìÞ �çò ðéèáíü�ç�áò P (|X − 5| > 4) êáé ðïéáðëçñïöïñßá ìáò äßíåé ç áíéóü�ç�á Chebyshev;Ç áêñéâÞò �éìÞ åßíáéP (|X − 5| > 4) = 1 − P (|X − 5| ≤ 4) = 1 − P (−4 < X − 5 < 4)

= 1 − P (1 < X < 9) = 1 −
∫ 9

1

1

10
dx = 1 − 8=10 = 0; 20:�íùñßæïõìå ü�é Å(×)=10/2=5 êáé V (X) = �2 = 25=3. Åöáñìüæïí�áò�çí áíéóü�ç�á Chebyshev Ý÷ïõìå �ï åîÞò Üíù öñÜãìá ãéá �çí ðéèáíü�ç�á ðïõæç�Üìå P (|X − 5| > 4) ≤ 25=3

16
= 0; 52:Ó�ï÷áó�éêÞ ÓýãêëéóçÁò èåùñÞóïõìå �ï åîÞò ðáñÜäåéãìá ãéá íá ðñïóåããßóïõìå �çí Ýííïéá �çòó�ï÷áó�éêÞò óýãêëéóçò (âë. Fisz (1963)):¸ó�ù ç �.ì. Õ� ðïõ ðáßñíåé �éò �éìÝò {0; 1� ; 2� ; : : : ; �−1� ; 1} ìå ðéèáíü�ç�åòP (Y� =

r� ) = (
�r )

1

2� ; r = 0; 1; : : : ; �:¸ó�ù �þñá ç �.ì. ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò:×� = Y� − 1

2
:Ç �.ì. ×� ðáßñíåé �éò �éìÝò {−1

2 ; 2−�
2� ; : : : ; 1

2} ìå ðéèáíü�ç�åòP (X� =
r� − 1

2
) = (

�r )
1

2� r = 0; 1; : : : ; �:



134 ÊåöÜëáéï 4�éá í = 2 ïé �éìÝò �çò �.ì. ×2 åßíáé
{−0; 5; 0; 0; 5}ìå áí�ßó�ïé÷åò ðéèáíü�ç�åò
0; 25; 0; 5; 0; 25:¸ó�ù å = 0; 3. ¸÷ïõìåP (|X2| > 0; 3) = 0; 25 + 0; 25 = 0; 5:�éá í = 5 ïé �éìÝò �çò �.ì. ×5 åßíáé

{−0; 5; −0; 3; −0; 1; 0; 1; 0; 3; 0; 5}ìå áí�ßó�ïé÷åò ðéèáíü�ç�åò
1=32; 5=32; 10=32; 10=32; 5=32; 1=32êáé P (|X5| > 0; 3) = 0; 0625�éá í = 10 ïé �éìÝò �çò �.ì. ×10 åßíáé

{−0; 5; −0; 4; −0; 3; 0; 2; −0; 1; 0; 1; 0; 2; 0; 3; 0; 4; 0; 5}ìå áí�ßó�ïé÷åò ðéèáíü�ç�åò
{ 1=1024; 10=1024; 45=1024; 120=1024; 120=1024;

210=1024; 210=1024; 252=1024; 210=1024; : : :}êáé P (|X10| > 0; 3) = 0; 02:�áñá�çñïýìå ü�é êáèþò �ï í ìåãáëþíåé ç ðéèáíü�ç�á ìéêñáßíåé ãéá ó�áèåñüå êáé ãéá í → ∞ ç ðéèáíü�ç�á �åßíåé ó�ï ìçäÝí. Åßìáó�å Ý�ïéìïé íá äþóïõìå�ïí áêüëïõèï ïñéóìü:Ïñéóìüò 4.1. Ç áêïëïõèßá �ùí �.ì. {×í} óõãêëßíåé ó�ï÷áó�éêÜ ó�ï ìçäÝíáí ãéá êÜèå å éó÷ýåé ç ó÷Ýóç
lim�→∞

P (|X� | > ") = 0:



4.1 Áíéóü�ç�åò-Óõãêëßóåéò 135�áñá�Þñçóç: Áí ç {×í} óõãêëßíåé ó�ï÷áó�éêÜ ó�ï ìçäÝí áõ�ü äåí óç-ìáßíåé ü�é ãéá êÜèå å > 0; ∃í0 : ∀í > í0 éó÷ýåé ç ó÷Ýóç |×í| < å. Áðü �ïíïñéóìü Ý÷ïõìå ü�é ç ðéèáíü�ç�á �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ {|×í| < å} �åßíåé ó�ïìçäÝí êáèþò í → ∞.Ïñéóìüò 4.2. Ç áêïëïõèßá �ùí �.ì. {×í} óõãêëßíåé ó�ï÷áó�éêÜ (Þ êá�Üðéèáíü�ç�á) ó�çí �.ì. × ü�áí í → ∞ áí ãéá ïðïéïäÞðï�å å > 0 éó÷ýåé ü�é
lim�→∞

P (|X� −× | ≤ ") = 1;Þ éóïäýíáìá
lim�→∞

P (|X� −× | > ") = 0:ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå ×í P−→ X. Ôï ãñÜììá \P" ðñïÝñ÷å�áé áðü �ç ëÝîç\probability" ðïõ óçìáßíåé ðéèáíü�ç�á.Ïñéóìüò 4.3. Ç áêïëïõèßá �ùí �.ì. {×í} óõãêëßíåé êá�Ü êá�áíïìÞ Þ êá�ÜÍüìï ó�çí �.ì. × áí ç áêïëïõèßá �ùí áèñïéó�éêþí óõíáñ�Þóåùí êá�áíïìÞò
{F�(x)} óõãêëßíåé ó�çí áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò FX(x) êáèþò � →
∞, äçë.,

lim�→∞

F�(x) = F (x);ãéá êÜèå x ∈ R ðïõ ç F (x) åßíáé óõíå÷Þò.ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå ×í N−→ X.Ïñéóìüò 4.4. Ç áêïëïõèßá �ùí �.ì. {×í} óõãêëßíåé ìå ðéèáíü�ç�á 1 Þó÷åäüí âÝâáéá ó�çí �.ì. ×, äçë.,P ( lim�→∞

X� = X) = 1áí ãéá êÜèå å > 0 éó÷ýåé ç ó÷Ýóç
lim�→∞

P (|X� −X| ≥ " ãéá Ýíá �ïõë.� ≥ �) = 0:ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå ×í �:�−→ X.



136 ÊåöÜëáéï 4�áñá�Þñçóç: Áðü �éò ðáñáðÜíù óõãêëßóåéò ç �åëåõ�áßá åßíáé ç éó÷õñü-�åñç.Ó�ï óçìåßï áõ�ü åßíáé áðáñáß�ç�ï íá äþóïõìå �ïõò åîÞò ïñéóìïýò ðïõáöïñïýí óå �õ÷áßï äåßãìá áðü êá�áíïìÞ:Ïñéóìüò 4.5. Ïé �.ì ×1; : : : ; X� áðï�åëïýí �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò � áðü�çí êá�áíïìÞ FX(x) �çò �.ì. ×, áí Ý÷ïõí �çí ßäéá êá�áíïìÞ ìå �çí �.ì. ×êáé åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, äçë., ç áðü êïéíïý á.ó.ê. �ïõò äßíå�áé áðü �ç ó÷ÝóçFX1;:::;X� (x1; : : : ; x�) = P (X1 ≤ x1; : : : ; X� ≤ x�)
= P (X ≤ x1; : : : ; X ≤ x�) = FX(x1) × : : :× FX(x�)Þ éóïäýíáìá fX1;:::;X� (x1; : : : ; x�) = fX(x1) × : : :× fX(x�);üðïõ fX(x) ç ó.ð.ð. �çò �.ì. ×.Ïñéóìüò 4.6. Ïé �.ì. ×1; : : : ; X� (áíåîÜñ�ç�åò Þ ü÷é), ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí�çí ßäéá êá�áíïìÞ êáëïýí�áé éóüíïìåò.�üñéóìá 4.2. ¸ó�ù �ï �õ÷áßï äåßãìá ×1; : : : ; X� áðü �çí êá�áíïìÞFX(x), ç ïðïßá Ý÷åé ìÝóç �éìÞ � êáé äéáóðñïñÜ �2. Áí×̄� =

1� �
∑�=1

X�; (4.3)�ü�å Å(×̄�) = �; V (×̄�) =
�2� : (4.4)Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéþí�áò �éò éäéü�ç�åò ìÝóçò �éìÞò êáé äéáóðïñÜò êá-èþò êáé ü�é ïé �.ì. åßíáé áíåîÜñ�ç�åò Ý÷ïõìåÅ(×̄�) = Å(

1� �
∑�=1

X�) =
1�Å(

�
∑�=1

X�) =
1� �� = �êáé V (×̄�) = V (

1� �
∑�=1

X�) =
1�2
V (

�
∑�=1

X�) =
1�2
��2 =

�2� :



4.1 Áíéóü�ç�åò-Óõãêëßóåéò 137Íüìïé �ùí ÌåãÜëùí ÁñéèìþíÍüìïò �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí �ïõ Chebyshev¸ó�ù ïé áíåîÜñ�ç�åò �.ì. ×1; : : : ; X� ìå Å(×�) = �� êáé V (X�) = �2�,� = 1; : : : ; � êáé Ýó�ù ü�é
lim�→∞

1�2

�
∑�=1

�2� = 0:Tü�å
lim�→∞

(×̄� − �̄�) = 0;üðïõ ×̄� = 1� ∑��=1 X� êáé �̄� = 1� ∑��=1 ��.O Nüìïò áõ�üò åßíáé ãíùó�üò ùò áóèåíÞò Íüìïò �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí.Ç áðüäåéîç ó�çñßæå�áé ó�çí áíéóü�ç�á Chebyshev.Íüìïò �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí �ïõ Khint
hin¸ó�ù ïé áíåîÜñ�ç�åò êáé éóüíïìåò �.ì. ×1; : : : ; X� ìå Å(×�) = � � =
1; : : : �. Ôü�å ×̄� P−→ �:O Nüìïò áõ�üò åßíáé éó÷õñü�åñïò áðü �ïí ðñïçãïýìåíï áöïý äåí õðïèÝ-�ïõìå �çí ýðáñîç �ùí äéáóðïñþí �ùí �.ì. Õðåíèõìßæïõìå ü�é ç óýãêëéóç áõ�Þåßíáé êá�Ü ðéèáíü�ç�á Þ ó�ï÷áó�éêÞ. Ï åðüìåíïò Íüìïò åßíáé áêüìá éó÷õñü-�åñïò.Ió÷õñüò Íüìïò �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí¸ó�ù ïé áíåîÜñ�ç�åò êáé éóüíïìåò �.ì. ×1; : : : ; X� ìå Å(×�) = � � =
1; : : : �. Ôü�å ×̄� ó:â:−→ �:Ç áðüäåéîç ó�çñßæå�áé ó�çí áíéóü�ç�á Kolmogorov ãéá �çí ïðïßá ðá-ñáðÝìðïõìå �ïí áíáãíþó�ç ó�ç ó÷å�éêÞ âéâëéïãñáößá. Ôïíßæïõìå ü�é ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ Ý÷ïõìå �çí ðéï éó÷õñÞ óýãêëéóç ìå ðéèáíü�ç�á 1 Þ ó÷åäüíâÝâáéá.�éá íá åîçãÞóïõìå êÜðùò �ïí Éó÷õñü Íüìï áò èåùñÞóïõìå �ï åîÞò ðáñÜ-äåéãìá: ¸ó�ù ü�é Ýíá ðåßñáìá �ý÷çò åðáíáëáìâÜíå�áé í öïñÝò êáé ïé åðáíá-ëÞøåéò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ç ìßá �çò Üëëçò (ð.÷. Ýíá íüìéóìá ñß÷íå�áé í öïñÝò).



138 ÊåöÜëáéï 4¸ó�ù ü�é óå êÜèå åðáíÜëçøç åíäéáöåñüìáó�å áí óõìâáßíåé �ï åíäå÷üìåíï Á,ãéá �ï ïðïßï Ý÷ïõìå P (A) = p. Ïñßæïõìå �éò �.ì.X� =

{

1 áí óõìâáßíåé �ï Á
0 áí �ï Á äåí óõìâáßíåé � = 1; : : : ; �Áðü �ïí Éó÷õñü Íüìï �ùí ÌåãÜëùí Áñéèìþí Ý÷ïõìå ü�éX1 + : : : +X�� �→∞−→ E(X) = P (A) = pÁðü �ïí ïñéóìü �ùí �.ì. ×� Ý÷ïõìå ü�é �ï Üèñïéóìá ×1 + : : : ;+X� åßíáé ïáñéèìüò åìöáíßóåùí �ïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á ó�éò ðñþ�åò í åðáíáëÞøåéò �ïõ ðåéñÜ-ìá�ïò �ý÷çò. Ï Éó÷õñüò Íüìïò äçëþíåé ü�é ìå ðéèáíü�ç�á 1 ïñéáêÜ ç áíáëïãßá�ïõ ÷ñüíïõ ðïõ �ï åíäå÷üìåíï Á óõìâáßíåé åßíáé p.ÔÝëïò, óçìåéþíïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí êáé Üëëïé Íüìïé ÌåãÜëùí Áñéèìþí, êá-èþò êáé Áíéóü�ç�åò ÷ñÞóéìåò �üóï ãéá �ç èåùñç�éêÞ �ïõò äõíáìéêÞ, üóï êáéãéá �çí åöáñìïóéìü�ç�á �ïõò. ÁíáöÝñáìå �éò ðéï óõíÞèåéò êáé óçìáí�éêÝò.4.2 Êåí�ñéêÜ ÏñéáêÜ ÈåùñÞìá�áÊåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá �ùí Lindeberg-Levy¸ó�ù ç áêïëïõèßá �ùí áíåîáñ�Þ�ùí êáé éóïíüìùí �.ì. X� ; � = 1; 2; : : :ìå Å(×�) = � êáé V (×�) = �2 < ∞; � = 1; 2; : : :. ¸ó�ù ç áêïëïõèßá �ùí�õðïðïéçìÝíùí ìÝóùí Z� =

X̄� − ��=√� ; � = 1; 2; : : : :êáé ç áí�ßó�ïé÷ç áêïëïõèßá �ùí óõíáñ�Þóåùí êá�áíïìÞòF�(z); � = 1; 2; : : : :Ôü�å
lim�→∞

F�(z) = Φ(z) =

∫ z
−∞

1√
2�e−y2=2dy;üðïõ Φ(z) ç áèñïéó�éêÞ óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò �çò ÊáíïíéêÞò êá�áíïìÞò.



4.2 Êåí�ñéêÜ ÏñéáêÜ ÈåùñÞìá�á 139To Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá èåùñåß�áé �ï êïñõöáßï áðï�Ýëåóìá �çò èåù-ñßáò �éèáíï�Þ�ùí. Ìå áðëÜ ëüãéá �ï èåþñçìá ëÝåé ü�é: Áí Ý÷ïõìå ìßá áêïëïõ-èßá áíåîáñ�Þ�ùí êáé éóïíüìùí �.ì. ð.÷. Poisson ìå ðáñÜìå�ñï ë Þ Åêèå�éêÝòìå ðáñÜìå�ñï è, Þ ïìïéüìïñöåò ó�ï äéÜó�çìá [á,â℄, Þ ê.ë.ð., �ü�å èåùñþí�áò�ïí ìÝóï ×̄í êáé �õðïðïéþí�áò, äçë., áöáéñþí�áò �ç ìÝóç �éìÞ êáé äéáéñþí�áòìå �çí �õðéêÞ áðüêëéóç, âë. ðüñéóìá 4.2, ç íÝá áêïëïõèßá ðïõ äéáìïñöþíå�áéóõãêëßíåé êá�Ü íüìï ó�çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ. Áõ�üò åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ èåùñåß�áé ç ðéï óçìáí�éêÞ êá�áíïìÞ ó�ç Èåùñßá �éèáíï-�Þ�ùí. Ç áðïäåéê�éêÞ äéáäéêáóßá åßíáé ðïëý áðáé�ç�éêÞ êáé ðÝñáí �ïõ óêïðïýáõ�ïý �ïõ âéâëßïõ. �áñáðÝìðïõìå ó�ç ó÷å�éêÞ âéâëéïãñáößá ãéá ðåñáé�Ýñù åì-âÜèõíóç. Ó�ç óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå ìßá Üëëç äéá�ýðùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò , çïðïßá óõíáí�Ü�áé óõ÷íÜ ó�éò åöáñìïãÝò êáé Ý÷åé ùò åîÞò:Áí áí�ß ãéá �çí áêïëïõèßá �ùí �õðïðïéçìÝíùí ìÝóùí èåùñÞóïõìå �çí áêï-ëïõèßá �ùí �õðïðïéçìÝíùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùíZ� =
X1 + : : : +X� − ���√� ; � = 1; 2; : : : ;�ü�å ç áêïëïõèßá �ùí á.ó.ê. F�(z) �ùí �.ì. Æí óõãêëßíåé ó�çí á.ó.ê. �çòÔõðïðïéçìÝíçò ÊáíïíéêÞò êá�áíïìÞò Φ(z). Äçë., Ý÷ïõìå ü�éÆ� �→∞−→ Z;üðïõ Æ ∼ Í(0; 1):Äéá�õðþíïõìå �çí ðñþ�ç åêäï÷Þ �ïõ êåí�ñéêïý ïñéáêïý èåùñÞìá�ïò ðïõïöåßëå�áé ó�ïõò De Moivre êáé Lapla
e êáé áöïñÜ ó�ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ.Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá �ùí De Moivre-Lapla
e¸ó�ù ìßá áêïëïõèßá Õ� áíåîáñ�Þ�ùí êáé éóïíüìùí �.ì. Bernoulli êáé çáêïëïõèßá ×� = Y1 + : : : + Y� ; � = 1; 2; : : :, äçë., ï áñéèìüò �ùí åðé�õ÷éþíó�éò í äïêéìÝò. Ç áêïëïõèßá �ùí �õðïðïéçìÝíùí ×�Æ� =

X� − �p
√�p(1 − p) ; � = 1; 2; : : :óõãêëßíåé êá�Ü Íüìï Þ êá�Ü êá�áíïìÞ ó�çí ÔõðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ.¼ðùò ãíùñßæïõìå ç �.ì. ×� áêïëïõèåß �ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñá-ìÝ�ñïõò (í; p). ¸ó�ù ü�é æç�Üìå �çí ðéèáíü�ç�áP (� ≤ X� ≤ �); �; � ó�áèåñÝò êáé � < �:



140 ÊåöÜëáéï 4Ôü�å óýìöùíá ìå �ï ðáñáðÜíù èåþñçìá Ý÷ïõìå
lim�→∞

P (� ≤ X� ≤ �) = lim�→∞

P (
�− �p

√�p(1 − p) ≤ X� − �p
√�p(1 − p) ≤ � − �p

√�p(1 − p))

= lim�→∞

P (
�− �p

√�p(1 − p) ≤ Z� ≤ � − �p
√�p(1 − p))

= Φ(
� − �p

√�p(1 − p)) − Φ(
�− �p

√�p(1 − p))Þ ü�é P (� ≤ X� ≤ �) ≈ Φ(
� − �p

√�p(1 − p)) − Φ(
�− �p

√�p(1 − p)):¸÷åé ðáñá�çñçèåß ü�é ç ðñïóÝããéóç �çò ÄéùíõìéêÞò êá�áíïìÞò áðü �çíÍ(0,1) åßíáé êáëý�åñç áí áí�ß ãéá � ðáßñíïõìå �ï � − 1=2 êáé áí�ß ãéá âðáßñíïõìå �ï â + 1=2. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ êáëåß�áé äéüñèùóç óõíÝ÷åéáò. Ïëüãïò ðïõ óõìâáßíåé áõ�ü åßíáé ãéá�ß ðñïóåããßæïõìå ìßá äéáêñé�Þ �.ì. áðü ìßáóõíå÷Þ (ÄéùíõìéêÞ áðü Í(0,1)).�áñáäåßãìá�á1. Áò èåùñÞóïõìå 100 ñßøåéò åíüò áìåñüëçð�ïõ íïìßóìá�ïò. ¸ó�ù ç �.ì.Õí ðïõ ðáßñíåé �çí �éìÞ 1 áí êá�Ü �ç í-ïó�Þ ñßøç �ï íüìéóìá öÝñåé êåöáëÞêáé 0 áí öÝñåé ãñÜììá�á. ¸ó�ù ç �.ì. ×100 ï áñéèìüò �ùí êåöáëþí ðïõåìöáíßæïí�áé ó�éò 100 ñßøåéò. �ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á P (50 ≤ X100 ≤ 60);Ç �.ì. ×100 ðáßñíåé �éò �éìÝò {0; 1; : : : ; 100} êáé åßíáé Å(×100) = 100×1=2 =
50 êáé V (X100) = 100 × 1=2 × 1=2 = 25. Åöáñìüæïí�áò �ï êåí�ñéêü ïñéáêüèåþñçìá �ùí De Moivre-Lapla
e Ý÷ïõìåP (50 ≤ X100 ≤ 60) = P (

50 − 50

5
≤ X100 − 50

5
≤ 60 − 50

5
)

= P (0 ≤ Z� ≤ 2) ≈ Φ(2) − Φ(0)

= 0; 9772 − 0; 8413 = 0; 1359:2. Áò èåùñÞóïõìå ìßá áêïëïõèßá áíåîáñ�Þ�ùí êáé éóïíüìùí �.ì. ÕíBernoulli ìå ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò 1/2. ¸ó�ù ×25 = Õ1 + : : : + Y25. ÅßíáéÅ(×25) = 25 × 1=2 = 12; 5 êáé V (X25 = 25 × 1=2 × 1=2 = 6; 25. Æç�ïýìå �çíðéèáíü�ç�á P (8 ≤ X25 ≤ 15).



4.2 Êåí�ñéêÜ ÏñéáêÜ ÈåùñÞìá�á 141á) Õðïëïãßæïõìå �çí ðéèáíü�ç�á ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ êáé�ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò ðßíáêåò �éìþí �çò. ¸÷ïõìåP (8 ≤ X25 ≤ 15) =
15

∑�=8

(
25� )(1=2)25 = 0; 8636:â)×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðñïóÝããéóç áðü �çí ÔõðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êá�á-íïìÞ Ý÷ïõìåP (8 ≤ X25 ≤ 15) = P (

8 − 12; 5
2; 5 ≤ X25 − 12; 5

2; 5 ≤ 15 − 12; 5
2; 5 )

= P (−1; 8 ≤ X25 − 12; 5
2; 5 ≤ 1) ≈ Φ(1) − Φ(−1; 8)

= 0; 8413 − (1 − 0; 9641) = 0; 8054�áñá�çñïýìå ü�é �ï óöÜëìá ðïõ êÜíïõìå ìå �çí ðñïóÝããéóç åßíáé 0,8636-0,8054=0,0582.ã)Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åöáñìüóïõìå �ç äéüñèùóç óõíÝ÷åéáò ãéá íá äéáðéó�þ-óïõìå �ç êáëõ�Ýñåõóç �çò ðñïóÝããéóçò.P (8 ≤ X25 ≤ 15) = P (
8 − 12; 5 − 0; 5

2; 5 ≤ X25 − 12; 5
2; 5 ≤ 15 − 12; 5 + 0; 5

2; 5 )

= P (−2 ≤ X25 − 12; 5
2; 5 ≤ 1; 2) ≈ Φ(1; 2) − Φ(−2)

= 0; 8849 − 1 + 0; 9772 = 0; 8621Ôï óöÜëìá �þñá åßíáé 0,8636-0,8621=0,0015, �ï ïðïßï åßíáé êá�Ü ðïëýìéêñü�åñï áðü �çí ðñïçãïýìåíç ðñïóÝããéóç.3.¸ó�ù 100 üìïéåò ëõ÷íßåò �ùí ïðïßùí ï ÷ñüíïò æùÞò, óå þñåò, åßíáé �.ì.× ðïõ áêïëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï è = 1=500 êáé ïé ïðïßåòëåé�ïõñãïýí áíåîÜñ�ç�á ç ìßá �çò Üëëçò. ¸ó�ù S100 = X1 + : : : + X100 ïóõíïëéêüò ÷ñüíïò æùÞò �ùí 100 ëõ÷íéþí. Æç�ïýìå �çí ðéèáíü�ç�á P (S100 >
60000).�áñá�çñïýìå ü�é áí ×ê åßíáé ï ÷ñüíïò æùÞò �çò ê-ëõ÷íßáò, �ü�å Å(×ê) =
500 êáé V (Xk) = 5002. ¢ñá Å(S100) = 50000 êáé V (S100) = 1005002 ëüãùáíåîáñ�çóßáò. Åöáñìüæïí�áò �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá Ý÷ïõìåP (S100 > 60000) = P (S100 > 60000) = 1 − P (S100 ≤ 60000)

= 1 − P (
S100 − 50000

5000
≤ 60000 − 50000

5000
)

= 1 − P (
S100 − 50000

5000
≤ 2)

≈ 1 − Φ(2) = 1 − 0; 9772 = 0; 0228:



142 ÊåöÜëáéï 44. ÓõíÝ÷åéá �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìá�ïò:�ïéá åßíáé ç ðéèáíü�ç�á óåÝíá �õ÷áßï äåßãìá 200 ëõ÷íéþí íá âñåèïýí �ï ðïëý 10 ìå ÷ñüíï æùÞò ìéêñü�åñïáðü 300 þñåò;¸ó�ù ç äß�éìç �.ì. Bernoulli ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò:Õ� =

{

1 áí×� < 300
0 áí×� ≥ 300

; � = 1; : : : ; 200êáé Ýó�ù ç �.ì. S200 = Y1 + : : : ; Y200. Æç�ïýìå �çí ðéèáíü�ç�á P (S200 ≤ 10).Åßíáé öáíåñü ü�é ç �.ì. S200 ùò Üèñïéóìá äé�ßìùí Bernoulli áêïëïõèåß �çÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò í = 200 êáé p = P (X < 300). Áòõðïëïãßóïõìå �çí P (X < 300). EßíáéP (X < 300) =

∫ 300

0
(1=500)e−(1=500)xdx = 1 − e−3=5 = 0; 45:¢ñá Å(S200) = 200 × 0; 45 = 90 êáé V (S200) = 200 × 0; 45 × 0; 55 =

49; 5 ≈ 7. Åöáñìüæïí�áò �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá �ùí De Moivre-Lapla
e Ý÷ïõìåP (S200 ≤ 10) = P (
S200 − 90

7
≤ 10 − 90

7
)

= P (
S200 − 90

7
≤ −11; 43) ≈ Φ(−11; 43)

= 1 − Φ(11; 43) ≈ 1 − 1 = 0:5.¸ó�ù Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò � = 25 áðü �çí êá�áíïìÞ ìå ó.ð.ð.f(x) = x3=4; 0 < x < 2. Æç�Üìå �çí ðéèáíü�ç�á P (1; 5 < X25 < 1; 7). Áñ÷éêÜõðïëïãßæïõìå �ç Å(×) êáé �ç V(X). Åßíáé Å(×)=1,6 êáé V(X)=8/75. Áðü�éò ó÷Ýóåéò 3 êáé 4 Ý÷ïõìå ü�é E(X25) = 1; 6 V (X25) = (8=75)2
25 = 0; 06531.Ôõðïðïéþí�áò êáé åöáñìüæïí�áò �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá Ý÷ïõìåP (1; 5 < X25 < 1; 7) = P (

1; 5 − 1; 6
0; 06531

< X25 − 1; 6
0; 06531

< 1; 7 − 1; 6
0; 06531

)

= P (−1; 531 < Z25 < 1; 531) ≈ Φ(1; 531) − Φ(−1; 531)

= 2Φ(1; 531) − 1 = 2 × 0; 9370 − 1 = 0; 874:



ÊåöÜëáéï 5Åê�éìç�éêÞ1. ÅéóáãùãÞÓ�á ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá áó÷ïëçèÞêáìå ìå óõãêåêñéìÝíåò óõíáñ�Þóåéòêá�áíïìþí �ùí ïðïßùí ïé ðáñÜìå�ñïé åßíáé ãíùó�ïß åê �ùí ðñï�Ýñùí. Ó�éò ðñá-ê�éêÝò åöáñìïãÝò, ç êá�áíïìÞ êáé ïé ó÷å�éêÝò ìå áõ�Þí ðáñÜìå�ñïé ðñÝðåé íáåê�éìçèïýí áðü óõãêåêñéìÝíá äåäïìÝíá êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíá áðü �ï óýíïëïðñáãìá�éêþí äåäïìÝíùí ðïõ áöïñïýí óå üëï �ïí ðëçèõóìü �ïõ ïðïßïõ äéå-ñåõíïýìå óõãêåêñéìÝíá ÷áñáê�çñéó�éêÜ. Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí ðëçèõóìü �ïõïðïßïõ �á ìÝëç Ý÷ïõí êÜðïéï Þ êÜðïéá ÷áñáê�çñéó�éêÜ, �á ïðïßá ìáò åíäéáöÝ-ñïõí êáé åðéèõìïýìå íá �á ìå�ñÞóïõìå. �éá ðáñÜäåéãìá, ðëçèõóìüò ìðïñåß íáèåùñçèïýí üëïé ïé åíÞëéêåò ìéáò ðüëçò êáé ÷áñáê�çñéó�éêÜ ìðïñïýí íá èåùñç-èïýí �ï å�Þóéï åéóüäçìÜ �ïõò, ïé þñåò åñãáóßáò �ïõò çìåñçóßùò, �ï ìïñöù�éêüåðßðåäü �ïõò, ç ÷ñçóéìïðïßçóç Ç/Õ, ðùò ÷ñçóéìïðïéïýí �ïí åëåýèåñï ÷ñüíï�ïõò ê.ë.ð. Åðßóçò, ðëçèõóìüò ìðïñåß íá èåùñçèåß ç åâäïìáäéáßá ðáñáãùãÞó�ïé÷åßùí Þ åîáñ�çìÜ�ùí õøçëÞò �å÷íïëïãßáò ìéáò å�áéñßáò êáé ÷áñáê�çñé-ó�éêü ìðïñåß íá èåùñçèåß ï ÷ñüíïò æùÞò �ïõò Þ ç áí�áðïêñéóéìü�ç�Ü �ïõò óåóõãêåêñéìÝíåò ðñïäéáãñáöÝò. Ôï êÜèå ìÝëïò �ïõ ðëçèõóìïý ìáò äßíåé ãéá êÜèå÷áñáê�çñéó�éêü óõãêåêñéìÝíç �éìÞ êáé üëåò ïé �éìÝò ðïõ ðáßñíïõìå åßíáé �éìÝòìéáò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò ðïõ ðåñéãñÜöåé áõ�ü �ï ÷áñáê�çñéó�éêü.Ó�éò ðåñéóóü�åñåò åöáñìïãÝò, ç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò áõ�Þò �çò �õ÷áßáòìå�áâëç�Þò åßíáé åí�åëþò Üãíùó�ç êáé �ï íá åîå�áó�åß üëïò ï ðëçèõóìüò åí�å-ëþò áóýìöïñç äéáäéêáóßá. ¸�óé, áõ�ü ðïõ åðé÷åéñåß�áé åßíáé íá åîá÷èïýí êÜ-ðïéá óõìðåñÜóìá�á ãéá �çí êá�áíïìÞ áõ�Þ ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíá êá�ÜëëçëáåðéëåãìÝíï õðïóýíïëï �ïõ ðëçèõóìïý êáé �á ó÷å�éêÜ äåäïìÝíá ðïõ ìáò ðá-ñÝ÷åé. Ôï õðïóýíïëï áõ�ü êáëåß�áé äåßãìá êáé ç ìáèçìá�éêÞ äéáäéêáóßá ðïõåðé�õã÷Üíåé áõ�ü �ï óêïðü êáëåß�áé ó�á�éó�éêÞ óõìðåñáóìá�ïëïãßá.Ç äéáäéêáóßá åðéëïãÞò �ïõ äåßãìá�ïò ðñÝðåé íá ðëçñïß �á åîÞò äýï ðñïöáíÞêñé�Þñéá: �ñþ�ïí, êáèþò �ï ìÝãåèïò �ï äåßãìá�ïò áõîÜíå�áé, ç åê�ßìçóç �ïõ



144 ÊåöÜëáéï 5÷áñáê�çñéó�éêïý ðëçóéÜæåé�çí ðñáãìá�éêÞ �ïõ �éìÞ, ìå ðëÞñç �áý�éóç áí �ïäåßãìá áðï�åëåß�áé áðü ïëüêëçñï �ïí ðëçèõóìü. Äåý�åñï, üðïéï êáé áí åß-íáé �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò , �ï äåßãìá ðñÝðåé íá åßíáé \áí�éðñïóùðåõ�éêü"�ïõ ðëçèõóìïý. Áõ�Ü �á äýï åðéèõìç�Ü êñé�Þñéá (ðïõ äåí ðëçñïýí�áé ðÜí�á)�çò äåéãìá�ïëçð�éêÞò äéáäéêáóßáò èá ìáò ïäçãÞóïõí ó�ïõò ïñéóìïýò äýï óç-ìáí�éêþí éäéï�Þ�ùí ìéáò åê�ßìçóçò ðïõ êáëïýí�áé óõíÝðåéá êáé áìåñïëçøßááí�ßó�ïé÷á, üðùò èá äïýìå ó�ç óõíÝ÷åéá.2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí¼�áí áíáöÝñïõìå ü�é ï ðëçèõóìüò áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ F (x), åííïïýìåü�é åíäéáöåñüìáó�å íá ìåëå�Þóïõìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü X �ùí ìåëþí �ïõ ðëç-èõóìïý êáé ü�é áõ�ü �ï ÷áñáê�çñéó�éêü X åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ìå êá�áíïìÞF (x). �éá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå ùò ðëçèõóìü �ç ìçíéáßá ðáñáãùãÞ å�áé-ñåßáò ãéá 
hips Ç/Õ êáé ÷áñáê�çñéó�éêü X �ï ÷ñüíï æùÞò �ïõò. Ç X åßíáé�õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõ áêïëïõèåß ìßá êá�áíïìÞ F (x) ãéá �çí ïðïßá äåí ãíùñß-æïõìå �ç ìÝóç �éìÞ êáé �ç äéáóðïñÜ �çò êáé åíäéáöåñüìáó�å íá åê�éìÞóïõìåáõ�Ýò �éò ðáñáìÝ�ñïõò, ðïõ üðùò ãíùñßæïõìå åßíáé ïé ðéï óçìáí�éêÝò. ËáìâÜ-íïí�áò Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü �çí ðáñáãùãÞ êáé åîå�Üæïí�áò �ï êÜèå 
hipùò ðñïò �ï ÷ñüíï æùÞò �ïõ èá Ý÷ïõìå ìßá óõëëïãÞ äåäïìÝíùí x1; x2; : : : ; xn.ÊÜèå xi åßíáé �éìÞ ìéáò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò Xi. Ôï óýíïëï �ùí �õ÷áßùí ìå�á-âëç�þí X1; : : : ; Xn áðï�åëåß Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü �ïí ðëçèõóìü. ¼ðùòáíáöÝñáìå ó�çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, �ï äåßãìá ìáò ðñÝðåé íá åßíáé \áí�é-ðñïóùðåõ�éêü". Áõ�ü ìáò ïäçãåß ó�ïí åîÞò ïñéóìü:Ïñéóìüò 5.1 Ôï óýíïëï �ùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí X1; : : : ; Xn áðï�åëåßÝíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü �ïí ðëçèõóìü ìå êá�áíïìÞ F (x), áí åßíáéáíåîÜñ�ç�åò êáé éóüíïìåò ìå FXi(x) = F (x);∀i êáé ∀x. ℄Eäþ ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ü�é ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò äåí éó÷ýåé áí ç äåéãìá-�ïëçøßá (ëÞøç �ïõ äåßãìá�ïò) Ý÷åé ãßíåé ÷ùñßò åðáíÜèåóç áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíïðëçèõóìü ìåãÝèïõò Í , áöïý �ü�å ç åîáãùãÞ åíüò ó�ïé÷åßïõ áðü �ïí ðëçèõóìüìðïñåß íá áëëïéþóåé �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ãéá �ï ïðïßï åíäéáöåñüìáó�å. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ ç áíåîáñ�çóßá �ïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý áí�éêáèßó�á�áé áðü �çíåîÞò óõíèÞêç:P (X1 = x1; X2 = x2; : : : ; Xn = xn) =
1N · 1N − 1

· · · · · 1N − n+ 1
=

(N − n)!N !Ó�ç óõíÝ÷åéá èá õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï ìÝãåèïò �ïõ ðëçèõóìïý åßíáé ðïëý ìå-ãÜëï, éäåá�Ü Üðåéñï, Ý�óé þó�å íá éó÷ýåé ï ïñéóìüò 5.1. Ç äéáöïñå�éêÞ ðåñß-ð�ùóç èá �ïíßæå�áé éäéáé�Ýñùò.



2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí 145Ôéò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò, ãéá íá åîÜãïõìå �çí åðéèõìç�Þ ðëçñïöïñßá áðü�ï �õ÷áßï äåßãìá (ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá �ç ìÝóç �éìÞ Þ �ç äéáóðïñÜ) åßíáé áíá-ãêáßï íá õðïëïãßóïõìå êá�Üëëçëåò ðïóü�ç�åò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò ðáñá�çñÞ-óåéò x1; x2; : : : ; xn. Ìéá �Ý�ïéá åßíáé, ãéá ðáñÜäåéãìá, ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞx = 1n∑ni=1 xi. Åßíáé öáíåñü ü�é ïé ðáñá�çñÞóåéò åíüò Üëëïõ �õ÷áßïõ äåßãìá-�ïò èá ìáò äþóïõí ìßá Üëëç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ, áöïý áõ�Þ ðñïóäéïñßæå�áéáðü �éò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò X1; : : : ; Xn. ¢ñá ç óõíÜñ�çóç× =
X1 + : : :+Xnnåßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ. �åíéêÜ Ý÷ïõìå �ïí åîÞò ïñéóìü ãéá �Ý�ïéïõ åßäïõòóõíáñ�Þóåéò:Ïñéóìüò 5.2 ÊÜèå óõíÜñ�çóç Ô(×1; : : : ; Xn) �ïõ �õ÷áßïõ äåßãìá�ïòX1; : : : ; Xn êáëåß�áé ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç. ℄Ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Ô åßíáé óõíÜñ�çóç �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí êáé õðïèÝ-�ïí�áò ü�é åßíáé åðßóçò ìßá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Ý÷åé êÜðïéá óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò,ç ïðïßá óõíÞèùò êáëåß�áé äåéãìá�éêÞ êá�áíïìÞ �çò Ô êáé ìðïñåß íá ðñïó-äéïñéóèåß ìå âÜóç �çí êá�áíïìÞ �ïõ ðëçèõóìïý F (x). Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíùç óõíÜñ�çóç X åßíáé ìßá ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò ïðïßáò ç êá�áíïìÞ ìðïñåßíá ðñïóäéïñéóèåß. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá �ç äåéãìá�éêÞ äéáóðïñÜ S2, �çí ïðïßáèá ïñßóïõìå áñãü�åñá.Ïñéóìüò 5.3 ÊÜèå ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Θ̂ = Θ̂(X1; : : : ; Xn) ðïõ ÷ñç-óéìïðïéåß�áé ãéá íá åê�éìçèåß ìßá ðáñÜìå�ñïò �ïõ ðëçèõóìïý � êáëåß�áé åê�é-ìÞ�ñéá �çò �. Ç �éìÞ �çò �̂ = �̂(x1; : : : ; xn), ðïõ âáóßæå�áé óå óõãêåêñéìÝíïäåßãìá êáëåß�áé åê�ßìçóç �çò ðáñáìÝ�ñïõ �. ℄Ìßá ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Θ̂ äåí ìðïñåß íá åããõçèåß êáëÞ åê�ßìçóç �çò ðá-ñáìÝ�ñïõ � ãéá êÜèå äåßãìá. Ìðïñïýìå üìùò íá ðñïóäéïñßóïõìå �Ý�ïéåò ó�á-�éó�éêÝò óõíáñ�Þóåéò þó�å íá Ý÷ïõìå êáëÝò åê�éìÞóåéò êá�Ü ìÝóï üñï. Áõ�üìáò ïäçãåß ó�ïí åîÞò ïñéóìü:Ïñéóìüò 5.4 Ìßá ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Θ̂ = Θ̂(X1; : : : ; Xn) áðï�åëåßáìåñüëç�ðç åê�éìÞ�ñéá �çò ðáñáìÝ�ñïõ � áí éó÷ýåéIE[Θ̂(X1; : : : ; Xn)] = � ℄�áñÜäåéãìá 5.1 Èá äåßîïõìå ü�é ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ X åßíáé áìåñü-ëçð�ç åê�éìÞ�ñéá �çò ðáñáìÝ�ñïõ �, äçëáäÞ �çò ìÝóçò �éìÞò �ïõ ðëçèõóìïý.Åßíáé
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IE[X] = IE [∑ni=1 Xin ]

=
1n n∑i=1

IE[Xi] =
1n n∑i=1

IE[X] =
1nnIE[X] = �Áò õðïëïãßóïõìå �þñá �ç äéáóðñïñÜ �çò äåéãìá�éêÞò ìÝóçò �éìÞò. ËáìâÜ-íïí�áò õðüøç �çí áíåîáñ�çóßá �ùí X1: : : : ; Xn Ý÷ïõìåVar[X] =

n∑i=1 Var[Xin ] =
1n2 n∑i=1 Var[Xi] =

nVar[Xi]n2 =
Var[X]n =

�2n :�áñá�çñþí�áò �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áêñßâåéá �çò äåéã-ìá�éêÞò ìÝóçò �éìÞò ùò åê�éìÞ�ñéáò �çò ìÝóçò �éìÞò �ïõ ðëçèõóìïý áõîÜíå�áéêáèþò �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò áõîÜíå�áé, ìå �çí ðñï�õðüèåóç ü�é ç äéáóðïñÜ�ïõ ðëçèõóìïý åßíáé ðåðåñáóìÝíç.�éá íá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá áìåñüëçð�ç åê�éìÞ�ñéá �çò äéáóðïñÜò �ïõ ðëç-èõóìïý �2 áò èåùñÞóïõìå êá�' áñ÷Þ �ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç
Θ̂(X1; : : : ; Xn) =

∑ni=1(Xi −X)2n :Åýêïëá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é ç ðáñáðÜíù ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç äåí åßíáéáìåñüëçð�ç åê�éìÞ�ñéá �çò äéáóðïñÜò �ïõ ðëçèõóìïý, åíþ ìßá ìéêñÞ �ñïðï-ðïßçóÞ �çò ìáò ðáñÝ÷åé �ï æç�ïýìåíï, üðùò öáßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá. ¸ó�ù çó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç̂
Θ(X1; : : : ; Xn) =

1n− 1

n∑i=1

(Xi −X)2Ïé äýï �åëåõ�áßåò ó�á�éó�éêÝò óõíáñ�Þóåéò äéáöÝñïõí åëÜ÷éó�á ü�áí �ï ìÝãåèïò�ïõ äåßãìá�ïò åßíáé ó÷å�éêÜ ìåãÜëï.�áñÜäåéãìá 5.2 Ç äåéãìá�éêÞ äéáóðïñÜ S2 ðïõ ïñßæå�áé áðü �ç ó÷ÝóçS2 =
1n− 1

n∑i=1

(Xi −X)2åßíáé áìåñüëçð�ç åê�éìÞ�ñéá �çò äéáóðïñÜò �ïõ ðëçèõóìïý �2 ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ õðÜñ÷åé. Åöáñìüæïí�áò ãíùó�Ýò éäéü�ç�åò �çò ìÝóçò �éìÞò êáé äéáóðïñÜò



2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí 147ìå�Ü áðü êÜðïéåò áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò Ý÷ïõìå:S2 =
1n− 1

n∑i=1

(X2i − 2XiX +X2
)

=
1n− 1

(
n∑i=1

X2i ) − 2nn− 1

(∑ni=1 Xin )X +
nX2n− 1

=
1n− 1

n∑i=1

X2i − nn− 1
X2:Èá åëÝãîïõìå �þñá áí éó÷ýåé ç ó÷Ýóç IE[S2] = �2. ÅßíáéIE[S2] =

1n− 1

n∑i=1

IE[X2i ] − nn− 1
IE[X2

]

=
1n− 1

n∑i=1

(Var[Xi] + (IE[Xi])2)− nn− 1

(Var[X] + (IE[X])2)
=

1n− 1

n∑i=1

(�2 + �2) − nn− 1

(�2n + �2

)

=
1n− 1

n(�2 + �2) − nn− 1

(�2n + �2

)
= �2:Ç áìåñïëçøßá åßíáé ìßá áðü �éò åðéèõìç�Ýò éäéü�ç�åò ìéáò åê�éìÞ�ñéáò. Ôïêñé�Þñéï áõ�ü áðü ìüíï �ïõ äåí ìáò ðáñÝ÷åé ìßá ìïíáäéêÞ åê�éìÞ�ñéá, üðùòåßíáé öáíåñü áðü �ï åðüìåíï ðñïöáíÝò ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 5.3 Ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç

Θ̂ =
n∑i=1

�iXiåßíáé áìåñüëçð�ç åê�éìÞ�ñéá �çò ìÝóçò �éìÞò �ïõ ðëçèõóìïý � ãéá êÜèå ðñáã-ìá�éêïýò áñéèìïýò �i �Ý�ïéïõò þó�å ∑ �i = 1:¸�óé, åßíáé áíáãêáßï íá ðñïóäéïñßóïõìå Ýíá êñé�Þñéï ìå âÜóç �ï ïðïßïíá ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå �çí êáëý�åñç áðü �éò áìåñüëçð�åò åê�éìÞ�ñéåò �çòðáñáìÝ�ñïõ ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. �éá íá åßíáé êáëÞ ìßá åê�éìÞ�ñéá Θ̂ �çò ðáñá-ìÝ�ñïõ � ðñÝðåé ç ðéèáíü�ç�á IP(|Θ̂− �| ≥ "), äçë. ç ðéèáíü�ç�á �çò äéáóðïñÜò



148 ÊåöÜëáéï 5�çò, íá åßíáé üóï ãßíå�áé ðéï ìéêñÞ. ËáìâÜíïí�áò õðüøç �çí áìåñïëçøßá, äçë.ü�é IE[Θ̂] = �, ç áíéóü�ç�á Chebyshev ìáò äßíåéIP(|Θ̂ − �| ≥ ") ≤ Var[�̂]"2 ; ãéá " > 0:ÅðïìÝíùò, Ýíáò �ñüðïò ãéá íá óõãêñßíïõìå äýï áìåñüëçð�åò åê�éìÞ�ñéåò åßíáéíá óõãêñßíïõìå �éò äéáóðïñÝò �ïõò. Áõ�ü ìáò ïäçãåß ó�ïí åîÞò ïñéóìü:Ïñéóìüò 5.5Ìßá åê�éìÞ�ñéá Θ̂1 åßíáé ðéï áðï�åëåóìá�éêÞ åê�éìÞ�ñéá �çòðáñáìÝ�ñïõ � �ïõ ðëçèõóìïý áðü �çí Θ̂2 áí éó÷ýïõí �á áêüëïõèá:1) Θ̂1 êáé Θ̂2 åßíáé áìåñüëçð�åò åê�éìÞ�ñéåò �çò � êáé2) Var[�̂1] < Var[�̂2]: ℄�áñÜäåéãìá 5.4 Èá äåßîïõìå ü�é ç äåãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ × åßíáé ç ðéïáðï�åëåóìá�éêÞ (åëÜ÷éó�çò äéáóðïñÜò) ãñáììéêÞ åê�éìÞ�ñéá �çò ìÝóçò �éìÞò�ïõ ðëçèõóìïý � ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ áõ�Þ õðÜñ÷åé. Áðü �ï ðáñÜäåéãìá 5.3,ëüãù �çò áíåîáñ�çóßáò êáé éóïíïìßáò �ùí X1; : : : ; Xn, Ý÷ïõìåVar[Θ̂ ==
n∑i=1

�iXi] =
n∑i=1

�2iVar[Xi] =
n∑i=1

�2iVar[X] =
n∑i=1

�2i �2:Ôï ðñüâëçìá ðïõ Ý÷ïõìå �þñá åßíáé íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �çí ðïóü�ç�áVar[Θ̂] = �2
n∑i=1

�2i õðü �çí ðñïûðüèåóç n∑i=1

�i = 1; �i > 0; i = 1; : : : ; n:Åöáñìüæïí�áò �ç ìÝèïäï �ùí ðïëëáðëáóéáó�þí Lagrange ðáßñíïõìå �ï áðï-�Ýëåóìá �i =
1n; i = 1; : : : ; n:Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ç åê�éìÞ�ñéá ìå �çí åëÜ÷éó�ç äéáóðïñÜ åßíáé ç äåéãìá�éêÞìÝóç �éìÞ n∑i=1

�iXi = X:Ìå ðáñüìïéá äéáäéêáóßá êáé êÜ�ù áðü óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò áðïäåéêíýå�áéü�é ç äåéãìá�éêÞ äéáóðïñÜ S2 åßíáé ç ðéï áðï�åëåóìá�éêÞ (åëÜ÷éó�çò äéáóðï-ñÜò)�å�ñáãùíéêÞò ìïñöÞò áìåñüëçð�ç åê�éìÞ�ñéá �çò äéáóðïñÜò �ïõ ðëçèõóìïý



2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí 149�2 ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ õðÜñ÷åé. �éá �ïõò ðáñáðÜíù ëüãïõò, ó�éò ðåñéóóü�åñåòðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò ç × êáé ç S2 ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ùò åê�éìÞ�ñéåò �çò ìÝóçò�éìÞò � êáé �çò äéáóðïñÜò �2 �ïõ ðëçèõóìïý áí�ßó�ïé÷á.¼ðùò åßäáìå ç Var[X] = �2n öèßíåé êáèþò �ï n ìåãáëþíåé. �åíéêÜ, �ï ßäéïóõìâáßíåé êáé ãéá �ç äéáóðïñÜ �çò äåéãìá�éêÞò êá�áíïìÞò ìéáò åê�éìÞ�ñéáò.Ç ðáñá�Þñçóç áõ�Þ ìáò ïäçãåß ó�ï íá äéá�õðþóïõìå áêüìá ìßá åðéèõìç�Þéäéü�ç�á ìéáò åê�éìÞ�ñéáò:Ïñéóìüò 5.6 Ìßá åê�éìÞ�ñéá Θ̂ �çò ðáñáìÝ�ñïõ � �ïõ ðëçèõóìïý êáëåß�áéóõíåðÞò áí Θ̂ óõãêëßíåé êá�Ü ðéèáíü�ç�á ó�ï �. Äçë. áí
limn→∞

IP(|Θ̂ − �| ≥ ") = 0: ℄Êáèþò �ï n ìåãáëþíåé, ìßá óõíåðÞò åê�éìÞ�ñéá ðëçóéÜæåé �çí ðñáãìá�éêÞ �éìÞ�çò ðáñáìÝ�ñïõ. Áí èåùñÞóïõìå Ýíáí ðëçèõóìü ìå ðåðåñáóìÝíç ìÝóç �éìÞêáé äéáóðïñÜ, �ü�å áðü �ï ü�é Var[X] = �2n êáé áðü �çí áíéóü�ç�á Chebyshevóõìðåñáßíïõìå ü�é ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ åßíáé óõíåðÞò åê�éìÞ�ñéá �çò ìÝóçò�éìÞò �ïõ ðëçèõóìïý. ÔÝëïò, ðáñá�çñïýìå ü�é êÜèå áìåñüëçð�ç åê�éìÞ�ñéá Θ̂�çò ðáñáìÝ�ñïõ � ìå �çí éäéü�ç�á
limn→∞

Var[Θ̂] = 0åßíáé óõíåðÞò åê�éìÞ�ñéá �çò ðáñáìÝ�ñïõ � ëüãù �çò áíéóü�ç�áò Chebyshev.5.2.1 ÌÝèïäïò �ùí Ñïðþí¸ó�ù ü�é åðéèõìïýìå íá åê�éìÞóïõìå ìßá Þ ðåñéóóü�åñåò ðáñáìÝ�ñïõò �çòêá�áíïìÞò �çò �õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò × . �íùñßæïõìå ü�é ç ñïðÞ r-�Üîçò �çòêá�áíïìÞò �çò × ( äçë. �ïõ ðëçèõóìïý) ïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç�r = IE[Xr]; r = 1; 2; : : : :Ïé áí�ßó�ïé÷åò äåéãìá�éêÝò ñïðÝò ïñßæïí�áé áðü �ç ó÷ÝóçMr =
n∑i=1

Xrin ; r = 1; 2; : : : :Ç ìÝèïäïò �ùí ñïðþí óõíßó�á�áé ó�ï íá åîéóþóïõìå �éò �éò ðñþ�åò � ñïðÝò�ïõ ðëçèõóìïý ìå �éò ðñþ�åò � äåéãìá�éêÝò ñïðÝò áí èÝëïõìå íá åê�éìÞóïõìå� ðáñáìÝ�ñïõò �çò êá�áíïìÞò �çò × . Ç ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò èá ìáò äþóåé�éò åê�éìÞóåéò ðïõ æç�Üìå. Ìå �ç ìÝèïäï áõ�Þ ðáßñíïõìå áðëÝò, óõíåðåßòåê�éìÞ�ñéåò, áëëÜ ðïëëÝò öïñÝò ü÷é áìåñüëçð�åò êáé áðï�åëåóìá�éêÝò.



150 ÊåöÜëáéï 5�áñÜäåéãìá 5.5 ¸ó�ù ü�é ç ìíÞìç ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ìéá åñãáóßá ãéá íáäéåêðåñáéùèåß áðü Ýíáí õðïëïãéó�Þ åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ãéá �çí ïðïßá åéêÜ-æïõìå ü�é Ý÷åé óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áòf(x) = (k + 1)xk; 0 < x < 1; k > 0

= 0; äéáöïñå�éêÜ:ÌåãÜëåò �éìÝò �ïõ k äçëþíïõí åñãáóßá ðïõ áðáé�åß ðïëý ìíÞìç, åíþ ãéá k = 0Ý÷ïõìå ü�é ç êá�áíïìÞ �ïõ ìåãÝèïõò ìíÞìçò ðïõ áðáé�åß�áé áêïëïõèåß �çíïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ó�ï äéÜó�çìá [0, 1℄ (óå êá�Üëëçëåò ìïíÜäåò ìÝ�ñçóçò).To æç�ïýìåíï åßíáé íá åê�éìÞóïõìå �çí ðáñÜìå�ñï k áðü �ï áêüëïõèï äåßãìáìåãÝèïõò n = 8

0:25; 0:45; 0:55; 0:75; 0:85; 0:85; 0:95; 0:90:Áöïý Ý÷ïõìå íá åê�éìÞóïõìå ìßá ðáñÜìå�ñï, áñêåß íá õðïëïãéóèåß ç ðñþ�çñïðÞ �çò êá�áíïìÞò êáé íá åîéóùèåß ìå �ç äåéãìá�éêÞ ñïðÞ. ¸íáò áðëüò õðï-ëïãéóìüò ìáò äßíåé �1 =

∫ 1

0
(k + 1)xkxdx =

k + 1k + 2êáé M1 =
n∑i=1

X1in =
5:55

8
= 0:69375:Åîéóþíïí�áò �éò äýï ñïðÝò Ý÷ïõìåk̂ + 1k̂ + 2

= 0:69375 Þ k̂ = 1; 2653:�áñÜäåéãìá 5.6¸ó�ù ü�é ï ÷ñüíïò åðéäéüñèùóçò åíüò ìç÷áíÞìá�ïò áêï-ëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï �, �çí ïðïßá èÝëïõìå íá åê�éìÞ-óïõìå. Áðü Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ÷ñüíùí åðéäéüñèùóçò ìåãÝèïõò n ðáßñíïõìå�ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ, äçë. M1 êáé åîéóþíïí�áò �çí ìå �ç ìÝóç �éìÞ �çòåêèå�éêÞò IE[X] = 1� Ý÷ïõìå �̂ =
1M1
:¸ó�ù ü�é ç äéáäéêáóßá �çò åðéäéüñèùóçò ãßíå�áé óå � ó�Üäéá áíåîÜñ�ç�á �ïÝíá �ïõ Üëëïõ êáé ü�é ï ÷ñüíïò ðïõ áðáé�åß�áé óå êÜèå ó�Üäéï åßíáé �õ÷áßáìå�áâëç�Þ ðïõ áêïëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï �. Ôü�å åßíáéãíùó�ü ü�é ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åðéäéüñèùóçò áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ �Üììá



2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí 151ìå ðáñáìÝ�ñïõò � êáé �. �éá íá åê�éìÞóïõìå �éò äýï ðáñáìÝ�ñïõò ðñÝðåé áðü�ï �õ÷áßï äåßãìá ìáò íá õðïëïãßóïõìå �éò äýï ðñþ�åò äåéãìá�éêÝò ñïðÝò, Ýó�ùM1;M2 êáé íá �éò åîéóþóïõìå ìå �éò äýï ðñþ�åò ñïðÝò �çò �Üììá êá�áíïìÞòðïõ åßíáé (âë. ðßíáêá II �ïõ �áñáñ�Þìá�ïò)�1 = IE[X] =
�� �2 = IE[X2] =

��2
+ �1Ïé åê�éìÞóåéò �̂ êáé �̂ �ùí ðáñáìÝ�ñùí ëáìâÜíïí�áé áðü �éò ó÷ÝóåéòM1 =

�̂̂� ; M2 =
�̂̂�2

+
�̂2�̂2

:¢ñá �̂ =
M2

1M2 −M2
1

êáé �̂ =
M1M2 −M2

1

:5.2.1 ÌÝèïäïò Ìåãßó�çò �éèáíïöÜíåéáòÇ áñ÷Þ �çò ìåèüäïõ áõ�Þò åßíáé íá åðéëÝîïõìå ìßá åê�ßìçóç �çò ðáñáìÝ�ñïõ� �ïõ ðëçèõóìïý, Ý�óé þó�å �ï äåßãìá ðïõ Ý÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò íá åßíáé �ïðéï ðéèáíü (íá Ý÷åé �ç ìåãáëý�åñç ðéèáíü�ç�á íá óõìâåß). ×ñçóéìïðïéþí�áò�á åðüìåíá äýï ðáñáäåßãìá�á èá ðñïóðáèÞóïõìå íá åîçãÞóïõìå �ç ìÝèïäïìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá �ç äéá�õðþóïõìå óå ðéï ãåíéêÞìïñöÞ.�áñÜäåéãìá 5.7 Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ýíá ìÞíõìá ìå�áäßäå�áé áðü Ýíá óý-ó�çìá ìå ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò p. �áñá�çñïýìå n ìå�áäüóåéò áõ�ïý �ïõ ìç-íýìá�ïò êáé êá�áãñÜöïõìå k åðé�õ÷åßò ìå�áäüóåéò. Áðü áõ�Ü �á äåäïìÝíáåðéèõìïýìå íá åê�éìÞóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ïýò ìå�Üäïóçò. Ç åðé�õ÷Þòìå�Üäïóç �ïõ ìçíýìá�ïò, Ýó�ù × , áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ Bernoulli ìå óõ-íÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áòf(x) = px(1 − p)1−x; x = 0; 1; 0 ≤ p ≤ 1:¸ó�ù ×1; : : : ; Xn �ï �õ÷áßï äåßãìá ìáò. Ôï ðñüâëçìá åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìåìßá ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Ô(X1; : : : ; Xn) �Ý�ïéá þó�å ç �éìÞ t(x1; : : : ; xn) ðïõèá ðÜñïõìå áðü �éò ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò íá áðï�åëåß ìßá \êáëÞ" åê�éìÞ�ñéá �çòðáñáìÝ�ñïõ n. Ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �ùí X1; : : : ; Xn äßíå�áéáðü �ç ó÷ÝóçIP(X1 = x1; : : : ; Xn = xn) =
n∏i=1

pxi(1 − p)1−xi
= pP xi(1 − p)n−Pxi :



152 ÊåöÜëáéï 5Ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç, ìå ó�áèåñü �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò n êáé �éò ðáñá�ç-ñçèåßóåò �éìÝò x1; : : : ; xn, åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç �ïõ p êáé êáëåß�áé óõíÜñ�çóçðéèáíïöÜíåéáò. ÓõíÞèùò ãñÜöïõìåL(p) = pP xi(1 − p)n−Pxi ; 0 ≤ p ≤ 1:Ç �éìÞ �ïõ p, Ýó�ù p̂, ðïõ ìåãéó�ïðïéåß áõ�Þí �ç óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò áðï-�åëåß �çí åê�ßìçóç ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �ïõ p. Áí�ß ãéá �çí ìåãéó�ïðïßçóç�çò óõíÜñ�çóçò L(p) ðñï÷ùñÜìå ó�çí éóïäýíáìç äéáäéêáóßá ìåãéó�ïðïßçóçò�çò óõíÜñ�çóçò lnL(p). Åßíáé
lnL(p) = (

n∑i=1

xi) ln p + (n−
n∑i=1

xi) ln(1 − p):ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é 0 < p < 1, ðáñáãùãßæïí�áò êáé åîéóþíïí�áò ìå �ï ìçäÝíÝ÷ïõìå d lnL(p)dp = (
n∑i=1

xi)(1p) + (n−
n∑i=1

xi)( −1

1 − p) = 0ç ïðïßá ìáò äßíåé p =

∑ni=1 xin = x:Åýêïëá äéáðéó�þíïõìå ü�é ç äåý�åñç ðáñÜãùãïò �çò óõíÜñ�çóçò lnL(p) åßíáéáñíç�éêÞ ãéá p = x. ¢ñá ðñÜãìá�é ìåãéó�ïðïéåß �ç lnL(p). Óõíåðþò, ç ó�á-�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç ∑ Xin = X åßíáé ç åê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çòðáñáìÝ�ñïõ p. �ñÜöïõìå p̂ =
1n n∑i=1

Xi = X:�áñÜäåéãìá 5.8 Ï ÷ñüíïò æùÞò, Ýó�ù × , åíüò äéáêüð�ç �çëåöùíéêïýóõó�Þìá�ïò áêïëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå Üãíùó�ç ðáñÜìå�ñï �. Åðé-èõìïýìå íá åê�éìÞóïõìå �çí ðáñÜìå�ñï ó�çñéæüìåíïé óå Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ÷ñü-íùí æùÞò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ åßäïõò äéáêüð�ç ìåãÝèïõò n, Ýó�ù X1; : : : ; Xn.�íùñßæïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò åêèå�éêÞò êá�áíïìÞòåßíáé f(x) = �e−�x; 0 ≤ x < ∞; 0 < � < ∞:



2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí 153¢ñá ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò, ðïõ áðï�åëåß �ç óõíÜñ-�çóç ðéèáíïöÜíåéáò L(�), åßíáéL(�) = f(x1; : : : ; xn) = f(x1) · · · · · f(xn) =

n∏i=1

�e−�xi = �ne−�Pni=1
xi :¼ðùò êáé ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ðáñáãùãßæïí�áò �ç óõíÜñ�çóç L(�)ùò ðñïò � êáé åîéóþíïí�áò ìå �ï ìçäÝí Ý÷ïõìådL(�)d� = n�n−1e−�Pni=1

xi − n∑i=1

xi�ne−�Pni=1
xi = 0:ç ïðïßá ìáò äßíåé ü�é ç óõíÜñ�çóç L(�) ìåãéó�ïðïéåß�áé ãéá� =

n∑ni=1 xi :¢ñá ç åê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò ðáñáìÝ�ñïõ � åßíáé
Θ̂ =

n∑ni=1 Xi =
1X :êáé ç �éìÞ �̂ = n

Pni=1
xi áðï�åëåß �çí åê�ßìçóç ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò.Áöïý ç ìÝóç �éìÞ �çò åêèå�éêÞò åßíáé �1 = IE[X] = 1� óõìðåñáßíïõìå ü�é çåê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �ïõ ìÝóïõ ÷ñüíïõ æùÞò �ïõ äéáêüð�ç åßíáéç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ × .Ôá �åëåõ�áßá äýï ðáñáäåßãìá�á ìáò ïäçãïýí ó�ç äéá�ýðùóç ãåíéêþí ó÷Ý-óåùí ðïõ áöïñïýí ó�ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò êáé ó�éò åê�éìÞ�ñéåò ìåãßó�çòðéèáíïöÜíåéáò. Ôéò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò ç êá�áíïìÞ �ïõ ðëçèõóìïý åîáñ�Ü-�áé áðü ðåñéóóü�åñåò �çò ìéáò ðáñáìÝ�ñïõò, äçë Ý÷ïõìå Ýíá äéÜíõóìá � =

(�1; : : : ; �k), �ï ïðïßï åðéèõìïýìå íá åê�éìÞóïõìå. Áí �ï ÷áñáê�çñéóéêü �ïõðëçèõóìïý ðåñéãñÜöå�áé áðü äéáêñé�Þ �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ, Ýó�ù pX(x|�) = IP(X =x|�), �ü�å ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áò �ïõ �õ÷áßïõ äåßãìá�ïò åßíáéIP(X1 = x1; : : : ; Xn = xn|�) =
n∏i=1

pXi(xi|�)êáé ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáòL(�) =
n∏i=1

pXi(xi|�):



154 ÊåöÜëáéï 5ÁíÜëïãá, Üí �ï ÷áñáê�çñéó�éêü �ïõ ðëçèõóìïý ðåñéãñÜöå�áé áðü óõíå÷Þ �õ-÷áßá ìå�áâëç�Þ ìå óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò fX(x|�), �ü�å ç óõíÜñ-�çóç ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé L(�) =

n∏i=1

fXi(xi|�):Ç äéáäéêáóßá ìåãéó�ïðïßçóçò �çò óõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò L(�) ùò ðñïò �éòðáñáìÝ�ñïõò � = (�1; : : : ; �k), äçë. �ï óýó�çìá�L(�)��i = 0; i = 1; : : : ; kìáò äßíåé �ç ëýóç
{�1(x1; : : : ; xn); : : : ; �k(x1; : : : ; xn)}êÜ�ù áðü êá�Üëëçëåò óõíèÞêåò. ¢ñá ïé�̂1 = �1(X1; : : : ; Xn)

·
·
·�̂k = �k(X1; : : : ; Xn)åßíáé ïé åê�éìÞ�ñéåò ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �ùí ðáñáìÝ�ñùí � = (�1; : : : ; �k),åíþ ïé �éìÝò �ùí �i; i = 1; : : : ; k ãéá �éò ðáñá�çñçèåßóåò �éìÝò x1; : : : ; xn ìáòäßíïõí �éò åê�éìÞóåéò �ùí ðáñáìÝ�ñùí � = (�1; : : : ; �k).Ïé åê�éìÞ�ñéåò ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü �ç ìÝèïäï ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò åß-íáé óõíåðåßò, ðïëëÝò öïñÝò áðï�åëåóìá�éêÝò êÜ�ù áðü êá�Üëëçëåò óõíèÞêåò,áëëÜ ãéá äåßãìá�á ìéêñïý ìåãÝèïõò ìðïñåß íá ÷áèåß ç áìåñïëçøßá. �åíéêÜ, ùòìÝèïäïò ëåé�ïõñãåß áñêå�Ü êáëá, áëëÜ ìåñéêÝò öïñÝò åìöáíßæïí�áé äõóêïëßåòùò ðñïò �ç ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò. �éá ðáñÜäåéãìá, äåí ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñß-óïõìå åê�éìÞ�ñéåò ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò ãéá �ç �Üììá êá�áíïìÞ óå êëåéó�ÞìïñöÞ, üðùò Ýãéíå ó�ï ðáñÜäåéãìá 5.6 ìå �ç ìÝèïäï �ùí ñïðþí. Åðßóçò, ìðïñåßíá ìç õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò êáé áí õðÜñ÷åé ìðïñåß ç ëýóçíá ìç áíÞêåé ó�ïí ðáñáìå�ñéêü ÷þñï, åêåß äçë. ðïõ ïñßæïí�áé ïé ðáñÜìå�ñïé(ãéá ðáñÜäåéãìá, 0 < p < 1; 0 < � < ∞). Ó�éò ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò áðáé�ïýí�áéäéáäéêáóßåò ìåãéó�ïðïßçóçò ìå ðåñéïñéó�éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ðñïêáëïýí êÜðïéáðïëõðëïêü�ç�á.



2. Åê�ßìçóç �áñáìÝ�ñùí 155Ó�ç óõíÝ÷åéá, äßíïõìå ùò ðáñÜäåéãìá �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ðïõ, ùò ãíù-ó�üí, ðñïóäéïñßæå�áé áðü �éò ðáñáìÝ�ñïõò � êáé �2.�áñÜäåéãìá 5.9¸ó�ù ü�é ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ × ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï ÷áñá-ê�çñéó�éêü �ïõ ðëçèõóìïý áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò� = �1 êáé �2 = �2, äçë. ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò Ý÷åé �ç ìïñöÞfX(x) =
1√
2p�2 exp{−(x− �1)2

2�2 } ; −∞ < �1 < ∞; 0 < �2 < ∞:ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é Ý÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü�çí êá�áíïìÞ áõ�Þ ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò ãñÜöå�áéL(�1; �2) =
n∏i=1

1√
2p�2 exp{−(xi − �1)2

2�2 }

=

(
1√
2p�2)n exp{−∑ni=1(xi − �1)2

2�2 } :Ióïäýíáìá, èåùñïýìå �ï ëïãÜñéèìï �çò óõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò
lnL(�1; �2) = −n

2
ln(2p�2) −

∑ni=1(xi − �1)2
2�2 :Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ùò ðñïò �éò ðáñáìÝ�ñïõò �1; �2 ìáò äßíïõí �ï óýó�çìá� lnL(�1; �2)��1 =

1�2 n∑i=1

(xi − �1)� lnL(�1; �2)��2 =
−n
2�2 +

1

2�2
2

n∑i=1

(xi − �1)2:Áðü �ç ó÷Ýóç� lnL(�1; �2)��1 = 0 Ý÷ïõìå �ç ëýóç �1 =
1n n∑i=1

xi:¼ìïéá áðü �ç ó÷Ýóç� lnL(�1; �2)��2 = 0 ãéá �1 =
1n n∑i=1

xiðáßñíïõìå �2 =
1n n∑i=1

(xi − x)2:



156 ÊåöÜëáéï 5ËáìâÜíïí�áò õðüøç �éò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåý�åñçò �Üîçò åýêïëá äéáðéó�þ-íïõìå ü�é ç ðáñáðÜíù ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò ìåãéó�ïðïéåß �ç óõíÜñ�çóç ðé-èáíïöÜíåéáò.¢ñá ïé åê�éìÞ�ñéåò ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé ïé ó�á�éó�éêÝòóõíáñ�Þóåéò �̂1 =
1n n∑i=1

Xi êáé �̂2 =
1n n∑i=1

(Xi −X)2:�áñá�çñïýìå ü�é ç åê�éìÞ�ñéá �̂2 ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò äéáóðïñÜò �2 = �2äåí åßíáé áìåñüëçð�ç (âë. ðáñÜäåéãìá 5.2).�áñÜäåéãìá 5.10Ï ÷ñüíïò æùÞò ó�ïé÷åßùí ãéá ìáêñü÷ñïíç ÷ñÞóç åßíáéóõíÞèùò ðïëý ìåãÜëïò. �éá íá åëÝãîïõí �ï ÷ñüíï �ïõò áêïëïõèåß�áé ç åîÞòäéáäéêáóßá: ¸íá �õ÷áßï äåßãìá n ó�ïé÷åßùí �ßèåí�áé óå ëåé�ïõñãßá êáé ü�áír; r < n áðü áõ�Ü ÷áëÜóïõí �ü�å ï Ýëåã÷ïò ó�áìá�Üåé. Åßíáé ãíùó�ü ü�éï ÷ñüíïò æùÞò, Ýó�ù × , åíüò ó�ïé÷åßïõ áêïëïõèåß �çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìåÜãíùó�ç ðáñÜìå�ñï �. Åðéèõìïýìå íá åê�éìÞóïõìå �çí ðáñÜìå�ñï ó�çñéæüìå-íïé ó�ïõò ÷ñüíïõò æùÞò, Ýó�ù X1; : : : ; Xr �ùí ðñþ�ùí r ó�ïé÷åßùí ðïõ ÷Ü-ëáóáí. �íùñßæïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò åêèå�éêÞòêá�áíïìÞò åßíáé f(x) = �e−�x; 0 ≤ x < ∞; 0 < � < ∞:Áíáêáëþí�áò �çí åñìçíåßá �çò óõíÜñ�çóçò ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò Ý÷ïõìå ãéá�ç óõíÜñ�çóç ðéèáíïöÜíåéáò �çí åîÞò ìïñöÞL(�) r∏i=1

hi = IP(xi ≤ Xi < xi + hi; i = 1; : : : ; r Xi > xr; i = r + 1; : : : ; n):Äéáéñþí�áò ìå �ï ãéíüìåíï �ïõ áñéó�åñïý ìÝëïõò, ðáßñíïí�áò üñéá ãéá hi → 0êáé ëáìâÜíïí�áò õðüøç ü�é �çí áíåîáñ�çóßá êáé éóïíïìßá �ùí Xi, êáèþò êáéü�é IP(Xi > xr) = 1 − IP(Xi ≤ xr) = 1 − F (xr) = R(xr);üðïõ F ç óõíÜñ�çóç êá�áíïìÞò êáé R ç óõíÜñ�çóç áîéïðéó�ßáò Ý÷ïõìå:L(�) =
r∏i=1

f(xi|�) n∏r+1

R(xr|�)
=

r∏i=1

�e−�xi n∏i=r+1

e−�xr
= �r e−�Pri=1

xi+(n−r)xr :



3. Äéáó�Þìá�á Åìðéó�ïóýíçò 157�áñá�çñïýìå ü�é ç ðïóü�ç�á∑ri=1 xi + (n− r)xr åêöñÜæåé �ï óõíïëéêü ÷ñüíïæùÞò �ïõ äåßãìá�ïò. Áêïëïõèþí�áò �ç óõíÞèç äéáäéêáóßá ìåãéó�ïðïßçóçò �çòóõíÜñ�çóçò ðéèáíïöÜíåéáò êá�áëÞãïõìå ó�çí åîÞò ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç ðïõáðï�åëåß �çí åê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò�̂ =
r∑ri=1 Xi + (n− r)Xr :Áöïý ç ìÝóç �éìÞ �çò åêèå�éêÞò åßíáé IE[X] = 1=�, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç åê�éìÞ-�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò ìÝóçò �éìÞò �ïõ ðëçèõóìïý åßíáé ï óõíïëéêüò÷ñüíïò æùÞò �ïõ �õ÷áßïõ äåßãìá�ïò äéçñçìÝíïò ìå �ïí áñéèìü �ùí ðáñá�çñç-èåéóþí ó�ïé÷åßùí.3. Äéáó�Þìá�á Åìðéó�ïóýíçòÏé ìÝèïäïé åê�ßìçóçò ðáñáìÝ�ñïõ �ïõ ðëçèõóìïý ðïõ åîå�Üóáìå ó�çí ðñïçãïý-ìåíç ðáñÜãñáöï ìáò åðé�ñÝðïõí �ïí ðñïóäéïñéóìü ìéáò óçìåéáêÞò åê�ßìçóçò,äçë. ìéáò �éìÞò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ó�éò ðåñéóóü�åñåò ðåñé-ð�þóåéò áõ�Þ ç åê�ßìçóç äåí óõìðßð�åé ìå �çí ðñáãìá�éêÞ �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ.Ïé \êáëÝò" éäéü�ç�åò �çò áí�ßó�ïé÷çò åê�éìÞ�ñéáò ìáò åîáóöáëßæïõí ìéá êáëÞåê�ßìçóç. Óõíåðþò, áîßæåé íá ðñïóäéïñéóèåß Ýíá äéÜó�çìá ìå âÜóç �çí åê�ß-ìçóç ìáò êáé ðüóï ðéèáíü åßíáé íá âñßóêå�áé ìÝóá óå áõ�ü ç ðñáãìá�éêÞ �éìÞ�çò ðáñáìÝ�ñïõ. Ôï äéÜó�çìá áõ�ü êáëåß�áé äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò. ¸ó�ù

Θ̂ ç åê�éìÞ�ñéá �çò ðáñáìÝ�ñïõ �. Áí ç Θ̂ éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêçIP(Θ̂ − "1 < � < Θ̂ + "2) = 
�ü�å õðïó�çñßæïõìå ü�é �ï �õ÷áßï äéÜó�çìá (Θ̂− "1; Θ̂ + "2) åßíáé Ýíá 100× 
äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï �. Ç �éìÞ 
 êáëåß�áé óõí�åëåó�Þòåìðéó�ïóýíçò êáé åðéëÝãå�áé áðü �ïí åêÜó�ï�å åñåõíç�Þ.ÓõíÞèùò �á äéáó�Þ-ìá�á åßíáé óõììå�ñéêÜ, äçë. "1 = "2 = ".�éá �çí êáëý�åñç êá�áíüçóç �ïõ äéáó�Þìá�ïò åìðéó�ïóýíçò áðáé�åß�áé íáóêåöèïýìå ëßãï ðåñéóóü�åñï �çí ðáñáðÜíù ðéèáíü�ç�á. �íùñßæïõìå ü�é ç Θ̂ùò óõíÜñ�çóç �ùí �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí X1; : : : ; Xn åßíáé ìßá ó�á�éó�éêÞ óõ-íÜñ�çóç, äçë. åßíáé ìßá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ (ç ïðïßá ãéá �éò �éìÝò åíüò óõãêå-êñéìÝíïõ äåßãìá�ïò x1; : : : ; xn ìáò äßíåé ìßá åê�ßìçóç �̂ �çò �). ¢ñá �á Üêñá�ïõ äéáó�Þìá�ïò (Θ̂ − "1; Θ̂ + "2) åßíáé �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò êáé Ý÷åé íüçìáíá õðïó�çñßæïõìå ü�é ìå ðéèáíü�ç�á 
 �ï äéÜó�çìá ðåñéÝ÷åé �çí ðñáãìá�éêÞ�éìÞ � �çò ðáñáìÝ�ñïõ. ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí åñìçíåßá �çò ðéèáíü�ç�áò ùò�ï üñéï ó÷å�éêÞò óõ÷íü�ç�áò èá ìðïñïýóáìå íá äéá�õðþóïõìå �ï åîÞò: Áí ç



158 ÊåöÜëáéï 5äéáäéêáóßá �çò äåéãìá�ïëçøßáò åðáíáëçöèåß ðïëëÝò öïñÝò, äçë. Ý÷ïõìå ðïëëÜäåäïìÝíá �ýðïõ x1; : : : ; xn, Üñá êáé ðïëëÜ äéáó�Þìá�á, �ü�å ï áñéèìüò áõ�þíðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ç � ðñïò �ï óýíïëï �ùí äéáó�çìÜ�ùí éóïý�áé ìå 
. Ôï Ó÷Þìá5.1 äåß÷íåé áõ�ü ðïõ áíáëýóáìå ãéá ìéá ðáñÜìå�ñï � = 60
m êáé ãéá 40 �õ÷áßáäåßãìá�á ßäéïõ ìåãÝèïõò. �áñá�çñïýìå ü�é 2 äéáó�Þìá�á äåí ðåñéÝ÷ïõí �çí�éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ.Áò õðïèÝóïõìå ü�é ãíùñßæïõìå �çí êá�áíïìÞ ðïõ áêïëïõèåß ç �õ÷áßá ìå-�áâëç�Þ × , ç ïðïßá ðåñéãñÜöåé �ï ÷áñáê�çñéó�éêü �ïõ ðëçèõóìïý ãéá �ï ïðïßïåíäéáöåñüìáó�å. Ôá âÞìá�á ðïõ áêïëïõèïýìå ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá äéÜ-ó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá êÜðïéá Üãíùó�ç ðáñÜìå�ñï � �çò êá�áíïìÞò áðü Ýíá�õ÷áßï äåßãìá X1; : : : ; Xn åßíáé �á åîÞò:
• �ñïóäéïñßæïõìå �ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Ô = Ô(×1; : : : ; Xn; �) ãéá �çíïðïßá ãíùñßæïõìå �çí êá�áíïìÞ ðïõ áêïëïõèåß.
• �ñïóäéïñßæïõìå �éò �éìÝò "1 êáé "2, ðïõ åßíáé �Ý�ïéåò þó�åIP("1 < T < "2) = 
:
• ×ñçóéìïðïéþí�áò �éò �éìÝò �ïõ äåßãìá�ïò õðïëïãßæïõìå �o åýñïò �ùí�éìþí ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç � äéá�çñþí�áò �ç óõíèÞêç"1 < t(�) < "2;üðïõ t(�) = T (x1; : : : ; xn; �):Áõ�ü �ï åýñïò åßíáé Ýíá 100 × 
% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï�. Ôïíßæïõìå ü�é �á ðáñáðÜíù éó÷ýïõí ü�áí ãíùñßæïõìå �çí êá�áíïìÞ �çò�õ÷áßáò ìå�áâëç�Þò × . Ó�ç óõíÝ÷åéá, ðáñïõóéÜæïõìå áíáëõ�éêÜ �çí ðáñáðÜíùäéáäéêáóßá ãéá ãíùó�Ýò êá�áíïìÝò.5.3.1 Äåéãìá�ïëçøßá áðü ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ¸ó�ù Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü ðëçèõóìü �ïõ ïðïßïõ �ï ÷áñá-ê�çñéó�éêü áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå Üãíùó�ç ìÝóç �éìÞ � êáéãíùó�Þ äéáóðïñÜ �2, äçë. × ∼ N(�; �2): �éá íá åê�éìÞóïõìå �çí ðáñÜìå�ñï� ÷ñçóéìïðïéïýìå �ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ ×:Åßíáé ãíùó�ü (êáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß) ü�é ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ ×áêïëïõèåß åðßóçò �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå ìÝóç �éìÞ � êáé äéáóðïñÜ �2=n:
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Ó÷Þìá 5.1: Áðåéêüíéóç �ïõ �é óçìáßíåé Ýíá 95% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçòÄçë. X ∼ N(�; �2=n): ¢ñá ç �õðïðïéçìÝíç �õ÷áßá ìå�áâëç�ÞZ =
X − ��=√� áêïëïõèåß �çí N(0; 1);üðïõ Í(0; 1) åßíáé ç �õðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ. ÅðïìÝíùò, �ï ðñþ�ï



160 ÊåöÜëáéï 5âÞìá Ý÷åé åðé�åõ÷èåß, áöïý ãíùñßæïõìå �çí êá�áíïìÞ �çò ó�á�éó�éêÞò óõíÜñ-�çóçò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå.�éá �ï äåý�åñï âÞìá, ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ðßíáêá �éìþí �çò �õðïðïéçìÝíçòÊáíïíéêÞò åí�ïðßæïõìå �éò �éìÝò "1 êáé "2 ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýåéIP("1 < Z < "2) = 
ÓõíÞèùò ïé �éìÝò �ïõ 
 åßíáé 0.90, 0.95, 0.99, ðïõ óçìáßíåé ü�é ìå ìåãÜëçðéèáíü�ç�á èÝëïõìå ç ðñáãìá�éêÞ �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ íá âñßóêå�áé ó�ï äéÜ-ó�çìá ìáò.�íùñßæïí�áò �á "1; "2, êáèþò êáé �éò �éìÝò �ïõ äåßãìá�ïò áðü �ç ó÷Ýóç"1 < x− ��=√n < "2ðáßñíïõìå �ï åîÞò äéÜó�çìáx − "2�√n < � < x − "1�√n¸�óé, ìðïñïýìå íá éó÷õñéó�ïýìå ü�é �ï äéÜó�çìá (x − "2�√n ; x − "1�√n )åßíáé Ýíá 100 × 
% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí Üãíùó�ç ìÝóç �éìÞ � �ïõðëçèõóìïý.�ïëëÝò öïñÝò åíäéáöåñüìáó�å íá óõãêñßíïõìå �éò ìÝóåò �éìÝò äýï Êáíï-íéêþí êá�áíïìþí êáé íá äþóïõìå Ýíá äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç äéáöïñÜ�ïõò. Áõ�ü åðé�õã÷Üíå�áé þò åîÞò: ¸ó�ù Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n,×1; : : : ; Xn áðü ðëçèõóìü �ïõ ïðïßïõ �ï ÷áñáê�çñéó�éêü áêïëïõèåß �çí Êá-íïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå Üãíùó�ç ìÝóç �éìÞ �× êáé ãíùó�Þ äéáóðïñÜ �2× , äçë.× ∼ N(�× ; �2× ). ¼ìïéá, Ýó�ù �ï äåßãìá Y1; : : : ; Ym, áðü �çí ÊáíïíéêÞ êá-�áíïìÞ ìå Üãíùó�ç �Y êáé ãíùó�Þ äéáóðïñÜ �2Y . ¸ó�ù ïé äåéãìá�éêÝò ìÝóåò�éìÝò ×; Õ . Ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ç äéáöïñÜ�ïõò ×−Õ , ç ïðïßá ãíùñßæïõìå ü�é áêïëïõèåß �çí Í(�×−�Õ ; �2×=n+�2Y =m).Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå ãéá Ýíá äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò 100
% �çó÷Ýóç P −z�=2 ≤ (X − Y ) − (�X − �Y )√�2×=n+ �2Y =m ≤ z�=2 = 
;Þ P [(X − Y ) − z�=2�2X−Y ≤ �X − �Y ≤ (X − Y ) + z�=2�2X−Y ] = 
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√�2×=n+ �2Y =m.Áðü �éò ðáñá�çñÞóåéò ìáò õðïëïãßæïõìå �á x; y êáé ðáßñíïõìå �ï 
% äéÜ-ó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç äéáöïñÜ �ùí ìÝóùí
[
(x− y) − z�=2�2X−Y ; (x− y) + z�=2�2X−Y ] :�áñÜäåéãìá 5.11¸ó�ù ü�é ïé âáèìïß ó�ï ìÜèçìá �éèáíü�ç�åò-Ó�á�éó�éêÞáêïëïõèïýí �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå Üãíùó�åò ìÝóåò �éìÝò êáé äéáóðïñÝò�2X = 4; �2Y = 6:25 ùò ðñïò �á �ìÞìá�á �åùëïãßáò(×) êáé ÖõóéêÞò(Õ). �éáäåßãìá�á 36 êáé 40 ãñáð�þí áðü �á �ìÞìá�á �åùëïãßáò êáé ÖõóéêÞò áí�ßó�ïé÷áÝ÷ïõìå x = 5:5; y = 6. Óýìöùíá ìå �á äåäïìÝíá Ý÷ïõìå�2X−Y =
√�2×=n+ �2Y =m =

√
4=36 + 6:25=40 = 0:517:¢ñá åíá 95% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç äéáöïñÜ �ùí ìÝóùí åßíáé �ï áêü-ëïõèï:

[(5:5 − 6) − z0:250:; 517; (5:5 − 6) + z0:250:517]Þ
(−0:5 − 1:96 · 0:517; −0:5 + 1:96 · 0:517) Þ (−1:513 0:5133):�áñÜäåéãìá 5.12 ¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå, �ï óýíçèåò åßíáé íá èåùñïýìåóõììå�ñéêÜ äéáó�Þìá�á, äçë. óõììå�ñéêü äéÜó�çìá ùò ðñïò �ï �, �ï ïðïßïóõíåðÜãå�áé ü�é "1 = −"2 = −". ÅðéðëÝïí, ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ç êá�áíïìÞ�çò Æ åßíáé óõììå�ñéêÞ êáé Ý÷ïõìåIP(−" < Z < ") = 
êáé èÝ�ïí�áò 
 = 1 − � ðáßñíïõìåIP(Z < −") =

�
2

êáé IP(Z > ") =
�
2Ç �éìÞ �ïõ " äçëþíå�áé óõíÞèùò ìå z�=2 êáé �ç âñßóêïõìå ó�ïõò ðßíáêåò�éò �õðïðïéçìÝíçò ÊáíïíéêÞò. Óõíåðþò, �ï 100(1 − �) �ïéò åêá�ü äéÜó�çìáåìðéó�ïóýíçò ãéá �ç ìÝóç �éìÞ � �ïõ ðëçèõóìïý ãñÜöå�áé

(x − z�=2 �√n; x + z�=2 �√n) :
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Ó÷Þìá 5.2: Äéáó�Þìá�á åìðéó�ïóýíçò 90%, 95% êáé 99% áí�ßó�ïé÷áÓ�éò åöáñìïãÝò �éò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå �éò �éìÝò ðïõ äßíïõìåó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá:
1 − � = 
 0:90 0:95 0:99z�=2 1:645 1:96 2:579Ó�ï Ó÷Þìá 5.2 äéåõêñéíßæïí�áé �á ðáñáðÜíù.Ó�ï 100(1 − �) äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ðïõ êá�áóêåõÜóáìå, ç äåéãìá�éêÞìÝóç �éìÞ × áðïêëßíåé �çò ìÝóçò �éìÞò �ïõ ðëçèõóìïý ëéãü�åñï áðü ∆ =z�=2 �√n . Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá óõììå�ñéêü 100(1−�)äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ðëÜ�ïõò 2∆ ãéá �ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ðëçèõóìïý �ï ìÝãåèïò�ïõ äåßãìá�ïò ðñÝðåé íá åßíáén =

[
(z�=2 �

∆
)2
] :�áñÜäåéãìá 5.13 Ï ÷ñüíïò äéåêðåñáßùóçò åíüò ðñïãñÜììá�ïò áðü ÝíáíÇ/Õ åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõ áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå �2 =

2:25se
2 êáé Üãíùó�ç ìÝóç �éìÞ �. �éá íá åê�éìçèåß ç ðáñÜìå�ñïò � åê�åëåß�áé�ï ðñüãñáììá áõ�ü 36 öïñÝò êáé äßíåé ìÝóï ÷ñüíï x = 2se
. ÕðïèÝ�ïí�áò ü�éïé åê�åëÝóåéò �ïõ ðñïãñÜììá�ïò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ç ìßá �çò Üëëçò Ýíá 95 �ïéòåêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï � åßíáé
(2 − 1:96

1:5√
36
; 2 + 1:96

1:5√
36

) = (1; 51; 2; 49):¸ó�ù ü�é åðéèõìïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò, äçë.�ïí áñéèìü äéåêðåñáßùóçò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðñïãñÜììá�ïò, Ý�óé þó�å ìå óõ-



3. Äéáó�Þìá�á Åìðéó�ïóýíçò 163í�åëåó�Þ åìðéó�ïóýíçò 99 �ïéò åêá�ü ç åê�ßìçóÞ ìáò íá äéáöÝñåé áðü �çí ðñáã-ìá�éêÞ ðáñÜìå�ñï � êá�Ü 0,5 se
. Ï áñéèìüò áõ�üò åßíáén =
[
(z�=2 �

∆
)2
]

=

[
(
2:576 × 1:5

0; 5 )2
]

= 60:Óçìåéþíïõìå ü�é ó�ï äåý�åñï åñþ�çìá �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò ðïõ áðáé-�åß�áé åßíáé ðïëý ìåãáëý�åñï áðü áõ�ü �ïõ ðñþ�ïõ, êÜ�é áíáìåíüìåíï áöïýæç�Üìå êÜ�é ìå ìåãáëý�åñï óõí�åëåó�Þ åìðéó�ïóýíçò.�áñÜäåéãìá 5.14¸ó�ù ü�é �ï óÞìá ðïõ åêðÝìðå�áé áðü �ï ó�áèìü Á Ý÷åéÝí�áóç �, åíþ ç Ýí�áóç �ïõ ßäéïõ óÞìá�ïò ðïõ êá�áãñÜöå�áé áðü �ï ó�áèìü Â,ëüãù èïñýâïõ, åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõ áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞìå ìÝóç �éìÞ � êáé �õðéêÞ áðüêëéóç � = 4. �éá íá åëá��ùèåß �ï óöÜëìá, �ïßäéï óÞìá êá�áãñÜöå�áé 25 öïñÝò (äçë. Ý÷ïõìå 25 áíåîÜñ�ç�á ðåéñÜìá�á) êáéïé åí�Üóåéò �ïõ ìáò äßíïõí äåéãìá�éêü ìÝóï x = 22.
• ¸íá 90 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï � åßíáé �ïáêüëïõèï:

(22 − 1:645
4√
25
; 22 + 1:645

4√
25

) = (20:684; 23; 316)

• ¸íá 95 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï � åßíáé �ïáêüëïõèï:
(22 − 1:96

4√
25
; 22 + 1:96

4√
25

) = (20:432; 23; 568)

• ¸íá 99 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï � åßíáé �ïáêüëïõèï:
(22 − 2:576

4√
25
; 22 + 2:576

4√
25

) = (19:94; 24:06)Áðü �ï Ó÷Þìá 5.2 öáßíå�áé ü�é üóï ðéï ìåãÜëïò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò åìðéó�ïóý-íçò �üóï ðéï ìåãÜëï åßíáé �ï äéÜó�çìá, êÜ�é áíáìåíüìåíï, áöïý ìåãáëþíïí�áò�çí ðéèáíü�ç�á íá ðåñéÝ÷å�áé ç Üãíùó�ç ðáñÜìå�ñïò ó�ï äéÜó�çìá ðñÝðåé íáìåãáëþíåé êáé �ï äéÜó�çìá.Äýï óçìáí�éêÜ ðñïâëÞìá�á ðñïêýð�ïõí áðü �éò õðïèÝóåéò ðïõ êÜíáìå Ýùò�þñá êáé åßíáé ïé áêüëïõèåò:A: Ç êá�áíïìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ �ïõ ðëçèõóìïý äåí åßíáé ðÜí�á ÊáíïíéêÞ.Óõíåðþò ðñÝðåé íá åîå�áóèïýí êáé ðåñéð�þóåéò Üëëùí êá�áíïìþí. �íùñßæïõìåüìùò áðü �ï Êåí�ñéêü Ïñéáêü Èåþñçìá ü�é ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóçX − ��=√n



164 ÊåöÜëáéï 5áêïëïõèåß áóõìð�ù�éêÜ �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ü�áí �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá-�ïò åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëï. Ôï ãåãïíüò áõ�ü ìáò åðé�ñÝðåé íá åðéêáëïýìáó�å �çíõðüèåóç �çò ÊáíïíéêÞò êá�áíïìÞò ãéá ìåãÜëá äåßãìá�á.Â: Ç äåý�åñç äõóêïëßá åìöáíßæå�áé ü�áí ç äéáóðïñÜ �2 �çò êá�áíïìÞò �çòÜãíùó�çò ðáñáìÝ�ñïõ äåí åßíáé ãíùó�Þ. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ìðïñïýìå íá÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí åê�ßìçóÞ �çò áðü �ï äåßãìá s2 ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìåÝíá äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçòx − z�=2 s√n < � < x + z�=2 s√n;�ï ïðïßï åßíáé ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ãéá ìåãÜëï n êáé ïðùóäÞðï�å ãéá n > 30.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò åßíáé ìéêñü ç ðáñáðÜíùðñïóÝããéóç äåí åßíáé êáëÞ êáé �ü�å ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí êá�áíïìÞ t Þ êá�áíïìÞStudent. (âë. êåö.3). Õðåíèõìßæïõìå �ïí ïñéóìü �çò: Áí X åßíáé ç äåéãìá�éêÞìÝóç �éìÞ áðü êá�áíïìÞ ðëçèõóìïý ðïõ áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞìå n êáé � �2, �ü�å ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ (ó�çí ðåñßð�ùóÞ ìáò ç ó�á�éó�éêÞóõíÜñ�çóç) T =
X − �S=√�áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ Student ìå n− 1 âáèìïýò åëåõèåñßáò. Ç ãñáöéêÞ ðá-ñÜó�áóç �çò åßíáé ðáñüìïéá ìå áõ�Þ �çò ÊáíïíéêÞò êá�áíïìÞò ìå ðåñéóóü�åñçðõêíü�ç�á ó�éò ïõñÝò, üðùò öáßíå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá. �éá óõãêåêñéìÝíåò�éìÝò ìðïñïýìå íá áíá�ñÝîïõìå ó�ïí ðßíáêá VI �ïõ �áñáñ�Þìá�ïò.Ôï äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ Ý÷åé �ç ìïñöÞx − tn−1;�=2 s√n < � < x + tn−1;�=2 s√n:�áñÜäåéãìá 5.15¸ó�ù ü�é ãéá ëüãïõò �å÷íéêïýò èÝëïõìå íá åê�éìÞóïõìå�ï ìÝóï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò åíüò åñãáó�çñßïõ áðü ìå�áð�õ÷éáêïýò öïé�ç�åò �ïõ�ìÞìá�ïò ÖõóéêÞò. Åßíáé ãíùó�ü ü�é ï ÷ñüíïò áõ�üò áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞêá�áíïìÞ ìå Üãíùó�ç ìÝóç �éìÞ � êáé äéáóðïñÜ �2. ¸íá �õ÷áßï äåßãìá áðüáõ�ïýò ìáò äßíåé äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ x = 240min êáé äåéãìá�éêÞ �õðéêÞáðüêëéóç s = 15min. �éá íá Ý÷ïõìå Ýíá 98 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçòãéá �ïí ðñáãìá�éêü ìÝóï ÷ñüíï ÷ñåéáæüìáó�å �çí �éìÞ �çò t5;0:01. Áðü �ïí�ßíáêá VI �ïõ �áñáñ�Þìá�ïò âñßóêïõìå ü�é ç �éìÞ áõ�Þ åßíáé 3.365. ¢ñá �ï
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(x − t5; 0:01 s√n; x + t5; 0:01 s√n)

= (240 − 3:365
15√

6
; 240 + 3:365

15√
6
)

= (219:40; 260:60):�áñá�Þñçóç: Áí ãíùñßæáìå ü�é ç ðñáãìá�éêÞ �éìÞ �çò �õðéêÞò áðüêëéóçò Þ�áí� = 15, �ü�å �ï 98 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò èá Þ�áí
(x − z�=2 �√n; x + z�=2 �√n) = (240 − 2:33

15√
6
; 240 + 2:33

15√
6
)

= (225:73; 254; 26):Óõãêñßíïí�áò �á äýï äéáó�Þìá�á ðáñá�çñïýìå ü�é �ï äåý�åñï åßíáé ìéêñü�åñïüðùò Þ�áí áíáìåíüìåíï.ÌÝ÷ñé �þñá áó÷ïëçèÞêáìå ìå äéáó�Þìá�á åìðéó�ïóýíçò ðïõ áöïñïýí �çìÝóç �éìÞ �ïõ ðëçèõóìïý. Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá áíáöÝñïõìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõåðéèõìïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç äéáóðïñÜ�ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý × �ïõ ðëçèõóìïý ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç êá�áíïìÞ �ïõåßíáé ç ÊáíïíéêÞ. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é ç ó�á�éó�éêÞóõíÜñ�çóç ðïõ âáóßæå�áé óå Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n×2n−1 =
(n− 1)S2�2

;üðïõ ç S2 åßíáé ç äåéãìá�éêÞ äéáóðïñÜ, áêïëïõèåß �ç êá�áíïìÞ �2n−1 n − 1.ÔéìÝò �çò êá�áíïìÞò áõ�Þò ãéá äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ n, ðïõ óõíÞèùò áíáöÝñå�áé�-�å�ñÜãùíï êá�áíïìÞ ìå n−1 âáèìïýò åëåõèåñßáò õðÜñ÷ïõí ó�ïí ðßíáêá VII�ïõ �áñáñ�Þìá�ïò.Áðü �ïí ðßíáêá áõ�ü ðñïóäéïñßæïõìå �ïõò áñéèìïýò "1 êáé "2 ðïõ åßíáé �Ý-�ïéïé þó�å íá Ý÷ïõìå �ï åðüìåíï 100(1−�) �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçòIP ["1 < (n− 1)S2�2
< "2] = 1 − �:Åßíáé öáíåñü ü�é ç �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ �2n−1 áðü �ïí ïñéóìü �çò ðáßñíåé ìçáñíç�éêÝò �éìÝò êáé Üñá äåí åßíáé óõììå�ñéêÞ ùò ðñïò �ï 0, üðùò óõìâáßíåé ìå�çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, ïé áñéèìïé "1; "2 åðéëÝãïí�áéÝ�óé þó�å íá éó÷ýïõí �á åîÞò:IP(×2n−1 > "1) =

�
2

êáé IP(×2n−1 < "1) =
�
2
:



166 ÊåöÜëáéï 5Äçë. ïé áñéèìïß "1 êáé "2 åßíáé áí�ßó�ïé÷á ïé �éìÝò �2n−1; �=2 kai �2n−1; 1−�=2.Óõíåðþò, Ýíá 100(1 − �) �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç äéáóðïñÜäßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç
(n− 1)s2�2n−1; �=2 < �2 < (n− 1)s2�2n−1; 1−�=2 :Óçìåéþíïõìå ü�é üðùò óõìâáßíåé êáé ìå �çí êá�áíïìÞ t, Ý�óé êáé ó�çí ðåñß-ð�ùóç �çò �-�å�ñÜãùíï �ï äéÜó�çìá äåí áðáé�åß �ç ãíþóç êÜðïéáò ðáñáìÝ�ñïõ�çò êá�áíïìÞò.�áñÜäåéãìá 5.16 �ñïêåéìÝíïõ íá áíáâáèìéóèåß �ï óýó�çìá åíäïåðéêïé-íùíßáò åíüò óõó�Þìá�ïò, ãéá �éò êáèõó�åñÞóåéò �ïõ ïðïßïõ Ý÷ïõí êá�áãñáöåßó÷å�éêÜ ðáñÜðïíá, ç å�áéñåßá ó÷åäéáóìïý åðéèõìåß íá êá�áóêåõÜóåé Ýíá 95 �ïéòåêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç äéáóðïñÜ �ïõ ÷ñüíïõ áí�áðüêñéóçò. Õðï-èÝ�ïí�áò ü�é ï ÷ñüíïò áí�áðüêñéóçò áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ Ýíá �õ-÷áßï äåßãìá 30 ÷ñüíùí êá�áãñÜöå�áé êáé õðïëïãßæå�áé ç äåéãìá�éêÞ äéáóðïñÜ.Áí s2 = 25 se
2, �ü�å �ï æç�ïýìåíï äéÜó�çìá åßíáé

(
29 · 25

45:722
< �2 < 29 · 25

16:047
) = (15:86 < �2 < 45:18):Óçìåéþíïõìå ü�é ç õðüèåóç �çò Êáíïíéêü�ç�áò �çò êá�áíïìÞò åßíáé áðá-ñáß�ç�á ó�çí ðåñßð�ùóç åê�ßìçóçò �çò äéáóðïñÜò, êÜ�é ðïõ äåí éó÷ýåé ãéá �çìÝóç �éìÞ ç ïðïßá ìðïñåß íá åê�éìçèåß áðü �ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç (X−�)�=√n ðïëýéêáíïðïéç�éêÜ êÜ�ù áðü óõíèÞêåò, üðùò åßäáìå óå ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï.5.3.2 Äåéãìá�ïëçøßá áðü Åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ¸ó�ù Ýíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü ðëçèõóìü �ïõ ïðïßïõ �ï ÷áñáê�ç-ñéó�éêü áêïëïõèåß �çí Åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï � Üãíùó�ç. �íùñß-æïõìå ü�é ç ìÝóç �éìÞ �çò åêèå�éêÞò åßíáé � = 1=� êáé ç äéáóðïñÜ �çò �2 = 1=�2.Ó�ï ðáñÜäåéãìá 5.8 äåßîáìå ü�é ç åê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò ðá-ñÜìå�ñïõ � åßíáé ç äåéãìá�éêÞ ìÝóç �éìÞ ×: ¸÷ïõìå åðïìÝíùò �ç ó�á�éó�éêÞóõíÜñ�çóç Ô = Ô(×1; : : : ; Xn; �) = X =

1n n∑i=1

Xi;�çò ïðïßáò ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå �çí êá�áíïìÞ. Óêåö�üìáó�å ùò åîÞò:�íùñßæïõìå ü�é �ï Üèñïéóìá n áíåîáñ�Þ�ùí åêèå�éêþí ìå ðáñÜìå�ñï � áêïëïõ-èåß �çí êá�áíïìÞ Erlang ìå ðáñáìÝ�ñïõò n; �. Áõ�ü óõíåðÜãå�áé ü�é ç
2n�X =

2nX� =
2nT�



3. Äéáó�Þìá�á Åìðéó�ïóýíçò 167êá�áíÝìå�áé ùò êá�áíïìÞ �Üììá (âë. ÊåöÜëáéï 2) ìå ðáñáìÝ�ñïõò n êáé 1=2,ç ïðïßá åßíáé ç �2 êá�áíïìÞ ìå 2n âáèìïýò åëåõèåñßáò. ¢ñá Ýíá 100(1 − �)�ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ðëçèõóìïý � êá�á-óêåõÜæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç�2
2n; 1−�=2 < 2nt(�̂)� < �2

2n; �=2êáé åßíáé (t(�̂) 2n�2
2n; �=2 < � < t(�̂) 2n�2

2n; 1−�=2) ;üðïõ ç t(�̂) åßíáé ç åê�ßìçóç.�áñÜäåéãìá 5.17 Ï ÷ñüíïò æùÞò ìéáò ëõ÷íßáò ïñéóìÝíïõ �ýðïõ áêïëïõèåß�çí åêèå�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï �. ¸íá �õ÷áßï äåßãìá 10 ëõ÷íéþí äßíåéìÝóï ÷ñüíï æùÞò 10,000 þñåò. ¸íá 90 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá�ç ìÝóç �éìÞ �ïõ ðëçèõóìïý åßíáé
(10; 000

2 · 10�2
20; 0:10=2 < � =

1� < 10; 000
2 · 10�2

20; 0:95=2 )Þ
(6; 367:40 < � =

1� < 18; 431:49)5.3.3 Äåéãìá�ïëçøßá áðü êá�áíïìÞ PoissonÈåùñþí�áò ìßá äéáäéêáóßá Poisson ðáñáìÝ�ñïõ � ãíùñßæïõìå ü�é ïé ÷ñüíïéXi; i = 1; 2; : : : ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí ãåãïíü�ùí, �ïõò ïðïßïõò ïíáìÜæïõìååíäéÜìåóïõò, åßíáé áíåîÜñ�ç�åò �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò êáé áêïëïõèïýí �çí åêèå-�éêÞ êá�áíïìÞ ìå ðáñÜìå�ñï �. ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é ðáñáêïëïõèïýìå �ç äéáäéêáóßáÝùò ü�ïõ óõìâïýí n ãåãïíü�á åðéèõìïýìå íá åê�éìÞóïõìå �çí ðáñÜìå�ñï � .�íùñßæïõìå ü�é ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóçSn =
n∑i=1áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ Erlang ìå ðáñáìÝ�ñïõò n; �, Üñá ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ-�çóç 2�Sn áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ �2 ìå 2n âáèìïýò åëåõèåñßáò. Óõíåðþòáðü �ç ó÷Ýóç (�2

2n; 1−�=2
2sn < � < �2

2n; �=2
2sn )



168 ÊåöÜëáéï 5ðñïóäéïñßæå�áé Ýíá 100(1−�) äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çí ðáñÜìå�ñï � �çòPoisson. Õðåíèõìßæïõìå ü�é ç � åßíáé ï ñõèìüò ìå �ïí ïðïßï óõìâáßíïõí �áãåãïíü�á, ãéá �ï ëüãï áõ�ü Ý÷åé éäéáß�åñç óçìáóßá.�áñÜäåéãìá 5.17 Ïé áößîåéò ñáäéåíåñãþí óùìá�éäßùí óå Ýíá ìå�ñç�Þ áêï-ëïõèïýí �çí êá�áíïìÞ ìå Üãíùó�ç ðáñÜìå�ñï �çí ïðïßá èÝëïõìå íá êá�áóêåõÜ-óïõìå Ýíá 90 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò. �áñáêïëïõèåß�áé ç åêðïìðÞ50 óùìá�éäßùí êáé ðáñá�çñåß�áé ü�é áõ�Ü êá�áãñÜöïí�áé óå ÷ñïíéêü äéÜó�çìá10 se
. ¸÷ïõìå äçë. � = 5 óùìá�ßäéá/se
. ¢ñá �ï æç�ïýìåíï äéÜó�çìá åßíáé
(�2

2·50; 1−0:1=2
2 · 10

< � < �2
2·50; 0:1=2
2 · 10

)
=

(�2
100; 0:95

20
< � < �2

100; 0:5
20

)

= (3:89 < � < 6:217):5.3.4 Äåéãìá�ïëçøßá áðü êá�áíïìÞ BernoulliÁò õðïèÝóïõìå ü�é ç Äéïßêçóç �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþí ðñïêåéìÝíïõíá áðïöáóßóåé ãéá áëëáãÝò ó�çí åîå�áó�éêÞ äéáäéêáóßá åðéèõìåß íá Ý÷åé ÝíáäéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ðïóïó�ü, Ýó�ù p �ùí öïé�ç�þí ðïõ óõìöùíïýí.ÊÜèå öïé�ç�Þò áí�éðñïóùðåýå�áé áðü ìéá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ Xi; i = 1:2; : : :ðïõ áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ Bernoulli, äçë. ðáßñíåé �çí �éìÞ 1 ìå ðéèáíü�ç�áp áí óõìöùíåß êáé 0 ìå ðéèáíü�ç�á q = 1 − p áí ü÷é. �éá �ï óêïðü áõ�üÝíá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõ n ëáìâÜíå�áé áðü �ïí ðëçèõóìü �ùí öïé�ç�þí �ïõ�áíåðéó�çìßïõ.Ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóçSn =
n∑i=1

Xi;áêïëïõèåß, ùò ãíùó�ü, �çí ÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ. Ó�çí ðáñÜãñáöï 5.2.1 åßäáìåü�é ç åê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò ðáñáìÝ�ñïõ p åßíáé çP̂ =
Snn = X:�íùñßæïõìå ü�é IE[Sn] = np êáé Var [Sn] = np(1 − p): ¢ñá IE[P̂ ] = p êáéVar [P̂ ] = p(1 − p)=n; �ï ïðïßï óçìáßíåé �ï äåéãìá�éêü ðïóïó�ü, P̂ , åßíáé áìå-ñüëçð�ç êáé óõíåðÞò åê�éìÞ�ñéá �ïõ ðñáãìá�éêïý ðïóïó�ïý p.¼�áí �ï ìÝãåèïò �ïõ äåßãìá�ïò åßíáé ìåãÜëï Þ �ï ðïóïó�ü p õðïð�åõü-ìáó�å ü�é äåí åßíáé êïí�Ü ó�ï 0 Þ ó�ï 1, �ü�å ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é çÄéùíõìéêÞ êá�áíïìÞ ðïõ áêïëïõèåß ç ó�á�éó�éêÞ óõíÜñ�çóç Sn ðñïóåããßæå�áéáðü �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå � = np; �2 = np(1 − p): ÓõíÞèùò ïé óõíèÞêåò



3. Äéáó�Þìá�á Åìðéó�ïóýíçò 169ðñïóÝããéóçò åêöñÜæïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò np ≥ 5; nq ≥ 5:. Åðßóçò, ç Üãíùó�çðáñÜìå�ñïò �2 ìðïñåß íá ðñïóåããéóèåß áðü �ç �̂2 = np̂(1 − p̂): ÊÜ�ù áðü �éòðáñáðÜíù óõíèÞêåò ç Sn − np�̂áêïëïõèåß �çí �õðïðïéçìÝíç ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ. ¢ñá Ýíá 100(1−�) äéÜó�çìáåìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ðïóïó�ü p ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç
−z�=2 < Sn − np�̂ < z�=2Þ snn − z�=2√sn(1 − snn )n2

< p < snn + z�=2√sn(1 − snn )n2
;üðïõ sn ç åê�ßìçóç ðïõ Ý÷ïõìå áðü �ï �õ÷áßï äåßãìá. Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóçìðïñåß íá ãñáöåß ðéï óõíïð�éêÜ ùòp̂− z�=2√ p̂(1 − p̂)n < p < p̂+ z�=2√ p̂(1 − p̂)n :Åðéó�ñÝöïí�áò ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é �ï �õ÷áßï äåßãìá åßíáéìåãÝèïõò n = 100 êáé ïé öïé�ç�Ýò ðïõ õðïó�çñßæïõí �éò óõãêåêñéìÝíåò áëëá-ãÝò åßíáé s100 = 40: Ôü�å Ýíá 95 �ïéò åêá�ü äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ïðñáãìá�éêü ðïóïó�ü åßíáé



40=100 − 1:96

√
40(1 − 40

100)

1002
< p < 40=100 + 1:96

√
40(1 − 40

100)

1002





= (0:353 < p < 0:447):�áñÜäåéãìá 5.18 (Õðïèå�éêü) ¸ó�ù ü�é �ï Õðïõñãåßï �åñéâÜëëïí�ïò êáéÄçìïóßùí ¸ñãùí áíáêïéíþíåé ü�é óå ìéá äçìïóêüðéóç ðïõ Ýãéíå ìå óêïðü íáëçöèïýí ìÝ�ñá ãéá �çí á�ìïóöáéñéêÞ ñýðáíóç ó�çí ëåêáíïðÝäéï �çò Á��éêÞò�ï 58 �ïéò åêá�ü �ùí êá�ïßêùí óõìöùíåß ìå áõ�Ü ìå ðåñéèþñéï ëÜèïõò ±3 �ïéòåêá�ü. Ôé óçìáßíåé áõ�Þ ç äÞëùóç; Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ðüóïé êÜ�ïéêïéñù�Þèçêáí ãé´áõ�ü �ï èÝìá;Ó�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü äåí áíáöÝñå�áé ï óõí�åëåó�Þò åìðéó�ïóýíçò. ¼ìùòåßíáé êïéíÞ ðñáê�éêÞ íá ðáñïõóéÜæïí�áé 95 �ïéò åêá�ü äéáó�Þìá�á åìðéó�ïóý-íçò, åê�üò áí äéåõêñéíßæå�áé äéáöïñå�éêÜ. ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå Ýíá 95 �ïéò åêá�ü



170 ÊåöÜëáéï 5äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ï Üãíùó�ï ðïóïó�ü p �ùí ðïëé�þí ðïõ õðïó�ç-ñßæïõí �ç ëÞøç ìÝ�ñùí áðü �ï ó÷å�éêü Õðïõñãåßï, �ï ïðïßï äßíå�áé áðü �ïí�ýðï
0:58 − 1:96

√
0:58 · 0:42n < p < 0:58 + 1:96

√
0:58 · 0:42n :Áðü �ï ü�é �ï óöÜëìá åßíáé ±0; 03 Ý÷ïõìå ü�é

1:96

√
0:58 · 0:42n = 0:03;�ï ïðïßï ìáò äßíåé �ïí áñéèìü �ùí åñù�çèÝ�ùín =

(1:962)(0:58)(0:42)

(0:032)
= 1040Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù éó÷õñéæüìáó�å ü�é: \ñù�Þèçêáí ðåñßðïõ 1040 Ü�ïìáêáé �ï 58 �ïéò åêá�ü áõ�þí �ùí á�üìùí óõìöùíåß ìå �ç ëÞøç ìÝ�ñùí ãéá �çíáí�éìå�þðéóç �çò á�ìïóöáéñéêÞò ñýðáíóçò"ÁóêÞóåéò1. ÄÝêá ó�ïé÷åßá åíüò óõó�Þìá�ïò åëÝã÷ïí�áé ùò ðñïò �ï ÷ñüíï æùÞò �ïõòìå �ç ìÝèïäï �çò åîÜí�ëçóçò êáé ïé ðáñá�çñïýìåíïé ÷ñüíïé æùÞò �ïõò óå þñåòåßíáé: 1200, 1500, 1625, 1725, 1750, 1785, 1800, 1865, 1900, 1950. ÕðïèÝ�ï-í�áò ü�é ï ÷ñüíïò æùÞò �ùí óõãêåêñéìÝíùí ó�ïé÷åßùí áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞêá�áíïìÞ íá õðïëïãéóèåß ìéá åê�ßìçóç ãéá �ï ìÝóï ÷ñüíï æùÞò, êáèþò êáé ãéá�ç äéáóðïñÜ. Íá êá�áóêåõáóèåß Ýíá 90% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ìÝóï÷ñüíï æùÞò.2. Óå Ýíá õðïëïãéó�éêü êÝí�ñï äçìéïõñãåß�áé ïõñÜ åñãáóéþí ðïõ ðåñéìÝ-íïõí ãéá äéåêðåñáßùóç. Ôá ðáñáêÜ�ù äåäïìÝíá áöïñïýí óå 20 ìå�ñÞóåéò ìÝóïõìÞêïõò �çò ïõñÜò. Ìå âÜóç áõ�Ü íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé êáëý�åñåò åê�éìÞ�ñéåòãéá �ï ìÝóï ìÞêïò êáé �ç äéáóðïñÜ �çò ïõñÜò, êáèþò êáé Ýíá 95% äéÜó�çìáåìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ìÝóï ìÞêïò.

3 2:87 3:58 3:28 3:87
4:14 5:23 3:86 2:88 4:37
4:75 4:33 3:17 2:85 4:16
4:03 3:57 3:68 3:95 3:58ÕðïèÝó�å ü�é �ï ìÞêïò �çò ïõñÜò áêïëïõèåß ðñïóåããéó�éêÜ �çí ÊáíïíéêÞ êá-�áíïìÞ.



5.4 ÁóêÞóåéò 1713. á) ¸íá �õ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò � X1; : : : ; X� ëáìâÜíå�áé áðü �çí êá-�áíïìÞ Poisson ìå ðáñÜìå�ñï �; 0 < � < ∞. Íá äåé÷èåß ü�é ç åê�éìÞ�ñéáìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò ðáñáìÝ�ñïõ � åßíáé �̂ = X.â) ¸ó�ù × ï áñéèìüò óõãêåêñéìÝíùí åëá��ùìÜ�ùí ðïõ ðáñïõóéÜæïí�áé óå�áéíßá õðïëïãéó�Þ áíÜ 100 ìÝ�ñá. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç × åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þðïõ áêïëïõèåß �çí êá�áíïìÞ Poisson ìå ðáñÜìå�ñï �. ¸ó�ù ü�é 40 �áéíßåò�ùí 100 ìÝ�ñùí åîå�Üæïí�áé êáé ìáò äßíïõí �á åîÞò áðï�åëÝóìá�á ùò ðñïò �ïóõãêåêñéìÝíï åëÜ��ùìá: 5 ìáò äßíïõí 0, 7 ìáò äßíïõí 1, 12 ìáò äßíïõí 2, 9ìáò äßíïõí 3, 5 ìáò äßíïõí 4, 1 ìáò äßíåé 5 êáé 1 ìáò äßíåé 6. Íá õðïëïãéóèåßç åê�éìÞ�ñéá ìåãßó�çò ðéèáíïöÜíåéáò �çò �.4. Ç æùÞ ìéáò çëåê�ñïíéêÞò ëõ÷íßáò áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå�õðéêÞ áðüêëéóç � = 400 þñåò. ¸íá äåßãìá 20 �Ý�ïéùí ëõ÷íéþí åëÝã÷ïí�áéêáé ìáò äßíïõí ìÝóï ÷ñüíï æùÞò 9000 þñåò. Íá êá�áóêåõáóèåß Ýíá: á) 90%,â)95% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ìÝóï ÷ñüíï æùÞò ìéáò �Ý�ïéáò ëõ÷íßáò.5. Ï ÷ñüíïò æùÞò óå þñåò, Ýó�ù ×, �ùí ëõ÷íéþí ðïõ ðáñÜãåé ç å�áéñßá Ááêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞ êá�áíïìÞ ìå �× êáé �2× = 784, åíþ ï ÷ñüíïò æùÞò óåþñåò, Ýó�ù Õ, �ùí ëõ÷íéþí ðïõ ðáñÜãåé ç å�áéñßá Â áêïëïõèåß �çí ÊáíïíéêÞêá�áíïìÞ ìå �× êáé �2Õ = 648. Ïé ðáñáãùãÝò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò.¸íá äåßãìá ìåãÝèïõò n = 56 áðü �çí ðáñáãùãÞ �çò å�áéñßáò Á ìáò äßíåéx = 937; 5, åíþ Ýíá äåßãìá ìåãÝèïõò m = 57 áðü �çí å�áéñßá Â ìáò äßíåéy = 988; 9. Íá õðïëïãéóèåß Ýíá á) 90%, â)99% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �çäéáöïñÜ �ùí ìÝóùí �X − �Y .6. Åßêïóé öïé�ç�Ýò ìå�ñïýí �ï óçìåßï �Þîçò ìïëýâäïõ. Ôá áðï�åëÝóìá�á�ïõò Ýäùóáí ìÝóç èåñìïêñáóßá óå âáèìïýò Êåëóßïõ êáé �õðéêÞ áðüêëéóç 330,2êáé 15,4 áí�ßó�ïé÷á. Íá êá�áóêåõáóèïýí äéáó�Þìá�á åìðéó�ïóýíçò á)90% ,â)95% ãéá �ç ìÝóç èåñìïêñáóßá �Þîçò.7. Óå ìéá ðåñéï÷Þ �çò Á��éêÞò ïé êÜ�ïéêïé áíçóõ÷ïýí ãéá óõãêÝí�ñùóçìïíïîåéäßïõ �ïõ Üíèñáêá êá�Ü �éò ìåóçìåñéáíÝò þñåò. Ç õðåýèõíç õðçñåóßáêÜíåé 16 �õ÷áßåò ðáñá�çñÞóåéò êá�Ü �éò þñåò áõ�Ýò ðïõ äßíïõí �éò åîÞò �éìÝòóå mg/m3: 33, 25, 37, 45, 64, 55, 35, 40, 44, 36, 60, 58, 39, 70, 65, 72.Må äåäïìÝíï ü�é �ï åðé�ñåð�ü üñéï Ýêèåóçò óå ìïíïîåßäéï �ïõ Üíèñáêá åßíáé55mg/m3 �é íïìßæå�å ü�é ðñÝðåé íá áíáêïéíþóïõí ó�ïõò êá�ïßêïõò ùò ðñïò �ïìÝóç �éìÞ �ïõ ñýðïõ óå åðßðåäï óçìáí�éêü�ç�áò 95%;8. ¸íá �õ÷áßï äåßãìá 100 ð�õ÷éïý÷ùí �çò Ó÷ïëÞò Èå�éêþí Åðéó�çìþíñù�Þèçêáí áìÝóùò ìå�Ü �çí ïñêùìïóßá �ïõò êá�Ü �ç ëÞøç �ïõ ð�õ÷ßïõ áíåßíáé áéóéüäïîïé ãéá �ï åðáããåëìá�éêü �ïõò ìÝëëïí. Ôï 32% áðÜí�çóáí èå�éêÜ.Íá êá�áóêåõáóèåß Ýíá 90% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíç ãéá �ï ðñáãìá�éêü ðïóïó�üáéóéüäïîùí ð�õ÷éïý÷ùí �çò Ó÷ïëÞò.



172 ÊåöÜëáéï 59. Ìéá å�áéñßá ðáñáãùãÞò çëåê�ñïíéêþí ðñïéüí�ùí èÝëåé íá êÜíåé ìéáÝñåõíá áãïñÜò ùò ðñïò ðüóïé âëÝðïõí ó�çí �çëåüñáóç óõãêåêñéìÝíç äéáöÞìéóç�çò. �éá �ï óêïðü áõ�ü, ç ïìÜäá ðïõ Ý÷åé áõ�Þ �çí åõèýíç åðéëÝãåé �õ÷áßá áðü�ïí �çëåöùíéêü êá�Üëïãï Ü�ïìá �á ïðïßá ñù�Üåé ó÷å�éêÜ ìå �ç äéáöÞìçóç.á) �üóïõò ðñÝðåé íá ñù�Þóïõí Ý�óé þó�å óå åðßðåäï óçìáí�éêü�ç�áò 90% çåê�ßìçóç �ïõ ðïóïó�ïý íá åßíáé óùó�Þ ±0; 02;â) Èåùñåßó�å ùò ìÝãåèïò äåßãìá�ïò áõ�ü ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ï. á) ¸ó�ùü�é �ï 24% âëÝðåé �ç óõãêåêñéìÝíç äéáöÞìçóç. Êá�áóêåõÜó�å Ýíá 90% äéÜ-ó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ðñáãìá�éêü ðïóïó�ü.10. Ǻó�ù ü�é �ï ðáíåðéó�Þìéï Áèçíþí èÝëåé íá ãíùñßæåé �ï ðïóïó�ü �ùíöïé�ç�ñéþí. ¸íá �õ÷áßï äåßãìá 1000 Á.Ì.(áñéèìþí ìç�ñþïõ) ëáìâÜíïí�áéêáé äéáðéó�þíå�áé ü�é 416 áíÞêïõí óå öïé�Þ�ñéåò. Íá êá�áóêåõáóèåß Ýíá 95%äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò ãéá �ï ðñáãìá�éêü ðïóïó�ü. Ǻó�ù ü�é ç äéïßêçóç �ïõðáíåðéó�çìßïõ åðéèõìåß Ýíá 99% äéÜó�çìá åìðéó�ïóýíçò �Ý�ïéï þó�å �ï ìÞêïò�ïõ äéáó�Þìá�ïò íá åßíáé �ï ðïëý 0,03. �üóï ìåãÜëï �õ÷áßï äåßãìá ðñÝðåé íáëçöèåß;



�áñÜñ�çìá�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí�ßíáêáò É: Äéáêñé�Ýò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�ÝòÄéáêñé�Ýò ÓõíÜñ�çóç ÑïðïãåííÞ�ñéá Å(X) V (X)Êá�áíïìÝò �éèáíü�ç�áòÄéùíõìéêÞ (��)p�(1 − p)�−� (pet + (1 − p))� �p �p(1 − p)ìå ðáñáìÝ�ñïõò � = 0; : : : ; �
0 ≤ p ≤ 1Poisson e−� ���! e�(et−1) � �ìå ðáñÜìå�ñï � = 0; 1 : : :� > 0�åùìå�ñéêÞ p(1 − p)�−1 pet

1−(1−p)et 1p 1−pp2ìå ðáñÜìå�ñï � = 1; 2; : : :
0 ≤ p ≤ 1Pas
al (�−1�−1

) p�(1 − p)�−� ( pet
1−(1−p)et )� �p �(1−p)p2ìå ðáñáìÝ�ñïõò � = �; �+ 1; : : : ;�; p �ßíáêáò II: Óõíå÷åßò Ôõ÷áßåò Ìå�áâëç�ÝòÓõíå÷åßò ÓõíÜñ�çóç ÑïðïãåííÞ�ñéá Å(X) V (X)Êá�áíïìÝò ðõêíü�ç�áòðéèáíü�ç�áòÏìïéüìïñöç 1�−� , et�−et�t(�−�)

�+�
2

(�−�)2

12ó�ï (�; �) � < x < �Åêèå�éêÞ �e−�x, ��−t 1� 1�2ìå � > 0 x ≥ 0�Üììá ìå (�; �), �e−�x(�x)�−1� (�) ( ��−t )� �� ��2� > 0 � > 0 x ≥ 0ÊáíïíéêÞ ìå 1�√2�e−(x−�)2=2�2 e�t+(�t)2=2 � �2

(�; �2) −∞ < x < ∞ÂÞ�á ìå (�; �) Cx�−1(1 − x)�−1 ��+� ��
(�+�)2(�+�+1)� > 0; � > 0 0 < x < 1C = � (�+�)� (�)� (�)



236 �áñÜñ�çìá�ßíáêáò III. ÓõíÜñ�çóç �éèáíü�ç�áò ÄéùíõìéêÞò Êá�áíïìÞòp(k) =

( nk ) pk(1 − p)n−k; k = 0; : : : ; nn k 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.501 0 0.9500 0.9000 0.8500 0.8000 0.7500 0.7000 0.6500 0.6000 0.5500 0.50001 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500 0.50002 0 0.9025 0.8100 0.7225 0.6400 0.5625 0.4900 0.4225 0.3600 0.3025 0.25001 0.0950 0.1800 0.2550 0.3200 0.3750 0.4200 0.4550 0.4800 0.4950 0.50002 0.0025 0.0100 0.0225 0.0400 0.0625 0.0900 0.1225 0.1600 0.2025 0.25003 0 0.8574 0.7290 0.6141 0.5120 0.4219 0.3430 0.2746 0.2160 0.1664 0.12501 0.1354 0.2430 0.3251 0.3840 0.4219 0.4410 0.4436 0.4320 0.4084 0.37502 0.0071 0.0270 0.0574 0.0960 0.1406 0.1890 0.2389 0.2880 0.3341 0.37503 0.0001 0.0010 0.0034 0.0080 0.0156 0.0270 0.0429 0.0640 0.0911 0.12504 0 0.8145 0.6561 0.5220 0.4096 0.3164 0.2401 0.1785 0.1296 0.0915 0.06251 0.1715 0.2916 0.3685 0.4096 0.4219 0.4116 0.3845 0.3456 0.2995 0.25002 0.0135 0.0486 0.0975 0.1536 0.2109 0.2646 0.3105 0.3456 0.3675 0.37503 0.0005 0.0036 0.0115 0.0256 0.0469 0.0756 0.1115 0.1536 0.2005 0.25004 0.0000 0.0001 0.0005 0.0016 0.0039 0.0081 0.0150 0.0256 0.0410 0.06255 0 0.7738 0.5905 0.4437 0.3277 0.2373 0.1681 0.1160 0.0778 0.0503 0.03131 0.2036 0.3281 0.3915 0.4096 0.3955 0.3602 0.3124 0.2592 0.2059 0.15632 0.0214 0.0729 0.1382 0.2048 0.2637 0.3087 0.3364 0.3456 0.3369 0.31253 0.0011 0.0081 0.0244 0.0512 0.0879 0.1323 0.1811 0.2304 0.2757 0.31254 0.0000 0.0005 0.0022 0.0064 0.0146 0.0284 0.0488 0.0768 0.1128 0.15635 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0010 0.0024 0.0053 0.0102 0.0185 0.03136 0 0.7351 0.5314 0.3771 0.2621 0.1780 0.1176 0.0754 0.0467 0.0277 0.01561 0.2321 0.3543 0.3993 0.3932 0.3560 0.3025 0.2437 0.1866 0.1359 0.09382 0.0305 0.0984 0.1762 0.2458 0.2966 0.3241 0.3280 0.3110 0.2780 0.23443 0.0021 0.0146 0.0415 0.0819 0.1318 0.1852 0.2355 0.2765 0.3032 0.31254 0.0001 0.0012 0.0055 0.0154 0.0330 0.0595 0.0951 0.1382 0.1861 0.23445 0.0000 0.0001 0.0004 0.0015 0.0044 0.0102 0.0205 0.0369 0.0609 0.09386 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0018 0.0041 0.0083 0.01567 0 0.6983 0.4783 0.3206 0.2097 0.1335 0.0824 0.0490 0.0280 0.0152 0.00781 0.2573 0.3720 0.3960 0.3670 0.3115 0.2471 0.1848 0.1306 0.0872 0.05472 0.0406 0.1240 0.2097 0.2753 0.3115 0.3177 0.2985 0.2613 0.2140 0.16413 0.0036 0.0230 0.0617 0.1147 0.1730 0.2269 0.2679 0.2903 0.2918 0.27344 0.0002 0.0026 0.0109 0.0287 0.0577 0.0972 0.1442 0.1935 0.2388 0.27345 0.0000 0.0002 0.0012 0.0043 0.0115 0.0250 0.0466 0.0774 0.1172 0.16416 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0013 0.0036 0.0084 0.0172 0.0320 0.05477 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0006 0.0016 0.0037 0.00788 0 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 0.00391 0.2793 0.3826 0.3847 0.3355 0.2670 0.1977 0.1373 0.0896 0.0548 0.03132 0.0515 0.1488 0.2376 0.2936 0.3115 0.2965 0.2587 0.2090 0.1569 0.10943 0.0054 0.0331 0.0839 0.1468 0.2076 0.2541 0.2786 0.2787 0.2568 0.21884 0.0004 0.0046 0.0185 0.0459 0.0865 0.1361 0.1875 0.2322 0.2627 0.27345 0.0000 0.0004 0.0026 0.0092 0.0231 0.0467 0.0808 0.1239 0.1719 0.21886 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0038 0.0100 0.0217 0.0413 0.0703 0.10947 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0033 0.0079 0.0164 0.03138 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0017 0.0039



�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí 237�ßíáêáò III. (ÓõíÝ÷åéá)n k 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.509 0 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0207 0.0101 0.0046 0.00201 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253 0.1556 0.1004 0.0605 0.0339 0.01762 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003 0.2668 0.2162 0.1612 0.1110 0.07033 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2716 0.2508 0.2119 0.16414 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2194 0.2508 0.2600 0.24615 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.1181 0.1672 0.2128 0.24616 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0424 0.0743 0.1160 0.16417 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0098 0.0212 0.0407 0.07038 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0013 0.0035 0.0083 0.01769 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.002010 0 0.5987 0.3487 0.1969 0.1074 0.0563 0.0282 0.0135 0.0060 0.0025 0.00101 0.3151 0.3874 0.3474 0.2684 0.1877 0.1211 0.0725 0.0403 0.0207 0.00982 0.0746 0.1937 0.2759 0.3020 0.2816 0.2335 0.1757 0.1209 0.0763 0.04393 0.0105 0.0574 0.1298 0.2013 0.2503 0.2668 0.2522 0.2150 0.1665 0.11724 0.0010 0.0112 0.0401 0.0881 0.1460 0.2001 0.2377 0.2508 0.2384 0.20515 0.0001 0.0015 0.0085 0.0264 0.0584 0.1029 0.1536 0.2007 0.2340 0.24616 0.0000 0.0001 0.0012 0.0055 0.0162 0.0368 0.0689 0.1115 0.1596 0.20517 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0031 0.0090 0.0212 0.0425 0.0746 0.11728 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0014 0.0043 0.0106 0.0229 0.04399 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0016 0.0042 0.009810 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.001011 0 0.5688 0.3138 0.1673 0.0859 0.0422 0.0198 0.0088 0.0036 0.0014 0.00051 0.3293 0.3835 0.3248 0.2362 0.1549 0.0932 0.0518 0.0266 0.0125 0.00542 0.0867 0.2131 0.2866 0.2953 0.2581 0.1998 0.1395 0.0887 0.0513 0.02693 0.0137 0.0710 0.1517 0.2215 0.2581 0.2568 0.2254 0.1774 0.1259 0.08064 0.0014 0.0158 0.0536 0.1107 0.1721 0.2201 0.2428 0.2365 0.2060 0.16115 0.0001 0.0025 0.0132 0.0388 0.0803 0.1321 0.1830 0.2207 0.2360 0.22566 0.0000 0.0003 0.0023 0.0097 0.0268 0.0566 0.0985 0.1471 0.1931 0.22567 0.0000 0.0000 0.0003 0.0017 0.0064 0.0173 0.0379 0.0701 0.1128 0.16118 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0037 0.0102 0.0234 0.0462 0.08069 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0018 0.0052 0.0126 0.026910 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0007 0.0021 0.005411 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.000512 0 0.5404 0.2824 0.1422 0.0687 0.0317 0.0138 0.0057 0.0022 0.0008 0.00021 0.3413 0.3766 0.3012 0.2062 0.1267 0.0712 0.0368 0.0174 0.0075 0.00292 0.0988 0.2301 0.2924 0.2835 0.2323 0.1678 0.1088 0.0639 0.0339 0.01613 0.0173 0.0852 0.1720 0.2362 0.2581 0.2397 0.1954 0.1419 0.0923 0.05374 0.0021 0.0213 0.0683 0.1329 0.1936 0.2311 0.2367 0.2128 0.1700 0.12085 0.0002 0.0038 0.0193 0.0532 0.1032 0.1585 0.2039 0.2270 0.2225 0.19346 0.0000 0.0005 0.0040 0.0155 0.0401 0.0792 0.1281 0.1766 0.2124 0.22567 0.0000 0.0000 0.0006 0.0033 0.0115 0.0291 0.0591 0.1009 0.1489 0.19348 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0024 0.0078 0.0199 0.0420 0.0762 0.12089 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0015 0.0048 0.0125 0.0277 0.053710 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0008 0.0025 0.0068 0.016111 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0010 0.002912 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002



238 �áñÜñ�çìá�ßíáêáò III. (ÓõíÝ÷åéá)n k 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.5013 0 0.5133 0.2542 0.1209 0.0550 0.0238 0.0097 0.0037 0.0013 0.0004 0.00011 0.3512 0.3672 0.2774 0.1787 0.1029 0.0540 0.0259 0.0113 0.0045 0.00162 0.1109 0.2448 0.2937 0.2680 0.2059 0.1388 0.0836 0.0453 0.0220 0.00953 0.0214 0.0997 0.1900 0.2457 0.2517 0.2181 0.1651 0.1107 0.0660 0.03494 0.0028 0.0277 0.0838 0.1535 0.2097 0.2337 0.2222 0.1845 0.1350 0.08735 0.0003 0.0055 0.0266 0.0691 0.1258 0.1803 0.2154 0.2214 0.1989 0.15716 0.0000 0.0008 0.0063 0.0230 0.0559 0.1030 0.1546 0.1968 0.2169 0.20957 0.0000 0.0001 0.0011 0.0058 0.0186 0.0442 0.0833 0.1312 0.1775 0.20958 0.0000 0.0000 0.0001 0.0011 0.0047 0.0142 0.0336 0.0656 0.1089 0.15719 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0009 0.0034 0.0101 0.0243 0.0495 0.087310 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0022 0.0065 0.0162 0.034911 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0012 0.0036 0.009512 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.001613 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000114 0 0.4877 0.2288 0.1028 0.0440 0.0178 0.0068 0.0024 0.0008 0.0002 0.00011 0.3593 0.3559 0.2539 0.1539 0.0832 0.0407 0.0181 0.0073 0.0027 0.00092 0.1229 0.2570 0.2912 0.2501 0.1802 0.1134 0.0634 0.0317 0.0141 0.00563 0.0259 0.1142 0.2056 0.2501 0.2402 0.1943 0.1366 0.0845 0.0462 0.02224 0.0037 0.0349 0.0998 0.1720 0.2202 0.2290 0.2022 0.1549 0.1040 0.06115 0.0004 0.0078 0.0352 0.0860 0.1468 0.1963 0.2178 0.2066 0.1701 0.12226 0.0000 0.0013 0.0093 0.0322 0.0734 0.1262 0.1759 0.2066 0.2088 0.18337 0.0000 0.0002 0.0019 0.0092 0.0280 0.0618 0.1082 0.1574 0.1952 0.20958 0.0000 0.0000 0.0003 0.0020 0.0082 0.0232 0.0510 0.0918 0.1398 0.18339 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0018 0.0066 0.0183 0.0408 0.0762 0.122210 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0014 0.0049 0.0136 0.0312 0.061111 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0010 0.0033 0.0093 0.022212 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0019 0.005613 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.000914 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000115 0 0.4633 0.2059 0.0874 0.0352 0.0134 0.0047 0.0016 0.0005 0.0001 0.00001 0.3658 0.3432 0.2312 0.1319 0.0668 0.0305 0.0126 0.0047 0.0016 0.00052 0.1348 0.2669 0.2856 0.2309 0.1559 0.0916 0.0476 0.0219 0.0090 0.00323 0.0307 0.1285 0.2184 0.2501 0.2252 0.1700 0.1110 0.0634 0.0318 0.01394 0.0049 0.0428 0.1156 0.1876 0.2252 0.2186 0.1792 0.1268 0.0780 0.04175 0.0006 0.0105 0.0449 0.1032 0.1651 0.2061 0.2123 0.1859 0.1404 0.09166 0.0000 0.0019 0.0132 0.0430 0.0917 0.1472 0.1906 0.2066 0.1914 0.15277 0.0000 0.0003 0.0030 0.0138 0.0393 0.0811 0.1319 0.1771 0.2013 0.19648 0.0000 0.0000 0.0005 0.0035 0.0131 0.0348 0.0710 0.1181 0.1647 0.19649 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0034 0.0116 0.0298 0.0612 0.1048 0.152710 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0030 0.0096 0.0245 0.0515 0.091611 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0024 0.0074 0.0191 0.041712 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0016 0.0052 0.013913 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0010 0.003214 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.000515 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000



�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí 239�ßíáêáò III. (ÓõíÝ÷åéá)n k 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.5016 0 0.4401 0.1853 0.0743 0.0281 0.0100 0.0033 0.0010 0.0003 0.0001 0.00001 0.3706 0.3294 0.2097 0.1126 0.0535 0.0228 0.0087 0.0030 0.0009 0.00022 0.1463 0.2745 0.2775 0.2111 0.1336 0.0732 0.0353 0.0150 0.0056 0.00183 0.0359 0.1423 0.2285 0.2463 0.2079 0.1465 0.0888 0.0468 0.0215 0.00854 0.0061 0.0514 0.1311 0.2001 0.2252 0.2040 0.1553 0.1014 0.0572 0.02785 0.0008 0.0137 0.0555 0.1201 0.1802 0.2099 0.2008 0.1623 0.1123 0.06676 0.0001 0.0028 0.0180 0.0550 0.1101 0.1649 0.1982 0.1983 0.1684 0.12227 0.0000 0.0004 0.0045 0.0197 0.0524 0.1010 0.1524 0.1889 0.1969 0.17468 0.0000 0.0001 0.0009 0.0055 0.0197 0.0487 0.0923 0.1417 0.1812 0.19649 0.0000 0.0000 0.0001 0.0012 0.0058 0.0185 0.0442 0.0840 0.1318 0.174610 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0014 0.0056 0.0167 0.0392 0.0755 0.122211 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0013 0.0049 0.0142 0.0337 0.066712 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0040 0.0115 0.027813 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0008 0.0029 0.008514 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.001815 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.000216 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000017 0 0.4181 0.1668 0.0631 0.0225 0.0075 0.0023 0.0007 0.0002 0.0000 0.00001 0.3741 0.3150 0.1893 0.0957 0.0426 0.0169 0.0060 0.0019 0.0005 0.00012 0.1575 0.2800 0.2673 0.1914 0.1136 0.0581 0.0260 0.0102 0.0035 0.00103 0.0415 0.1556 0.2359 0.2393 0.1893 0.1245 0.0701 0.0341 0.0144 0.00524 0.0076 0.0605 0.1457 0.2093 0.2209 0.1868 0.1320 0.0796 0.0411 0.01825 0.0010 0.0175 0.0668 0.1361 0.1914 0.2081 0.1849 0.1379 0.0875 0.04726 0.0001 0.0039 0.0236 0.0680 0.1276 0.1784 0.1991 0.1839 0.1432 0.09447 0.0000 0.0007 0.0065 0.0267 0.0668 0.1201 0.1685 0.1927 0.1841 0.14848 0.0000 0.0001 0.0014 0.0084 0.0279 0.0644 0.1134 0.1606 0.1883 0.18559 0.0000 0.0000 0.0003 0.0021 0.0093 0.0276 0.0611 0.1070 0.1540 0.185510 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0025 0.0095 0.0263 0.0571 0.1008 0.148411 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0026 0.0090 0.0242 0.0525 0.094412 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0024 0.0081 0.0215 0.047213 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0021 0.0068 0.018214 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0016 0.005215 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.001016 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000117 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000



240 �áñÜñ�çìá�ßíáêáò III. (ÓõíÝ÷åéá)n k 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.5018 0 0.3972 0.1501 0.0536 0.0180 0.0056 0.0016 0.0004 0.0001 0.0000 0.00001 0.3763 0.3002 0.1704 0.0811 0.0338 0.0126 0.0042 0.0012 0.0003 0.00012 0.1683 0.2835 0.2556 0.1723 0.0958 0.0458 0.0190 0.0069 0.0022 0.00063 0.0473 0.1680 0.2406 0.2297 0.1704 0.1046 0.0547 0.0246 0.0095 0.00314 0.0093 0.0700 0.1592 0.2153 0.2130 0.1681 0.1104 0.0614 0.0291 0.01175 0.0014 0.0218 0.0787 0.1507 0.1988 0.2017 0.1664 0.1146 0.0666 0.03276 0.0002 0.0052 0.0301 0.0816 0.1436 0.1873 0.1941 0.1655 0.1181 0.07087 0.0000 0.0010 0.0091 0.0350 0.0820 0.1376 0.1792 0.1892 0.1657 0.12148 0.0000 0.0002 0.0022 0.0120 0.0376 0.0811 0.1327 0.1734 0.1864 0.16699 0.0000 0.0000 0.0004 0.0033 0.0139 0.0386 0.0794 0.1284 0.1694 0.185510 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0042 0.0149 0.0385 0.0771 0.1248 0.166911 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0046 0.0151 0.0374 0.0742 0.121412 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0012 0.0047 0.0145 0.0354 0.070813 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0012 0.0045 0.0134 0.032714 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0039 0.011715 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0009 0.003116 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.000617 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000118 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000019 0 0.3774 0.1351 0.0456 0.0144 0.0042 0.0011 0.0003 0.0001 0.0000 0.00001 0.3774 0.2852 0.1529 0.0685 0.0268 0.0093 0.0029 0.0008 0.0002 0.00002 0.1787 0.2852 0.2428 0.1540 0.0803 0.0358 0.0138 0.0046 0.0013 0.00033 0.0533 0.1796 0.2428 0.2182 0.1517 0.0869 0.0422 0.0175 0.0062 0.00184 0.0112 0.0798 0.1714 0.2182 0.2023 0.1491 0.0909 0.0467 0.0203 0.00745 0.0018 0.0266 0.0907 0.1636 0.2023 0.1916 0.1468 0.0933 0.0497 0.02226 0.0002 0.0069 0.0374 0.0955 0.1574 0.1916 0.1844 0.1451 0.0949 0.05187 0.0000 0.0014 0.0122 0.0443 0.0974 0.1525 0.1844 0.1797 0.1443 0.09618 0.0000 0.0002 0.0032 0.0166 0.0487 0.0981 0.1489 0.1797 0.1771 0.14429 0.0000 0.0000 0.0007 0.0051 0.0198 0.0514 0.0980 0.1464 0.1771 0.176210 0.0000 0.0000 0.0001 0.0013 0.0066 0.0220 0.0528 0.0976 0.1449 0.176211 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0018 0.0077 0.0233 0.0532 0.0970 0.144212 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0022 0.0083 0.0237 0.0529 0.096113 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0024 0.0085 0.0233 0.051814 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0024 0.0082 0.022215 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0022 0.007416 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.001817 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.000318 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000019 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000



�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí 241�ßíáêáò III. (ÓõíÝ÷åéá)n k 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.5020 0 0.3585 0.1216 0.0388 0.0115 0.0032 0.0008 0.0002 0.0000 0.0000 0.00001 0.3774 0.2702 0.1368 0.0576 0.0211 0.0068 0.0020 0.0005 0.0001 0.00002 0.1887 0.2852 0.2293 0.1369 0.0669 0.0278 0.0100 0.0031 0.0008 0.00023 0.0596 0.1901 0.2428 0.2054 0.1339 0.0716 0.0323 0.0123 0.0040 0.00114 0.0133 0.0898 0.1821 0.2182 0.1897 0.1304 0.0738 0.0350 0.0139 0.00465 0.0022 0.0319 0.1028 0.1746 0.2023 0.1789 0.1272 0.0746 0.0365 0.01486 0.0003 0.0089 0.0454 0.1091 0.1686 0.1916 0.1712 0.1244 0.0746 0.03707 0.0000 0.0020 0.0160 0.0545 0.1124 0.1643 0.1844 0.1659 0.1221 0.07398 0.0000 0.0004 0.0046 0.0222 0.0609 0.1144 0.1614 0.1797 0.1623 0.12019 0.0000 0.0001 0.0011 0.0074 0.0271 0.0654 0.1158 0.1597 0.1771 0.160210 0.0000 0.0000 0.0002 0.0020 0.0099 0.0308 0.0686 0.1171 0.1593 0.176211 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0030 0.0120 0.0336 0.0710 0.1185 0.160212 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0039 0.0136 0.0355 0.0727 0.120113 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0010 0.0045 0.0146 0.0366 0.073914 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0012 0.0049 0.0150 0.037015 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0013 0.0049 0.014816 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0013 0.004617 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.001118 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000219 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000020 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000



242 �áñÜñ�çìá�ßíáêáò IV. ÓõíÜñ�çóç �éèáíü�ç�áò Êá�áíïìÞò Poissonp(k) = e−� �kk! ; k = 0; 1; : : :(ãéá �éìÝò �ïõ k ðïõ äåí ðåñéëáìâÜíïí�áé ó�ïí ðßíáêá ç �éìÞ �çò áí�ßó�ïé÷çò ðéèáíü�ç�áò åßíáéìéêñü�åñç áðü 10−4). �k 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066 0.36791 0.0905 0.1637 0.2222 0.2681 0.3033 0.3293 0.3476 0.3595 0.3659 0.36792 0.0045 0.0164 0.0333 0.0536 0.0758 0.0988 0.1217 0.1438 0.1647 0.18393 0.0002 0.0011 0.0033 0.0072 0.0126 0.0198 0.0284 0.0383 0.0494 0.06134 0.0000 0.0001 0.0003 0.0007 0.0016 0.0030 0.0050 0.0077 0.0111 0.01535 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0004 0.0007 0.0012 0.0020 0.00316 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.00057 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001�k 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 20 0.3329 0.3012 0.2725 0.2466 0.2231 0.2019 0.1827 0.1653 0.1496 0.13531 0.3662 0.3614 0.3543 0.3452 0.3347 0.3230 0.3106 0.2975 0.2842 0.27072 0.2014 0.2169 0.2303 0.2417 0.2510 0.2584 0.2640 0.2678 0.2700 0.27073 0.0738 0.0867 0.0998 0.1128 0.1255 0.1378 0.1496 0.1607 0.1710 0.18044 0.0203 0.0260 0.0324 0.0395 0.0471 0.0551 0.0636 0.0723 0.0812 0.09025 0.0045 0.0062 0.0084 0.0111 0.0141 0.0176 0.0216 0.0260 0.0309 0.03616 0.0008 0.0012 0.0018 0.0026 0.0035 0.0047 0.0061 0.0078 0.0098 0.01207 0.0001 0.0002 0.0003 0.0005 0.0008 0.0011 0.0015 0.0020 0.0027 0.00348 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0003 0.0005 0.0006 0.00099 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002�k 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 30 0.1225 0.1108 0.1003 0.0907 0.0821 0.0743 0.0672 0.0608 0.0550 0.04981 0.2572 0.2438 0.2306 0.2177 0.2052 0.1931 0.1815 0.1703 0.1596 0.14942 0.2700 0.2681 0.2652 0.2613 0.2565 0.2510 0.2450 0.2384 0.2314 0.22403 0.1890 0.1966 0.2033 0.2090 0.2138 0.2176 0.2205 0.2225 0.2237 0.22404 0.0992 0.1082 0.1169 0.1254 0.1336 0.1414 0.1488 0.1557 0.1622 0.16805 0.0417 0.0476 0.0538 0.0602 0.0668 0.0735 0.0804 0.0872 0.0940 0.10086 0.0146 0.0174 0.0206 0.0241 0.0278 0.0319 0.0362 0.0407 0.0455 0.05047 0.0044 0.0055 0.0068 0.0083 0.0099 0.0118 0.0139 0.0163 0.0188 0.02168 0.0011 0.0015 0.0019 0.0025 0.0031 0.0038 0.0047 0.0057 0.0068 0.00819 0.0003 0.0004 0.0005 0.0007 0.0009 0.0011 0.0014 0.0018 0.0022 0.002710 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.000811 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.000212 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001



�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí 243�ßíáêáò IV. (ÓõíÝ÷åéá) �k 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 40 0.0450 0.0408 0.0369 0.0334 0.0302 0.0273 0.0247 0.0224 0.0202 0.01831 0.1397 0.1304 0.1217 0.1135 0.1057 0.0984 0.0915 0.0850 0.0789 0.07332 0.2165 0.2087 0.2008 0.1929 0.1850 0.1771 0.1692 0.1615 0.1539 0.14653 0.2237 0.2226 0.2209 0.2186 0.2158 0.2125 0.2087 0.2046 0.2001 0.19544 0.1733 0.1781 0.1823 0.1858 0.1888 0.1912 0.1931 0.1944 0.1951 0.19545 0.1075 0.1140 0.1203 0.1264 0.1322 0.1377 0.1429 0.1477 0.1522 0.15636 0.0555 0.0608 0.0662 0.0716 0.0771 0.0826 0.0881 0.0936 0.0989 0.10427 0.0246 0.0278 0.0312 0.0348 0.0385 0.0425 0.0466 0.0508 0.0551 0.05958 0.0095 0.0111 0.0129 0.0148 0.0169 0.0191 0.0215 0.0241 0.0269 0.02989 0.0033 0.0040 0.0047 0.0056 0.0066 0.0076 0.0089 0.0102 0.0116 0.013210 0.0010 0.0013 0.0016 0.0019 0.0023 0.0028 0.0033 0.0039 0.0045 0.005311 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0009 0.0011 0.0013 0.0016 0.001912 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 0.0005 0.000613 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.000214 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001�k 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 50 0.0166 0.0150 0.0136 0.0123 0.0111 0.0101 0.0091 0.0082 0.0074 0.00671 0.0679 0.0630 0.0583 0.0540 0.0500 0.0462 0.0427 0.0395 0.0365 0.03372 0.1393 0.1323 0.1254 0.1188 0.1125 0.1063 0.1005 0.0948 0.0894 0.08423 0.1904 0.1852 0.1798 0.1743 0.1687 0.1631 0.1574 0.1517 0.1460 0.14044 0.1951 0.1944 0.1933 0.1917 0.1898 0.1875 0.1849 0.1820 0.1789 0.17555 0.1600 0.1633 0.1662 0.1687 0.1708 0.1725 0.1738 0.1747 0.1753 0.17556 0.1093 0.1143 0.1191 0.1237 0.1281 0.1323 0.1362 0.1398 0.1432 0.14627 0.0640 0.0686 0.0732 0.0778 0.0824 0.0869 0.0914 0.0959 0.1002 0.10448 0.0328 0.0360 0.0393 0.0428 0.0463 0.0500 0.0537 0.0575 0.0614 0.06539 0.0150 0.0168 0.0188 0.0209 0.0232 0.0255 0.0281 0.0307 0.0334 0.036310 0.0061 0.0071 0.0081 0.0092 0.0104 0.0118 0.0132 0.0147 0.0164 0.018111 0.0023 0.0027 0.0032 0.0037 0.0043 0.0049 0.0056 0.0064 0.0073 0.008212 0.0008 0.0009 0.0011 0.0013 0.0016 0.0019 0.0022 0.0026 0.0030 0.003413 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.0011 0.001314 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 0.000515 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002



244 �áñÜñ�çìá�ßíáêáò IV. (ÓõíÝ÷åéá) �k 6 7 8 9 10 11 12 13 14 150 0.0025 0.0009 0.0003 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00001 0.0149 0.0064 0.0027 0.0011 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.00002 0.0446 0.0223 0.0107 0.0050 0.0023 0.0010 0.0004 0.0002 0.0001 0.00003 0.0892 0.0521 0.0286 0.0150 0.0076 0.0037 0.0018 0.0008 0.0004 0.00024 0.1339 0.0912 0.0573 0.0337 0.0189 0.0102 0.0053 0.0027 0.0013 0.00065 0.1606 0.1277 0.0916 0.0607 0.0378 0.0224 0.0127 0.0070 0.0037 0.00196 0.1606 0.1490 0.1221 0.0911 0.0631 0.0411 0.0255 0.0152 0.0087 0.00487 0.1377 0.1490 0.1396 0.1171 0.0901 0.0646 0.0437 0.0281 0.0174 0.01048 0.1033 0.1304 0.1396 0.1318 0.1126 0.0888 0.0655 0.0457 0.0304 0.01949 0.0688 0.1014 0.1241 0.1318 0.1251 0.1085 0.0874 0.0661 0.0473 0.032410 0.0413 0.0710 0.0993 0.1186 0.1251 0.1194 0.1048 0.0859 0.0663 0.048611 0.0225 0.0452 0.0722 0.0970 0.1137 0.1194 0.1144 0.1015 0.0844 0.066312 0.0113 0.0263 0.0481 0.0728 0.0948 0.1094 0.1144 0.1099 0.0984 0.082913 0.0052 0.0142 0.0296 0.0504 0.0729 0.0926 0.1056 0.1099 0.1060 0.095614 0.0022 0.0071 0.0169 0.0324 0.0521 0.0728 0.0905 0.1021 0.1060 0.102415 0.0009 0.0033 0.0090 0.0194 0.0347 0.0534 0.0724 0.0885 0.0989 0.102416 0.0003 0.0014 0.0045 0.0109 0.0217 0.0367 0.0543 0.0719 0.0866 0.096017 0.0001 0.0006 0.0021 0.0058 0.0128 0.0237 0.0383 0.0550 0.0713 0.084718 0.0000 0.0002 0.0009 0.0029 0.0071 0.0145 0.0255 0.0397 0.0554 0.070619 0.0000 0.0001 0.0004 0.0014 0.0037 0.0084 0.0161 0.0272 0.0409 0.055720 0.0000 0.0000 0.0002 0.0006 0.0019 0.0046 0.0097 0.0177 0.0286 0.041821 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0009 0.0024 0.0055 0.0109 0.0191 0.029922 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0030 0.0065 0.0121 0.020423 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0006 0.0016 0.0037 0.0074 0.013324 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0020 0.0043 0.008325 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0010 0.0024 0.005026 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0005 0.0013 0.002927 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.001628 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.000929 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.000430 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.000231 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000132 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001



�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí 245�ßíáêáò V. Áèñïéó�éêÞ ÓõíÜñ�çóç �éèáíü�ç�áò ÔõðéêÞò ÊáíïíéêÞò Êá�áíïìÞò
Φ(z) =

∫ z
−∞

1√
2�e−u2duz 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.090.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.53590.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.57530.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.61410.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.65170.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.68790.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.72240.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.75490.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.78520.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.81330.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.83891.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.86211.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.88301.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.90151.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.91771.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.93191.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.94411.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.95451.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.96331.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.97061.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.97672.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.98172.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.98572.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.98902.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.99162.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.99362.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.99522.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.99642.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.99742.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.99812.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.99863.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.99903.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.99933.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.99953.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.99973.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.99983.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.99983.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.99993.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.99993.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.99993.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



246 �áñÜñ�çìá�ßíáêáò VI. ¢íù Êñßóéìåò ÔéìÝò Êá�áíïìÞò t-Student ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáòtn;� : IP(t > tn;�) = �n tn;0:005 tn;0:01 tn;0:25 tn;0:05 tn;0:11 63.66 31.82 12.71 6.31 3.082 9.92 6.96 4.30 2.92 1.893 5.84 4.54 3.18 2.35 1.644 4.60 3.75 2.78 2.13 1.535 4.03 3.36 2.57 2.02 1.486 3.71 3.14 2.45 1.94 1.447 3.50 3.00 2.36 1.89 1.418 3.36 2.90 2.31 1.86 1.409 3.25 2.82 2.26 1.83 1.3810 3.17 2.76 2.23 1.81 1.3711 3.11 2.72 2.20 1.80 1.3612 3.05 2.68 2.18 1.78 1.3613 3.01 2.65 2.16 1.77 1.3514 2.98 2.62 2.14 1.76 1.3515 2.95 2.60 2.13 1.75 1.3416 2.92 2.58 2.12 1.75 1.3417 2.90 2.57 2.11 1.74 1.3318 2.88 2.55 2.10 1.73 1.3319 2.86 2.54 2.09 1.73 1.3320 2.85 2.53 2.09 1.72 1.3321 2.83 2.52 2.08 1.72 1.3222 2.82 2.51 2.07 1.72 1.3223 2.81 2.50 2.07 1.71 1.3224 2.80 2.49 2.06 1.71 1.3225 2.79 2.49 2.06 1.71 1.3226 2.78 2.48 2.06 1.71 1.3127 2.77 2.47 2.05 1.70 1.3128 2.76 2.47 2.05 1.70 1.3129 2.76 2.46 2.05 1.70 1.3130 2.75 2.46 2.04 1.70 1.3140 2.70 2.42 2.02 1.68 1.3060 2.66 2.39 2.00 1.67 1.30120 2.62 2.36 1.98 1.66 1.29
∞ 2.58 2.33 1.96 1.65 1.28



�ßíáêåò �éèáíï�Þ�ùí 247�ßíáêáò VII. ¢íù Êñßóéìåò ÔéìÝò Êá�áíïìÞò �2 ìå n âáèìïýò åëåõèåñßáò�2n;� : IP(�2 > �2n;�) = �n �2n;0:005 �2n;0:01 �2n;0:25 �2n;0:05 �2n;0:11 7.88 6.63 5.02 3.84 2.712 10.60 9.21 7.38 5.99 4.613 12.84 11.34 9.35 7.81 6.254 14.86 13.28 11.14 9.49 7.785 16.75 15.09 12.83 11.07 9.246 18.55 16.81 14.45 12.59 10.647 20.28 18.48 16.01 14.07 12.028 21.95 20.09 17.53 15.51 13.369 23.59 21.67 19.02 16.92 14.6810 25.19 23.21 20.48 18.31 15.9911 26.76 24.72 21.92 19.68 17.2812 28.30 26.22 23.34 21.03 18.5513 29.82 27.69 24.74 22.36 19.8114 31.32 29.14 26.12 23.68 21.0615 32.80 30.58 27.49 25.00 22.3116 34.27 32.00 28.85 26.30 23.5417 35.72 33.41 30.19 27.59 24.7718 37.16 34.81 31.53 28.87 25.9919 38.58 36.19 32.85 30.14 27.2020 40.00 37.57 34.17 31.41 28.4121 41.40 38.93 35.48 32.67 29.6222 42.80 40.29 36.78 33.92 30.8123 44.18 41.64 38.08 35.17 32.0124 45.56 42.98 39.36 36.42 33.2025 46.93 44.31 40.65 37.65 34.3826 48.29 45.64 41.92 38.89 35.5627 49.64 46.96 43.19 40.11 36.7428 50.99 48.28 44.46 41.34 37.9229 52.34 49.59 45.72 42.56 39.0930 53.67 50.89 46.98 43.77 40.2640 66.77 63.69 59.34 55.76 51.8160 91.95 88.38 83.30 79.08 74.4080 116.32 112.33 106.63 101.88 96.58100 140.17 135.81 129.56 124.34 118.50
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�ßíáêáò VIII. ¢íù Êñßóéìåò ÔéìÝò Êá�áíïìÞò F ìå n1; n2 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáé � = 0:01.Fn1;n2;0:01 : IP(F > Fn1;n2;0:01) = 0:01n1 = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞n2 = 1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 63632 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48 99.49 99.503 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.35 27.23 27.05 26.87 26.69 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.144 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.37 14.20 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.475 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.89 9.72 9.55 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 9.036 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.72 7.56 7.40 7.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6.897 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.47 6.31 6.16 6.07 5.99 5.91 5.82 5.74 5.668 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 4.879 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.11 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 4.3210 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.71 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.9211 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 3.86 3.78 3.69 3.6112 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 3.45 3.3713 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3.34 3.25 3.1814 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.80 3.66 3.51 3.43 3.35 3.27 3.18 3.09 3.0215 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.67 3.52 3.37 3.29 3.21 3.13 3.05 2.96 2.8816 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69 3.55 3.41 3.26 3.18 3.10 3.02 2.93 2.84 2.7617 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 3.59 3.46 3.31 3.16 3.08 3.00 2.92 2.83 2.75 2.6618 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51 3.37 3.23 3.08 3.00 2.92 2.84 2.75 2.66 2.5819 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 3.43 3.30 3.15 3.00 2.92 2.84 2.76 2.67 2.58 2.5020 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.23 3.09 2.94 2.86 2.78 2.69 2.61 2.52 2.4321 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40 3.31 3.17 3.03 2.88 2.80 2.72 2.64 2.55 2.46 2.3722 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.26 3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.58 2.50 2.40 2.3223 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 3.21 3.07 2.93 2.78 2.70 2.62 2.54 2.45 2.35 2.2724 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17 3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 2.2225 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22 3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.54 2.45 2.36 2.27 2.1826 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 3.09 2.96 2.81 2.66 2.58 2.50 2.42 2.33 2.23 2.1427 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15 3.06 2.93 2.78 2.63 2.55 2.47 2.38 2.29 2.20 2.1128 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 3.03 2.90 2.75 2.60 2.52 2.44 2.35 2.26 2.17 2.0829 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.09 3.00 2.87 2.73 2.57 2.49 2.41 2.33 2.23 2.14 2.0530 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.84 2.70 2.55 2.47 2.39 2.30 2.21 2.11 2.0240 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.66 2.52 2.37 2.29 2.20 2.11 2.02 1.92 1.8260 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 2.63 2.50 2.35 2.20 2.12 2.03 1.94 1.84 1.73 1.62120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56 2.47 2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 1.40

∞ 6.66 4.63 3.80 3.34 3.04 2.82 2.66 2.53 2.43 2.34 2.20 2.06 1.90 1.81 1.72 1.61 1.50 1.35 1.16
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�ßíáêáò IX. ¢íù Êñßóéìåò ÔéìÝò Êá�áíïìÞò F ìå n1; n2 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáé � = 0:05.Fn1;n2;0:05 : IP(F > Fn1;n2;0:05) = 0:05n1 = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞n2 = 1 161 199 216 225 230 234 237 239 241 242 244 246 248 249 250 251 252 253 2542 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.493 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.534 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.91 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.635 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.376 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 3.677 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.238 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 2.939 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.7110 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.5411 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.4112 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.3013 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.2114 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 2.1415 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.0716 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.11 2.06 2.0217 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.9718 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.9219 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.8820 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.8521 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.8222 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.7923 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.7624 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.7425 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.7226 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 2.22 2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.7027 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.6828 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 1.6629 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22 2.18 2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 1.6530 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.6340 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.5260 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.40120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 1.27

∞ 3.85 3.00 2.61 2.38 2.22 2.11 2.02 1.95 1.89 1.84 1.76 1.68 1.58 1.53 1.47 1.41 1.33 1.24 1.11
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�ßíáêáò X. ¢íù Êñßóéìåò ÔéìÝò Êá�áíïìÞò F ìå n1; n2 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáé � = 0:10.Fn1;n2;0:10 : IP(F > Fn1;n2;0:10) = 0:10n1 = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞n2 = 1 40 49 54 56 57 58 59 59 60 60 61 61 62 62 62 63 63 63 632 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 9.39 9.41 9.42 9.44 9.45 9.46 9.47 9.47 9.48 9.493 5.54 5.46 5.39 5.34 5.31 5.28 5.27 5.25 5.24 5.23 5.22 5.20 5.18 5.18 5.17 5.16 5.15 5.14 5.134 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 3.95 3.94 3.92 3.90 3.87 3.84 3.83 3.82 3.80 3.79 3.78 3.765 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30 3.27 3.24 3.21 3.19 3.17 3.16 3.14 3.12 3.116 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 2.94 2.90 2.87 2.84 2.82 2.80 2.78 2.76 2.74 2.727 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 2.75 2.72 2.70 2.67 2.63 2.59 2.58 2.56 2.54 2.51 2.49 2.478 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54 2.50 2.46 2.42 2.40 2.38 2.36 2.34 2.32 2.309 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 2.55 2.51 2.47 2.44 2.42 2.38 2.34 2.30 2.28 2.25 2.23 2.21 2.18 2.1610 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.46 2.41 2.38 2.35 2.32 2.28 2.24 2.20 2.18 2.16 2.13 2.11 2.08 2.0611 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.34 2.30 2.27 2.25 2.21 2.17 2.12 2.10 2.08 2.05 2.03 2.00 1.9812 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.33 2.28 2.24 2.21 2.19 2.15 2.10 2.06 2.04 2.01 1.99 1.96 1.93 1.9113 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 2.14 2.10 2.05 2.01 1.98 1.96 1.93 1.90 1.88 1.8514 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 2.10 2.05 2.01 1.96 1.94 1.91 1.89 1.86 1.83 1.8015 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.16 2.12 2.09 2.06 2.02 1.97 1.92 1.90 1.87 1.85 1.82 1.79 1.7616 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.13 2.09 2.06 2.03 1.99 1.94 1.89 1.87 1.84 1.81 1.78 1.75 1.7217 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 2.00 1.96 1.91 1.86 1.84 1.81 1.78 1.75 1.72 1.6918 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 1.98 1.93 1.89 1.84 1.81 1.78 1.75 1.72 1.69 1.6619 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.06 2.02 1.98 1.96 1.91 1.86 1.81 1.79 1.76 1.73 1.70 1.67 1.6420 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.04 2.00 1.96 1.94 1.89 1.84 1.79 1.77 1.74 1.71 1.68 1.64 1.6121 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 2.02 1.98 1.95 1.92 1.87 1.83 1.78 1.75 1.72 1.69 1.66 1.62 1.5922 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 1.93 1.90 1.86 1.81 1.76 1.73 1.70 1.67 1.64 1.60 1.5723 2.94 2.55 2.34 2.21 2.11 2.05 1.99 1.95 1.92 1.89 1.84 1.80 1.74 1.72 1.69 1.66 1.62 1.59 1.5524 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91 1.88 1.83 1.78 1.73 1.70 1.67 1.64 1.61 1.57 1.5425 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.97 1.93 1.89 1.87 1.82 1.77 1.72 1.69 1.66 1.63 1.59 1.56 1.5226 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 1.88 1.86 1.81 1.76 1.71 1.68 1.65 1.61 1.58 1.54 1.5127 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.95 1.91 1.87 1.85 1.80 1.75 1.70 1.67 1.64 1.60 1.57 1.53 1.5028 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87 1.84 1.79 1.74 1.69 1.66 1.63 1.59 1.56 1.52 1.4829 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.93 1.89 1.86 1.83 1.78 1.73 1.68 1.65 1.62 1.58 1.55 1.51 1.4730 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.93 1.88 1.85 1.82 1.77 1.72 1.67 1.64 1.61 1.57 1.54 1.50 1.4640 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 1.76 1.71 1.66 1.61 1.57 1.54 1.51 1.47 1.42 1.3860 2.79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.82 1.77 1.74 1.71 1.66 1.60 1.54 1.51 1.48 1.44 1.40 1.35 1.30120 2.75 2.35 2.13 1.99 1.90 1.82 1.77 1.72 1.68 1.65 1.60 1.55 1.48 1.45 1.41 1.37 1.32 1.26 1.20
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