
 

 

 

 

 

 

�������� 
��	�
�����
 


�� ��������
�� 
 

 

���������� �. ����������� 


�	����� ��
���������� �	�
�
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�	�
� 2004 

 



 

 

 

 

 

 

 

�������� 
��	�
�����
 


�� ��������
�� 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

���������
� 
 

��������                                                                                                           vii 

1. � �

��� ��� ��	�
������ 
�� ����
�� ��������� ���          1 

1. ���������� ...................................................................................................... 1 
2. 	
�������
� ����� ��� 
��
�
�
�� .................................................................. 1 
3. ������� �����
���� ........................................................................................ 6 
4. ����� �����������, ������
�� ��� ���������� ................................................ 9 
5. ���
����� �����
���� .....................................................................................13 
6. ���������� �
�
�
���� ��� �����
����� ....................................................... 14 
7. 	
��
����� �����
���� ................................................................................. 20 
8.  ��������� ��
�������� ................................................................................ 26 
9. ��
������
� ������� ��� ��������� �������� .............................................. 29 
10. �����
�� ...................................................................................................... 34 

2. 
���
���� ��	�
������ ������
 ���������
                    40 

1. !����� �
��"���� ��� ��������� ��������� ................................................ 40 
2. 	�������� ��� ���
�
�� �����
� �
��"����� .................................................... 44 
3. �������� ���������� ������� �
��"����� ................................................... 47 
4. #��� ���� ��� �������� ������� �
��"����� ................................................ 50 
5. �����
�� ........................................................................................................ 56 

3. ����
�� ���
����� 
���
����                                                           60 

1. ���������� .................................................................................................... 60 
2. �������� Bernoulli ��� ��������� �������� ................................................ 60 

2.1. �������� Bernoulli ................................................................................ 60 
2.2. 	�������� �������� .............................................................................. 61 

3. $
��
����� �������� ��� �������� Pascal ................................................... 64 
3.1. $
��
����� �������� ............................................................................ 64 
3.2. �������� Pascal .................................................................................... 67 

4. %�
��
��
����� �������� ............................................................................ 71 
5. �������� Poisson .......................................................................................... 74 
6. �����
�� ........................................................................................................ 79 



 

4. ����
�� ��
����� 
���
����                                                            81 

1. &���
���'� �������� .................................................................................. 81 
2. ���
���� �������� ��� �������� Erlang ....................................................... 83 

2.1. ���
���� �������� ................................................................................ 83 
2.2. �������� Erlang .................................................................................... 85 

3. �������� �������� ....................................................................................... 88 
5. �����
�� ........................................................................................................ 95 

5. 
���
���� ��	�
������ ����������
 ������
  
���������
                                                                                                98 

1. 	��������� ������ �
��"���� ��� ��������� ��������� .............................. 98 
2. 	��������
� ��������� ��� ���
�
�� �����
� �
��"����� ............................... 100 
3. 	
��
����
� ��������� ............................................................................... 104 
4.  ��������� ��
�������� ������� �
��"����� ............................................. 106 
5.  ������(����� ��� ����
�
���� ���������� ............................................... 109 
6. ����(�� �������
����� ............................................................................. 115 
7. �����
�� ...................................................................................................... 119 

6. ������ ������ 
�� ��������
�� 
���
����                            122 

1. !����� �
���� .............................................................................................. 122 
2. 	
��������������
�� ................................................................................... 124 
3. )������ �
��������� ��������� .................................................................... 126 
4. �����
�� ...................................................................................................... 128 

7. �
������ ���������
                                                                        130 

1. ���������
� ��� �������� �����
����� ���� ................................................. 130 
2. �������� ���������� �
 �� ������ ��� ����� .......................................... 133 
3. ���������
� �
������ ������'��
��� ............................................................ 134 
4. 	��������� 
�������(��� ........................................................................... 136 
5. �����
�� ..................................................................................................... 139 

8. ������� ��������
�
 ���	����
                                                   141 

1.  ���������� ������
�� ��� �����
�� 
������ ���� ......................................... 141 

2. *�
���� ����� ������
�� ��� 
�
����
�� ���� ........................................... 143 

3. *�
���� �
���
������ �
��� ������'��
��� ............................................... 147 

4. +���
��������� ��
���� ................................................................................ 153 

5. �����
�� ...................................................................................................... 154 

 

 

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

�������� 
 

!� ���
� �
(���  ����
��� +���������� ���  ���������� ��
��(�
��� 
���������� ����� '������� ��� !������� +����'������ ��� !��
����������� ��� 
+��
��������� ������. )���,
��� ���� ���
����������� �������
�� ��� 
����������� ��������� ��� 
��������
� ��� ����
�� 
��
���� ��� ����������� 
���.�� ��� ����
�
� ��� ���
�� �
��
����
 "������, �
� ����������� �� ��
���
 
�(������� ��� ���������� �� ������������
� �������������� ���� ���
. 

 �
���� �
 �� ��������� ��� (��� ��� �
�����"��
��� ��� �
(��� ���
 
���� 
������
� �� ��
����
� 
��������
��. 

 �� �
'����� 1, �
�� ��� 
������� ��� ������� ��� 
��
������� ��� ��� �(����� 
�����
���� ��� �������
��� ������( ��� �����
�����, 
����
��� ���������� � 
������ ��� �����
����� ��� ���������� "������ ���
����� ���.  �� ������� ��� 
�������� (����
���'��) �����
����� ��������,����� �� "������ ����� �����������. 
 �� �����
�� 
����
��� � �
��
����� �����
���� ��� ����
���(����� �� �(� "����� 
�
������� ��� ������ �����
����� ��� ��� Bayes. !���� 
�
��,����� � ���������� 
��
�������� ��� �� ��
������
� �������. 

- ��������� ��������� ��� �� ��������
�� �����
����� � ����
����� ���� 
������������� ������� �
��"����� �
�
������ ��� �
'����� 2. ������ 
�
��,
��� � 
�������� ���� ���������� ������� �
��"�����. !� �
'����� ���
 ���������
� � 
���������� ��� ����� ����� ��� ��� ��������� (��� ���������) ���� ������� 
�
��"�����. 

 �� �
'����� 3 �
�
������ ��
������ �� ��������
�
�
� ��������� ���������. 
 ���
������� 
�
��,����� � �������� Bernoulli ��� � ��������� ��������, � 
�
��
����� �������� ��� � �������� Pascal, � ��
��
��
����� �������� ��� � 
�������� Poisson. 

To �
'����� 4 �'�
���
��� ��� �
���� ��� "������ ���
��� ���������. *���, 

�
��,����� � ����
���'�, � 
��
���� �������� ��� � �������� Erlang. ������ 
�
�
����� ��
������ � �������� ��������, � ����� ����
�
� �� ��������
�
�� 
��������, �
�� ��
 �
������� ���.� 
�� ��� ��
 ���.� 
'�������. 

 �� �
'����� 5 
��������� �� ��
 �����( ��� �� �
������
� ��������
�� 
�����
����� � ����
����� ����������� ������� �
��"�����. ������ 
��������� �� 
�
��
����
� ��������� ��� 
�
��,
��� � ���������� ��
�������� ������� 
�
��"����� !� �
'����� ���
 ���������
� � �
���� ��� �������(������ ��� ��� 
����
�
��� ���������� �(� ������� �
��"����� ��� � ����(�� �������
����� ���� 
������� �
��"����� �
 ��� ���� ������ �
��"����. 



 

!� �
'����� 6 �
�����"��
� �� ������������� ��� �����
������ ����������� 
����
�������������.  ���
�������, �
�� ��� 
������� ��� ������� ��� 
(����������() ��������( ��� ��� ������� �
������� ��������,����� � ��������
�� 
�����������(�
�
� �
��������������
�� (����������� ��������
��) ��� ����� 
����
��
�� �� "������ �
��������� ���������. 

!� �
'����� 7 ��� 8 �'�
�������� ���� ���������� "������ �����
��� ��� 
�����
������ ����������� ����
�������������. *��� ��� �
'����� 7 
����
��� � 
������ ��� 
���������� ���� �������� ���������� ��� ��������� ��� ��������( 
��� 
�
��,����� �������� �����
����� ���.  �� �����
�� ��������,����� �� �������� 
������� 
(�
��� 
����������, 
��� 
���� �� ������� ��� ����� ��� ��� �
������ 
������'��
���. !� �
'����� ���
 ��
��
� �
 ��� ���������� ���� �
����� �
�
��� 
������
��� ����������� 
�������(���.  

 �� �
'����� 8 
����
��� � ������ ��� ����������� ��
�
������ ��������,����� 
�� "����� �����
�� 
������ ����. ��
��,����� �� ��
���� ����� ������
�� ��� 

�
����
�� ����, 
��� ��� �� ��
���� ��� �
���
������ �
��� ������'��
��� ��� 
�(��
�
� ������
��. !����, ��������,����� ��������� �� ����
��������� ��
���� �� 
������ "���,����� ��� �������� ���������� ��� �
��������� ���������. 

 

/��������� �. /����������� 

�����,  
����"���� 2004 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
�������� 1 
 
 
� ������ ��� 	�
��������  
��� ������� �
������� ��� 
 
 
 
 
1. ���������� 
 
 H �	
��
 �
� ���
�����
� ��	� 
� 
����	��	�� �� �	���� �
���
����� 
����	� �!�
� (����"�
� � ������
�),  �
#��� 
� ����������	 
���
������	, �
 
����
 ���#�������"��
�  �
 ��� �	�� �
$� �
� ����������	 (� �
����	) �
�������	 
(� ���	���	�	). %
#��& �
�
�����#���& �
� �	��
�!�
� 
���� 	��
� &�� �� #�����	� 
�!�
 
�& ��� ����	� ��
 �
������"��
� �	� ����
����'��� �� 
�����	#�
 
��! 
�&�� �� #"���� �
� ���
��� 
���	�	#�!�
�. (��� 
���
��
 ����
����#��" ��� 

���	��#�
��� � �	��
� �� #����	�� ��� ���
�&���
�. )�#� � ��*� 	�&� ����#�
��� � 
	�&� �"+�� �
� � �
�
����#� ��� 
���	��#�
���, &�
� �
� � �
�
����#� ��� 
$"��� �	� ������� #	 ��
 #	��!  	���#	
� 
���	��"� #���
#���! (���
�
) 
�	��!�
�
 (� $
��&�	�
). 
 ,�
� �� #�����	� �!�
 
�& ��� ����	� ��
 �
�����	��
� ��
 �	��
�
 � 
	�$
��'	�
� ��
 $
��&�	�� �
����'��� �� 
�����	#�
, �� �	��
�
 � �� $
��&�	�� 
	��
�  �
#�& 
� ������������ (� ��������������). -�
 ��� �	�� �
$� ��"�
� 
���"� 
�
 ������������ (� ��������������) ���������� 
���
������ (����
�� � ��	����) �
 
����
 
���	��"� �� 
����	��	�� ��� �	����� !��
� ��!�
� ��� 	��#�����. �� �&��� 
��� +
�"���
� ��� �	�� �!$��� ��� ���#� 	�&� #��
��� 
���	��"� ��
 ������ 
�
���
���& ��&�	� �
 (�������). 
 
2. 
���������� ����� ��� ��
������� 
 

�� �	
��#���	 ��
 #���
#���& (���
��) �	��
�
 (� $
��&�	��). ,�
� �����	 
��� #��	��#	�, #��� 	�#
 
 �, �� #�����	� �!�
 
�& ��� ����	� ��
 �
�����	��
� 
�	� ����
����'��� �� 
�����	#�! ��� 
��! �&�� �� #"���� �
� ���
��� 

���	�	#�!�
� ���. (�	���! #��	������	 &��: ��	��� �
�	��
� ��
 �
��� ���#���� 
#���� � ��
�	������
� #����	�
�. .
 #"���
 #��+���'���	 �	 �
 �	$
�
�
 
 �!��
�
 ��� 
�$
+���� �	 �	���	� � �
��� �	���	� �
� �
 #����	�
 ��� �
 

���	��"� �	 �
 ����! (�	'!)  �!�
�
. .�  	 ��&� &�� �� #����	�� � 
���	� #�� 
#"���� � #��	������	 �	 A�� , 	�� ��  	 ��&� &�� �� #����	�� � �	� 
���	� #�� 
#"���� � #��	������	 �	 A�� . )�
 #"���� � �
�	��
� 
����	��� 	�&� #��&��� � 

� �
� �&�� 
� �!�	 #����	�� ��� � 	��
� �
� #����	�� ��� �. .�  	 ��&� 
��& 
#��+���'	�
� �	 BA � . �� BA �  �
� ��!��	� #����	�� ��� � ��� �	� 
���	� #�� �, 
�&�	 �� � �
�	��
�  ��#�� ���#"���� ��� �. -�
 ��� �	����
#� 
��� ���#�-
�����	��
� � #��+���#�&� BA � . .� BA �  �	� 
����	�	� �
� �� AB � . (��� 
�	����
#� ��� �#�"��� �
� �� �"� 
���� #��#	�� �
 #"���
 � �
� � 
���	��"��
� 

�& �
 ���
 #����	�
 �
� �
��"��
� ��� �
� ��"�� #��+���'	�
� �	 BA � . 



 2 

/	�! ��� 	�#
 
 � �
� 	������ 
���� ������	 ��� 
�&����� ���#�&. 

������� 2.1. �
��������  ����  ! 
	�  ����������� (� �
����
) �
�������  (� 
���	���	�
) ���
���� �� ��	��� ��	 �
	���	 ����
�
�����	 ��
. "	� �����
�� � ��
 
�
��������� ����
 ! ���
���� �
�������� ���
��. 

 �� #��	�
�	� &�� #	 ��
 #���
#���& �	��
�
 	��
� ���
�&, 
�!�� 
 �	 ��� 
�
����#�& �
� ���
��� 
���	�	#�!�
�, �
 ���#��"� �	��##&�	�
 
�& ��
 #"���
 
���
��� 
���	�	#�!�
�. (��� �	����
#� 
��� 
�!�� 
 �	 ��� 
�
���#	�� ��� 
#� �	�������� ���+���
��� �
�+!�	�
� �� �
�
����&�	�� 
�’ 
��! 
� �	� �
���&� 
�����. ����! �
�!��0
 ����� ����"*	� 
�& �� �� �
�!����� 	���� � �	� �
����" 
�����. .� #��	�� 
��& ��	������'	�
� �	��##&�	�� #�
 �
�
�	� �
�
. (��	������	 

�&�� &�� � �	� �
���&� ����� ! 	�&� #���
#����" �	��!�
��� 	��
� 	��	 
�
�
�����	� : }...,,,{ 21 N���! �  	��	 ����������  ��
��� : ...},,{ 21 ��! �  	��	 
�� ���������� . (��� �"� ����	� �	�����#	�� � �	� �
���&� ����� ! �
�	��
�  	���! 
��������  (� ���������� ) �
� #��� ����� �	����
#� �
	
�� . 

������� 2.2. "��� ! � �
��������  ����  
	�  ����������� �
������� . "	� 

����	��� � ��
 ! ���
���� 
	�
���
	� (�  ���  �� �
�������� ���� !). #����� � 
�
��������  ����  ! ���
���� $�$��� 
	�
���
	� ��� �� �
	� ��	��� �  ���
���� 
���	��� 
	�
���
	�. 

 1��
 	��	�&�	�� }{�� � , ��� �	����	� ��
 �&�� #����	�� � ��� �	� �
����" 
����� !, �
�	��
� ���� � �����
���
  
	�
���
	� 	�� ��
 	��	�&�	�� ��� �	����	� 
�	��##&�	�
 
�& ��
 #����	�
 ��� �	� �
����" ����� �
�	��
� ��	�
�� 
	�
���
	�. 
 (	 ��
 	����	#� 	�&� #���
#����" �	��!�
��� �	 �	� �
���& ���� ! �	� 

	�
���
	� � �����������
���� 
� �
� �&�� 
� �� 
�����	#�
 ��� 	����	#�� ��� 
�	��!�
��� 
���" 	��
� #����	�� � ��� 
���	� #�� �. 
 ����
$����, �&#� 
�& �	
������ !��*� &#� �
� 
�& !��*� 	$
��� ��, �
���-
#�!'��� 	��	�&�	�
 �
 ����
 ����"����� �	�! 
�& #������	
������� ��!0	�� 
�	�
0" 	��	�����
�. .
 +
#��&�	�
 
�& �
 	��	�&�	�
 
��! 	��
� �
 
�&����
. 
 2 �	��� �"� 	��	�����
� (#��&�
�) � �
� � (
� ���� ��
 �	� �
���& ���� !) 
	��
� �� 	��	�&�	��  

A�!�BA ���� :{  � }B�� , 

��� ��
 �
������#�� 	�&� ����!��#�� 
�& �
 	��	�&�	�
 � �
� �. -	���&�	�
, � 
��
#� �
� 	��	�����
� �AAA ...,,, 21  	��
� �� 	��	�&�	��  

jA�!�AAA ������ :{21 ��   �
 ��
� ����!��#�� �	���� }...,,2,1 	j � , 

��� ��
 �
������#�� 	�&� ����!��#�� 
�& �
 	 	��	�&�	�
 �AAA ...,,, 21 . �	�
����
, 

� ��
#� �
� 	��	�����
� ...,...,,, 21 �AAA  	��
� �� 	��	�&�	�� 

jA�!�AAA ������� :{21 �� �   �
 ��
� ����!��#�� �	���� ...},2,1�j , 

��� ��
 �
������#�� 	�&� ����!��#�� 
�& �
 	��	�&�	�
 ...,...,,, 21 �AAA . 
 2 ���� �"� 	��	�����
� (#��&�
�) � �
� � (
� ���� ��
 �	� �
���& ���� !) 
	��
� �� 	��	�&�	�� 

A�!����� ��	�
 :{  �
� }B�� , 

��� ��
 �
������#�� �
� �
� �"� 	��	�����
� � �
� �. -	���&�	�
, � ���� �
� 
	��	�����
� �AAA ...,,, 21  	��
� �� 	��	�&�	�� 
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		 ������ �� 2121 	


  

                                      jA�!� ��� :{   �
 &���� ���� �	���	� }...,,2,1 	j � , 

��� ��
 �
������#�� �
� �
� 	 	��	�����
� 	AAA ...,,, 21 . �	�
����
, � ���� �
� 

	��	�����
� ...,...,,, 21 	AAA  	��
� �� 	��	�&�	�� 

       ���� 		 ������ 2121 	



  

                                           jA�!� ��� :{   �
 &���� ���� �	���	� }...,2,1�j , 

��� ��
 �
������#�� &�
� �
� 	��	�����
� ...,...,,, 21 �AAA . 
�� � ���� �
� 	��	�����
� � �
� � 	��
� �� 
�"�
�� 	��	�&�	��, ��
 �� , 

�&�	 �
 � �
� � �
��"��
� %�	� � ����$���  �����
���
	� (� ��
�$�$����) 
	��	�&�	�
. (��� �	����
#� 
��� � ��!0� ��� ��
#�� �
��#�!�	�
� �	 �� #"�+��� 
+ � � 
��� ��� #��+&��� � . 
 .� �
�������� 	�&� 	��	������� � (
� ���� ��
 �	� �
���& ���� !) 	��
� �� 
	��	�&�	�� 

}:{ A�!�A ����  , 

��� �� ��
 �
������#�� ��� 	��	������� �. .� 	��	�&�	�� A�  �
�	��
� �	���
�� 
��� 	��	������� �. 
 2 ������� ��� 	��	������� � 
�& �� 	��	�&�	�� � (
� ���� ��
 �	� �
���& ���� 
!) 	��
� �� 	��	�&�	��  

A�!�BA ���
 :{  �
� }B��  , 

��� ��
 �
������#�� ��� 	��	������� � �
� ��� �� ��
 �
������#�� ��� 
	��	������� �. (��	������	 &�� BABA �
�
 . 

 (���
���! ��
 �!��
�
 	��
� #���! ���#��
  �
 ��� 	������� �
�!#�
#� 
#��#	
� �	�
0" #��&�
� (	��	�����
�). .����
 ��
 �!��
�
 	��
� �
  �
#�! 
� 
��
 �!��
�
 ��� Venn #�
 ����
 �� �
�����& #"���� (�	� �
���&� �����) ! 
���'	�
� 
�& ��
 �	����� ��� 	������� ��� �	����	�	� �
 #����	�
 ���, �
 ����
 
���'���
� 
�&  	
�	����! #��	�
 ��� 	������� 
���". .
 ���#"���
 ��� ! 
���'���
� 
�& ����	������ ���. (�
 ��
 �!��
�
 Venn �
� (���!�
� 2.1-2.4 
������
� #��
#���
 �
 #"���
 BA� , BA
 , �!A 
��  �
� BA 
  
���#����
. 

 .� �
��	#�
�&  ��&�	�� 
���	�	� ��
 #������	
������ �
�
#�	�� ���#��� �&#� 
#��� ��$�
#� ��� �	� �
����" ����� #������� ���
��� �	��!�
���, �� ����� 
#�����	�
� 
�& 
�������	� 
���� ���
�
� �	��
�!�
� � ������� 
���" ���
��� 
�	��!�
���, &#� �
� 	��	�����
� 
� ���� 
��&�. )#�
 1!  �
� 2!  �"� #"���
. .� 
����
���	� ��	��
	� �
� 1!  �
� 2! , #��+���'&�	�� �	 21 !! � , 	��
� �� #"���� �
� 
��
�	�
 ���
� '	� �� #�
 ����
 � ����� #���#��#
 	��
� #����	�� ��� 1!  �
� � 
�	"�	�� #���#��#
 	��
� #����	�� ��� 2! , ���
�� 

},:),{( 22112121 !�!���!! ���� . 

� ���#�&� 
��&� 	�	��	��	�
� �
�  �
 	 #"���
 �!!! ...,,, 21  
� 	0��: 

}...,,,:)...,,,{( 22112121 		 !�!�!����!!! 		 ������� � . 

�����! 
� !!!! 	 	��� �21  �� �
��	#�
�&  ��&�	�� #��+���'	�
� �	 	! . 
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! 

� � 

! 

A B 

 
      ����� 2.1: BA�                             ����� 2.2: BA
  

A& 

! 

� 

! 

� � 

 
 ����� 2.3: A�                                   ����� 2.4: BA 
  

	��������� 2.1. (
) �� �	
��#���	 �� #���
#���& (���
��) �	��
�
 ��� ��*�� 	�&� 
����#�
���. � �	� �
���&� ����� ��� #���
#����"  
���" �	��!�
��� 	��
� �� 
#"���� 

},{ ��! � , 

&��� #��	���	�
� �	 � � &*�  �!��
�
 �
� �	 � � &*� �	$
�� (� �����
). .
 
���#"���
 ��� ! 

}{�� �  �
� }{�� �  

	��
� �
 #����	���� 	��	�&�	�
 	�$!��#�� ��� &*��  �!��
�
 �
� �	$
�� 

���#����
. 
 (+) �� �	
��#���	 ���
 �� #���
#���& (���
��)  �	��
�
 ��
� 
�������
� 2 
��*	
� 	�&� ����#�
���. .�"�� 	��
� ��
 #"��	�� #���
#���& �	��
�
 #�������	�� 

�& 2 ������� ��� 
���" #���
#����" �	��!�
��� ��� ��*�� 	�&� ����#�
���. .� 
����������	 
�����	#�
 �
� 2 ��*	
� �"�
�
� �
 �
�
#�
�	� 
�& ��
 ��
�	�
 ���� 
'	" �� ��� ������ �� ����� #����	�� 	��
� �� 
�����	#�
 ��� ������ ��*�� �
� �� 
�	"�	�� #����	�� �� 
�����	#�
 ��� �	"�	��� ��*��. )�#� � �	� �
���&� ����� ��� 
#"��	��� #���
#����" �	��!�
��� 	��
� �� #"���� 

)},(),,(),,(),,{(2 ��������! � . 

(��	������	 &�� �� 2!  	��
� �� �
��	#�
�&  ��&�	�� ��� },{ ��! �  �	 ��� 	
��& 
���. .
 ���#"���
 ��� 2! , 

)},{(0 ��� � , )},(),,{(1 ����� �  �
� )},{(2 ��� �  

	��
� �
 	��	�&�	�
 	�$!��#�� 0, 1 �
� 2 $���� ��� &*�� �	$
��, 
���#����
. 
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	��������� 2.2. �� �	
��#���	 �� #���
#���& (���
��) �	��
�
 ��� ��*�� 	�&� 
�"+��. �
�
 �!$���
� ��� ���	�0� ��� 	�!�
 ���
� ��� �"+�� � �	� �
���&� ����� 
��� #���
#����" 
���" �	��!�
��� 	��
� �� #"���� 

}6,5,4,3,2,1{�! . 
.
 #"���
 

}1{1 �� , }2{2 �� , }3{3 �� , }4{4 �� , }5{5 ��  �
� }6{6 ��  

	��
� �
 #����	���� 	��	�&�	�
 ��� 	�$!��#�� ��� 
�����" 1, 2, 3, 4, 5 �
� 6 

���#����
, 	�� �
 #"���
 

}1{1 �� , }2,1{2 �B , }3,2,1{3 �B , }4,3,2,1{4 �B ,  

}5,4,3,2,1{5 �B  �
� }6,5,4,3,2,1{6 �B  

	��
� �
 	��	�&�	�
 	�$!��#�� 
�����" ���������� � �#�� ��� 5,4,3,2,1  �
� 6 

���#����
. �� #��	�
�	� &�� 

11 AB � , 212 AAB �� , 3213 AAAB ��� , 

43214 AAAAB ���� , 543215 AAAAAB ����� , !B �6 . 

	��������� 2.3. �� �	
��#���	 ��
 #	��! ����� 	������� #��!�
� 
�& ��
 
����& � ������ 	�����	� �
 #��
�
 0 �
� 1. �
�
 �!$���
� �
�! #	��! 	������� �
 
#��
�
, � �	� �
���&� ����� 	��
� �� #"���� 

)}1 ,1 ,1(),1 ,1 ,0(),1 ,0 ,1(),0 ,1 ,1(),1 ,0 ,0(),0 ,1 ,0(),0 ,0 ,1(),0 ,0 ,0{(�! . 

.
 	��	�&�	�
 0� , 1� , 2�  �
� 3�  ��� 	������� 0, 1, 2 �
� 3 #��!�
� 1, 
���#����
, 
�	���
�+!���� �
 	0�� �	� �
���! #��	�
: 

)}0 ,0 ,0{(0 �� , )}1 ,0 ,0(),0 ,1 ,0(),0 ,0 ,1{(1 �� , 

)}1 ,1 ,0(),1 ,0 ,1(),0 ,1 ,1{(2 �� , )}1 ,1 ,1{(3 �� , 

	�� �� 	��	�&�	�� � ��� 	������� 	�&� ����!��#�� #��
��� 1 �	���
�+!�	� �
 	0�� 
�	� �
���! #��	�
 

)}1 ,1 ,1(),1 ,1 ,0(),1 ,0 ,1(),0 ,1 ,1(),1 ,0 ,0(),0 ,1 ,0(),0 ,0 ,1{(��  
�
� 	��
� 

321 ���� ��� . 

.� #������
�
���& (
����	��) ��� 	��	������� � 	��
� �� 	��	�&�	�� ��  ��� 
	������� ����� #��!�
� 0 �
� �	���
�+!�	� ��
 �&�� #��	�� 

)}0 ,0 ,0{(��� . 

	��������� 2.4. /���� ��� $&���� 	� 
#�
� #	 ��
 ���	$
���& ������ �
����� 
�����$����� 
���	�	� �&#� � 
����&� �
� ���	$
����� ���#	
� ��� $�!���� #’ 

��& #�� ��!��	�
 	�&� ���#����� �������" ��
#���
���, &#� �
� � ��&��� ��� 
�	#��
+	� �	�
0" ��
������� ���	$
����� ���#	
�. 

 (
) �
�
 �!$���
� ��� 
����& �
� ���	$
����� ���#	
�, �� #"���� �
� 
���
��� 
���	�	#�!�
�, �� ����� 
���	�	� �� �	� �
���& ����, 	��
� �� 

}...,,1,0{1 '! � . 
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.� 	��	�&�	�� ��
� ����!��#�� ���	$
����� ���#�� 	��
� �� ���#"���� � ��� 1!  
�	 

}...,,2,1{ '� � . 

.� #������
�
���& (
����	��) ��� 	��	������� � 	��
� �� 	��	�&�	�� �� , �
���!� 
���	$
����� ���#��, �� ����� �	���
�+!�	� ��
 �&�� #��	��: 

}0{��� . 

(��	������	 &�� #��� �	����
#� ��� � �� �#��� 
����&� �
� ���	$
����� 
���#	
� ' 	��
� ��
����! ���" �	 !��� �
�+!�	�
� �	
�����! �#�� �	 �  �
� ��#� � 
�	� �
���&� �����  ��	�
� 

,...}...,,1,0{2 	! � . 

 (+) �
�
 �!$���
� �� ��&�� �	�
0" ��
������� ���	$
����� ���#	
�, �� 
#"���� �
� ���
��� 
���	�	#�!�
�, �� ����� 
���	�	� �� �	� �
���& ���� 	��
� �� 
��!#���
 

}0:{3 �tRt! ���� , 

&��� � �� �#��� ��&��� � 	��
� ��
� �	���&� 
����&�. .� 	��	�&�	�� � � ��&��� 
�	�
0" ��
������� ���	$
����� ���#	
� �
 0	�	�!#	� �
 � �	��	�&�	��
 	��
� �� 

}:{ �t�Rt� ���� . 

 (��	������	 &�� �� �	� �
���&� ����� 1!  	��
� �	�	�
#����� 	�� �	� �
���&� 
����� 2!  
�����#��
� !�	����. � �	� �
���&� ����� 3!  	��
� ��	�
�����#���� �
� 
	����&�	�
 #��	���. 
 
3. � ����� 	�
������� 

 � ��
#��&� ���#�&� ��� ���
�&���
� ��
�������	 
����! 
�& ��� De Moivre 
(1711) 
� 	0��: 
 ( ����	����� ��  ��������������  
	�  
	�
����	�
 
�	�� �� ������ �
 �������� 
��	 ������ ��	 �
������
�	 

	�)��	 ��� ��	 �������������� ��
 
	�
����	�
 
�����
 ��� ����	������ �� �
	����� ������ ��	 �
������
�	 �
 ��	 ���*���
�� ��� 
��
  �� �
������
�  
�	�� 
%���
 ����	�  (�������	
 ). 
 2 #������ ��� �#����!��� �
� �	�����#	
� 	��
� 
�
 �
�
  �
�� ��
$��	���! 
�	
����
� ��� �	�����#	�� ��� ��
 �
������#�� �
� ��� �� ��
 �
������#�� 
	��	������� �
 �
�
�� 
�	 #�� #�����
#�
 &�� � ���
�&���
 �����������	 
	��	������� 	��
� �#� �	 1/2. .� #�����
#�
 ��"�� �	� �#�"	�  	���! 	�	��� �� �"� 

���� �	�����#	�� �	� 	��
� �!����	 	0�#�� ���
���. 2 �����
 �
� 	0�#�� ���
��� 
(�#����!�
�) �	�����#	
� 	��
� 
�
�
����� �
 ���#�	� 
�	0!����
 
�& ��� �����
 
��� ���
�&���
�  �
�� ��
$��	���! � ��
#��&� 
��&� ���#�&� �
 ��� �"#	 #	 $
"�� 
�"���. .�"�� 	���� �!�	�
� �	 	�����#� ��� ����  ��  ���
�+�  
������  ����
. 
)�#� 
� #"�$
�
 �	 �
 �	�����
 �	� ��!��	� �& �� �
 �	
���	� �!���
 
�& ��� 
�	�����#	�� �	��##&�	�� � �� &�	�� ���
�� 
�& ��� !��	� �&�	 &�	� �	
��"��
� 
	0�#�� ���
���. -�
 �
�!�	� �
 �
�! ��� ��*� 	�&� �"+�� ��!����� �&#
 ���
�! 

���	��#�
�
 (�	�����#	��) &#	� 	��
� �
� �� ���	� ���. /	 ��� ���3�&�	#� &�� �� 
���	� 	��
� �#	� �
� �� +!��� ��� �"+�� 	��
� ����&���$
 �
�
�	������ �	� ��!��	� 
�& �� �
 �	
���	� �!���
 
�& ��� �	�����#	�� �	��##&�	�� � �� &�	�� ���
�� 
�& 
��� !��	�, ��&�	 &�	� �� �	�����#	�� �	
��"��
� �#����
�	�. (��	������	 &�� � 
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��
#��&� 
��&� ���#�&� ��� ���
�&���
� 
$��! 
�
 �
#���! �	�	�
#������ 
�	� �
����"� ������. 
 2 �	�	��
#� ��� �� �#��" �
� ���
�����
� �	 +!#� ��� ��
#��& ���#�& ��� 
���
�&���
� 
�����	�
� #��� Laplace (1812). �0�'	� �
 �
���#�!#���	 ��� 
#��
����&�	�	� ���&���	� ��� ��
#���� ���
�&���
�, �� ����	� �
� 	����	�#
� ��� 
�
�!����� 	����
#� ��� �&#� #	 �	�	�
#������ �	� �
����"� ������ �	 �� 
�#����
�
 �	� �
���! #��	�
 (�	�����#	��) &#� �
�  	���&�	�
 #	 
�����#����� � 
�� 
�����#����� �	� �
����"� ������. 
 �� �	
��#���	 ��
� �	�	�
#���� �	� �
���& ���� ! ��� ������ �
 #����	�
 
(�	� �
���! #��	�
, �	�����#	��), #"�$
�
 �	 ��� 
��� ��� ���	�*�� 	�
���"� 
�& ��, 	��
� 	0�#�� ���
�! (�#����
�
) �
� ��
 ����������	 	��	�&�	�� � (
� ���� 
�� �	� �
���& ���� !). 2 ����	����� ��� �, #��+���'����� �	 )(AP , ���	�
� 
�& �� 
#��#� 

N
AN

AP
)(

)( �                                                   (3.1) 

&��� )(AN  	��
� � 
����&� �
� #����	�
� ��� 	��	������� � �
� )(!NN 	  	��
� � 

����&� �
� #����	�
� ��� �	� �
����" ����� !. 2 #��!���#� )(AP  � ����
 #	 
�!�	 	��	�&�	�� � (#��� !) 
���#����	� ��� 
����& (3.1) 	��
� 

 (
) �� ��	����� : 0)( �AP  ��� ���
 
	�
���
	� !A � , 
 (+) 	���������	� : 1)( �!P , 

( ) �����
���� : )()()( BPAPBAP ���  ��� ����������
 %�	� 
	�
���
	� � ��� 
!B � . 

�� ���&���	� 
���� ����"����� !�	#
 
�& ��� ���#�& (3.1) �
� ��� 
���#����	� 
���&���	� ��� 
�����" �
� #����	�
� �	�	�
#����� #��&���: (
) �� 
������&���
�, 

0)( �AN   �
 �!�	 #"���� �, �
� (+) ���#�	���&���
�, )()()( BNANBAN ���  
 �
 0��
 �	�
0" ���� #"���
 � �
� �. (��	������	 &�� 
�& ��� ���#�	���� ���&���
 
#��! 	�
� 	�
 
 ��! � #��#� 

)()()()( 2121 		 APAPAPAAAP ������� ��                     (3.2) 

 �
 ����
�����	 �
�! '	" � 0��
 (
���+
�
� 
����	�&�	�
, 
#��+�+
#�
) 
	��	�&�	�
 !Ai � , 	i ...,,2,1� . 4�	#
 #��! ���
� 
�& ��� ���#�& (3.1) � #��#� 

1)( �AP   �
 �!�	 	��	�&�	�� !� � , 
&�
� �
� � #��#� 

0)( ��P . 

���#��, �#�
 	!!!! ���� �21  �	� �
���&� ����� #������� #���
#����" 
�	��!�
���, &��� i!  	��
� �	�	�
#����� �	� �
���&� ����� �	 iN  �#����
�
 
�	� �
���! #��	�
, 	i ...,,2,1� . �� �#�"	� 

})({})({})({)}),...,,({( 221121 			 ������ PPPP ��                    (3.3) 

 �
 ����
�����	 �	� �
���! #��	�
 ii !�� , 	i ...,,2,1� , �&�	 � �	� �
���&� ����� 
!  ��	� �#����
�
 �	� �
���! #��	�
. 

 �����
#� ��� ��
#���� ���
�&���
� #��� �	����
#� ��� � �	� �
���&� ����� 
	��
� #��	��� (�� 
�����#����) 
���	�	� � �
��
����� ����	����� ��� ���'	�
� 
� 
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	0��: �� �	
��#���	 ��
 �� 
�����#��� �	� �
���& ���� ! ���'&�	�� 
�& ��
 
�	����� ��� (������
#�!��� � ����
#�!��� � �����
#�!���) ����� #��� ����
 
����	#�����	 #����	���	�� �	������ 	��
� 	0�#�� ���
��� (�#����
�	�) �
� ��
 
����������	 	��	�&�	�� � ���'&�	�� 
�& ��
 �	����� ��� �	� �
����" ����� !. 2 
���
�&���
 ��� � ���	�
� 
�& �� #��#� 

)(
)(

)(
!�

A�
AP � ,                                                  (3.4) 

&��� )(��  �
� )(!�  	��
� �� ����� (����� � 	�+
�& � & ���) �
� �	������ � �
� ! 

���#����
. 2 ���
�&���
 (3.4), &�
� 	"���
 ����	� �
 ��
��#�
�	�, ��	� 
���#����	� 
�	 ��� ���
�&���
 (3.1) ���&���	�. 

	��������� 3.1. �� �	
��#���	 ��
 
�������
 �"� ��*	
� 	�&� #������� 
����#�
��� �
� �� 	��	�&�	�� jA  ��� 	�$!��#�� #’ 
��� j $���� ��� &*�� �	$
��, 

2,1,0�j . 5
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� )( jAP , 2,1,0�j . 

 �
�
����"�	 &�� � �	� �
���&� ����� ��� 
���" ���
��� �	��!�
��� ��� ��*�� 
	�&� #������� (#���	�����") ����#�
��� 	��
� �� #"���� 

},{ ��! � . 

.
 �	� �
���! #��	�
, �& 
 ��� #���	���
� ��� ����#�
���, 	��
� �#����
�
: 

2
1

})({})({ �� �P�P ii , 2,1�i . 

 �	�
����
, � �	� �
���&� ����� ��� #������� ���
��� �	��!�
��� ��
� 

�������
� 2 ��*	
� 	�&� ����#�
��� 	��
� �� #"���� 

)},(),,(),,(),,{(2 ��������! � , 

�� ����� 	��
� �� �
��	#�
�&  ��&�	�� ��� },{ ��! �  �	 ��� 	
��& ���. (�� ���
�� 

��& �	��
�
 �#�"	� � (3.3) �
� ��#� �
 4 �	� �
���! #��	�
 ��� 2!  	��
� �#����
�
: 

4
1

2
1

2
1

})({})({)}),({( 21 ���� �P�P��P , 
4
1

2
1

2
1

})({})({)}),({( 21 ���� �P�P��P , 

4
1

2
1

2
1

})({})({)}),({( 21 ���� �P�P��P , 
4
1

2
1

2
1

})({})({)}),({( 21 ���� �P�P��P . 

������
�, 	$
��&'���
� ��� ��
#��& ���#�& ��� ���
�&���
� (3.1) �
� 	�	��� 

)},{(0 ��� � , )},(),,{(1 ����� � , )},{(2 ��� � , 

#��! ���	 ��� ���
�&���	� 

4
1

)( 0 �AP , 
2
1

)( 1 �AP , 
4
1

)( 2 �AP . 

	��������� 3.2. )#�
 &�� ��
 �&��#�
 ��
������ r �����	�	��
� ���
�
 �!�
 #	 
���� ���� ��
��'� �� ����� 	��
� �
��#���� #	 ' ���� ���
 �	 ��	���� � �
� $, 
&��� $� �  �
� �r � . 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� �� �&��#�
 �����	���	� 
#�� 	#
�	���& ���� 
����. 
 � �	� �
���&� ����� ! 	��
� �� ���� ���� ��
��'� �	 	�+
�& 

'�$�(!) � . 
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-�
 ��� �
����#�& ��� �	������ ��� ��
�	'��" � ����
 ���'	�
� 
�& �� 	��	�&�	�� �, 
&�
� �� �&��#�
 �����	���	� #�� 	#
�	���& ���� 
����, 
� �	
��#���	 ��
 
���� ���� ��,�  �	 ��	���� � �
� $, &��� $� �  �
� ��
 �	"�	�� ���� ���� 
#-(.  �	��	�� #�� 	#
�	���& ��� ������ ���� 
���� �	 ��	���� �
�!����	� #��� 
��	���� 
���" �
� #	 
�&#�
#� 2/r  
�’ 
���� (+�. (���
 3.1). 

 
A  B  $ 

�  , 

 # r$ 
   - 

.  ( 

� r/2 

./ 

r/2 

r
a  

 
����� 3.1 

)�
 �&��#�
 ��
������ r �	��
� #�� 	#
�	���& ��� ���� 
���� ��,�  
� �
� �&�� 

� �� ������ / ��� ����#�
��� �	��
� #�� 	#
�	���& ��� ���� 
���� #-(. . .� 
	�+
�& ��� ���� 
���� #-(.  	��
� ))(( r$r� 

 . 2 �	����� ��� ��
�	'��" � 
����
 ���'	�
� 
�& �� 	��	�&�	�� � 	��
� � ��
#� ' �����
� ���� 
��
� �
� ��#� 

))(()( r$r�'�� 

� . 

������
�, #"�$
�
 �	 ��� ���#�& ���  	
�	������ ���
�&���
� (3.4), 

�$

r$r�

!�

��
AP

))((
)(
)(

)(




�� . 

(��	������	 &�� #�� �	���� �	����
#� �	��
 ��
�, �$ � , � ���
�&���
 
��� 
 ��	�
� 

2

1)( �
�

�
�
�

�

�

�

r
AP . 

 
4. ����� �	���
�����, 
����!��� ��� �"�
"����� 
 
 � ����� �#�&� ��� ���
�&���
� 	�&� 	��	������� � #��� �	����
#� 
�	�	�
#����� �	� �
����" ����� ! ��� ������ �
 #����	�
 (�	� �
���! #��	�
, 
�	�����#	��) 	��
� �#����
�
 
�! 	�
�, #"�$
�
 �	 ��� ��
#��& ���#�& ��� 
���
�&���
�, NANAP /)()( � , #��� ����� �#�& ��� 
�����" )(AN  �
� #����	�
� 
��� � �
� ��� 
�����" )(!NN 	  �
� #����	�
� ��� !. (�� 	�!$�� 
��& 
�
���#�!'���	 �	���! +
#��! #����	�
 ��� (����
#����� �
 ����
 ��	����"���� ��� 

����	����#� �����
� ���+���!�
� 
�
�����#��. 2 
��� ��� 
����#�
��� �
� � 

��� ���  �������� (� ����
��
#�
#���� 
���), �� ����	� 
���	��"� ��� �"� +
#���� 

���� 
�
�����#��, �����"� �
 ��
���
��"� 
� 	0��: 
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 ���� #$% �&�$'���#$�. �� 	AAA ...,,, 21  	��
� �	�	�
#���
 �
� �
�! '	" � 0��
 
�	�
0" ���� #"���
, �&�	 

)()()()( 2121 		 ANANANAAAN ������� ��  

2 
��� 
��� ����	� �
 ��
���
�	� �
� 
� 	0��: �� ��
 #����	�� (
����	��	��) i�  
����	� �
 	��	 	� �
�! i�  ��&����, 	i ...,,2,1�  �
� � 	��� � ��� i�  
����	�	� ��� 
�
��&����� 	��� � ��� j� , 	ji ...,,2,1, � , ji �  �&�	 �� #����	�� 1�  � 2� , ..., � 	�  

����	� �
 	��	 	� �
�! 	��� ��� �21  ��&����. 

 ���� ��($�)($% (� *$++�*+�����#�,� ����). �� 	AAA ...,,, 21  	��
� �	�	�
-
#���
 #"���
, �&�	 

)()()()( 2121 �� ANANANAA�N �� ���� . 

2 
��� 
��� ����	�  	���&�	�
 �
 ��
���
�	� 
� 	0��: �� ��
 #����	�� 
(
����	��	��) 1�  ����	� �
 	��	 	� �
�! 1�  ��&���� �
�  �
 �!�	 ��
 
�& 
���"� 
���� ��&���� ��
 !��� #����	�� 2�  ����	� �
 	��	 	� �
�! 2�  ��&����, ..., �
�  �
 
�!�	 ��
 
�& &���� 
���"� ���� ��&���� ��
 !��� #����	�� 	�  ����	� �
 	��	 	� 
�
�! 	�  ��&����, �&�	 &�
 �
 #����	�
 1�  �
� 2� ,...,�
� 	�  �����"� �
 	��	 �"� 
(��
�����!) �
�! 	��� �21  ��&����. 
 �� �	
��#���	 ��
 �	�	�
#���� #"���� 	 #����	�
� }...,,,{ 21 ����! � . 
�����%� �
� 	 
�! � �
�	��
� ��
 ��
�	�
 ���� �-
�
 )...,,,( 21 ����  �	 !�r �  

�r ...,,2,1� . �
	�
����  �
� 	 
�! � �
�	��
� ��
 (�� ��
�	�
 ����) #���� � � 
#����	�
� }...,,,{ 21 ����  �	 !�r � , �r ...,,2,1� . .
 #����	�
 ��
� ��!�
0�� � 	�&� 
#����
#��" 	��
� 	��	 ��
$��	���! 	��	 &�� �
�’ 
�! �� ��
$��	���! #����	�
 ��� !. 
-�
 ��� ����� �	����
#� ��
����"�	 ��� ����
#�
 ��!�
0� � #����
#�&� �
� 	 
�! 
� 	�� #�� �	"�	�� �	����
#� &��� �
 #����	�
 ��� ! 	������	�
� �
 
	�
�
�
�+!����
�, ���#�������"�	 ��� ����
#�
 �����%� � �
	�
����  ��	 	 �	� � 
�
 
��	���+�. 2 	����� �	����
#� ��!�
0�� �
� 	 
�! 	 (&�
� �
� �	
������
� 
#����	�
�) �
�	��
� 	����&�	�
 �
���
�� 	 #����	�
�.  

 (�	���! �	 �� ������ �
� ��
�!0	
� �
� �
� #����
#��� 
���	���"���	 �
 
	�&�	�
 �	
���
�
. 


�-�.�� 4.1. (
) / ������  ��	 �����%
�	 ��	 	 �	� �, �
�$���0��
	�  �
 �	)( , 
���
��� ��� �� ����� 

)!(
!

)1()2)(1()(
�	

	
�					 � 


��


� � ,                        (4.1) 

���
 �� ��	��
	� ���	 ��	 ��
����	 ��� �� 1 ����� �� 	 ���
���� 	 ������	���� ��� 
�
�$���0
��� �
 			 )1(321! 
��� � . 

(+) / ������  ��	 �
	�
����	 ��	 	 �	� � �
�$���0��
	�  �
 ��
�

�
��
�

�

�

	
, ���
��� ��� �� 

����� 

)!(!
!

!
)(

�	�

	

�

	

�

	
�



����

�

�
��
�

�
,                                        (4.2) 
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�*����/.. (
) (	 ��
 ����
�����	 ��!�
0� )...,,,( 21 ����  �
� 	 #����	�
� ��� 
}...,,,{ 21 ����! �  
�! �, �� ����� #����	�� 1�  ����	� �
 	��	 	� 
�& �� #"���� 

�
� 	 #����	�
�, 	�� �	�! ��� 	��� � ��� ������ #����	���, �� �	"�	�� #����	�� 2� , 
	�	��� ����	� �
 	��
� ��
$��	���& 
�& �� 1� , ����	� �
 	��	 	� 
�& �� #"���� �
� 
�������
� 1
	  #����	�
�. .	���! �	�! ��� 	��� � �
� 121 ...,,, 
����  #���-�	�
�, �� 
�	�	��
�� #����	�� �� , 	�	��� ����	� �
 	��
� ��
$��	���& 
�& �
 1
�  ���� �"�	�
 
#����	�
, ����	� �
 	��	 	� 
�& �� #"���� �
� �������
� 1)1( �
�

 �	�	  
#����	�
�. )�#�, #"�$
�
 �	 ��� ����
��
#�
#���� 
���, #��! 	�
� � (4.1). 

(+) (	 �!�	 #����
#�& }...,,,{ 21 ����  �
� 	 #����	�
� ��� ! 
�! � 
���#�����"� 
!�  ��
�!0	�� �
� 	 
�! �, �� ����	� ����"����� �	 �	�!�	#� �
� � #����	�
� ��� 

�
�! &���� ���� !�  �� ������ ���
��"� ��&����. ������
� � 
����&� �
� 
��
�!0	
� �
� 	 
�! � 	��
� �#�� �	 !�  $���� ��� 
����& �
� #����
#��� �
� 	 
�! 
� �
� ��#� ���#���������
� ��� (4.1) #��! ���	 ��� (4.2). 


�-�.�� 4.2. / ������  ��	 �����%
�	 ��	 	 �	� � �
 
��	���+�, �
�$���0��
	�  
�
 ),( �	U , 
�	�� ���  �
 

�	�	U �),( .                                                  (4.3) 

�*����/.. �
�
����"�	 &�� #	 ��
 ����
�����	 ��!�
0� )...,,,( 21 ����  �
� 	 
#����	�
� ��� }...,,,{ 21 ����! �  
�! � �	 	�
�!��*� ����������	 #����	�� i�  
����	� �
 	��	 	� 
�& �� #"���� �
� 	 #����	�
�. )�#�, #"�$
�
 �	 ��� 
����
��
#�
#���� 
���, #��! 	�
� � (4.3). 


�-�.�� 4.3. / ������  ��	 �
	�
����	 ��	 	 �	� � �
 
��	���+� 
�	�� ���  �
 

)!1(!
)!1(

!
)1()1(1





�
�


��
���

�

�
��
�

� 
�

	�

�	

�

�			

�

�	 �
.                      (4.4) 

�*����/.. �� �	
��#���	 ��
 #����
#�& }...,,,{
21 �iii ���  �
� 	 #����	�
� ��� 

}...,,,{ 21 ����! �  
�! � �	 	�
�!��*� �
� 
� �����#���	 &�� �� � �	���	� 

�iii ...,,, 21  	��
� 
���������� 
�& ��� ����&�	�� ���� ��� �	 
�"�	��. 2 ��&�	#� 

��� �	� �	�����'	� ��  	���&���
 	$&#�� � ����
�����	 #	��! 
�
 �
$�� �
� 
#����	�
� 	�&� #����
#��" �	� �
�'	� �
���
 �&��. .&�	 	iii � ����� �211  �
� 

� #�� #����
#�& }...,,,{

21 �iii ���  
���#�����#���	 �� #����
#�& }...,,,{
21 �jjj ���  

�	 
11 ij � , ...,122 �� ij , )1( 
�� �ij �� , 

�
 	��
� 11 21 
������ �	jjj �� , ���
�� �
 #����	�
 ��� �	������ 
#����
#��" �
 	��
� ��
$��	���! 	��	 	��
� 	��	 �	� 	��
� ��
$��	���! �
 #����	�
 
��� ������ #����
#��" �
� 	������� � #����
#�&� }...,,,{

21 �jjj ���  	��
� ��
� 

#����
#�&� �
� 1
� �	  #����	�
� ��� #��&��� }...,,,{ 121 
�� �	���W  
�! � 
(�
��� 	�
�!��*�). 2 
���#�����
 
��� #��	�! 	�
� &�� � 
����&� �
� #����
#��� 
�
� 	 
�! � �	 	�
�!��*� 	��
� �#�� �	 ��� 
����& �
� #����
#��� �
� 1
� �	  

�! � (�
��� 	�
�!��*�). 
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	��������� 4.1. (
) 1���	��� ����
�����	�	 ���������	 �
 ����
�����	� �
���. �� 
�	
��#���	 � ��
�	������
 #$
�����
 }...,,,{ 21 ����  �
 ����
 �����	��"��
� ��#
 
#	 	 ��
�	������
 �	��! }...,,,{ 21 	ccc . � 
����&� �
� ��&�
� ��������#�� �
� � 
��
�	������
� #$
�����
� ��#
 #�
 	 ��
�	������
 �	��!, 	��
� �#�� �	 

�	 , 

��� 
����& �
� ��
�!0	
� �
� 	 
�! � �	 	�
�!��*�, 	�	��� �� �!�	 #$
������ 
����	� �
 �����	���	� #	 ����������	 
�& �
 	 �	��!. 
 � 
����&� �
� ��&�
� ��������#�� �
� � ��
�	������
� #$
�����
� ��#
 #�
 	 
��
�	������
 �	��! ��#� �#�	 �� j �	�� �
 �	����	� j� #$
�����
  �
 &�
 �
  

	j ...,,2,1�  �	 ���� 	 ���� �21 , 	��
� �#�� �	 

!!!
!

21 	���

�

�
, 

	�	��� �
 1�  #$
�����
 ��� ������ �	���" �����"� �
 	���	 �"� 
�& �
 � #$
�����
 
�
�! 

��
�

�
��
�

�

1�

�
 

��&����. /	�! ��� 	���� � 
��� �
 2�  #$
�����
 ��� �	������ �	���" �����"� �
 
	���	 �"� 
�& �
 ��&����
 1�� 
  #$
�����
 �
�!  

��
�

�
��
�

� 


2

1

�

��
 

��&����. (��	��'���
� ��� 
�!��#� 
���, �	�! ��� 	���� � �
� #$
�����
�  �
 �
 
1
	  ����
 �	��!, �
 	�  #$
�����
 ��� 	-�#��" �	���" �����"� �
 	���	 �"� 
�& �
 

��&����
 		 ����� ����
 
 )( 121 �  #$
�����
 �
�! ��
 �&��� ��&�� �
� ��#�, 
#"�$
�
 �	 ��� ����
��
#�
#���� 
���, #��! 	�
� � '���"�	��� 
����&�, 

��
�

�
��
�

� 



��
�

�
��
�

� 

��
�

�
��
�

� 


	

	

�

���

�

��

�

� 11

2

1

1

�
�  

                                    
)!(!

)!(
)!(!

)!(
)!(!

!

1

11

212

1

11 �� ����

���

����

��

���

� 	




















� 


�

�
�  

�	�! 
�& 
�������#	��. 
(+) 1���	��� �����	 ���������	 �
 ����
�����	� �
���. �� �	
��#���	 � &���
 

#$
�����
 �
 ����
 �����	��"��
� ��#
 #	 	 ��
�	������
 �	��! }...,,,{ 21 	ccc . (	 
�!�	 ��������#� �
� � &���
� #$
�����
� ��#
 #�
 	 ��
�	������
 �	��! 

���#����	� ��
 	���� � � �	���� }...,,,{

21 �iii ccc  
�	0!����
 #	��!� �
� 
���#���$
 

&��� � ��������#� 	�&� #$
������� ��#
 #	 ��
 �	�� 
���#����	� #��� 	���� � ��� 
�	���" 
���". ������
� #��� �	����
#� ��� �!�	 �	�� ����	� �
 �
��#	� ��
 �&�� 
#$
������, � 
����&� �
� ��&�
� ��������#�� � &���
� #$
�����
� ��#
 #	 	 
��
�	������
 �	��! 	��
� �#�� �	 

��
�

�
��
�

�

�

	
, 
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��� 
����& �
� #����
#��� �
� 	 
�! �, 	�� #��� �	����
#� ��� �
 �	��! 	��
� 

�	��&��#��� �
�����&���
�, � 
����&� �
� ��&�
� ��������#�� � &���
� 
#$
�����
� ��#
 #	 	 ��
�	������
 �	��! 	��
� �#�� �	 

��
�

�
��
�

� 
�

�

�	 1
, 

��� 
����& �
� #����
#��� �
� 	 
�! � �	 	�
�!��*�. 
 
5. ��	������ 	�
������� 
 
 2 ���3�&�	#� ��� �#����!��� �
� �	�����#	
� � #����	�
��� �	������ ��� 

�
���"� �&#� � ��
#��&� ���#�&� ��� ���
�&���
� &#� �
� �  	
�	����� 	����
#� 
��� �	�����'	� #��
����! �� �	��� 	$
��� �� ��� �	
��
� �
� ���
�����
�. )�#� 
#	 #���
#���! �	��!�
�
 (� $
��&�	�
) �	 �	�	�
#���� �	� �
���& ���� #��� ����� 
�
 �	� �
���! #��	�
 �	� 	��
� �#����
�
 � �	 
�����#��
� !�	��� �	� �
���& ����, 
&�
�  �
 �
�!�	� �
 � 	������ #
�
����
� 
�& �
��	�	� & ��#�
, �	� ����	� �
 
	$
���#�	� � ��
#��&� ���#�&� ��� ���
�&���
�. ���#�� #	 #���
#���! �	��!�
�
 
(� $
��&�	�
) �	 �� 
�����#��� �	� �
���& ���� #��� ����� �� #����	���	�� 
�	������ �	� 	��
� �#����
�	�, &�
�  �
 �
�!�	� �
 � ��&��� '
�� ��
� ���
���, �	� 
����	� �
 	$
���#�	� �  	
�	����&� ���#�&� ��� ���
�&���
�. 
 � Von Mises #��� ���#�!�	�! ��� �
 
����	�
��#	� �� ��&+���
 ���#��" 
���
�&���
� #	 ������#�����	 �	� �
����"� ������ ��
�"�
#	 ��� 
�&����� 

��
����� ������ ��  ����	����� . 
 �� �����#���	 &�� ��
 #���
#���& �	��
�
 (� $
��&�	��) �	 �	� �
���& ���� ! 
����	� �
 	�
�
��$�	� �!�
 
�& ��� ���	� #�����	� 
�	��&��#�� 
����& $���� �
� 

� �	
��#���	 ��
 ����������	 	��	�&�	�� !A � . )#�
 &�� #	 	 	�
�
��*	�� ��� 
#���
#����" �	��!�
��� (� $
��������) �� 	��	�&�	�� � ��	� ��
 �
�������	� 

)(�n�  $����. 2 #�	���� #���&���
 ��� � ���	�
� 
�& �o �& � 

	

�n )(� . 

(��� �	����
#� ��� ��!��	� �� &��� ��� #�	����� #���&���
� &�
� �� 	 �	��	� #�� 
!�	��� ��"�� ���'	�, #"�$
�
 �	 ��� Von Mises, ��� ���
�&���
 ��� �: 

	

�n
AP 	

	

)(
lim)(

��
� .                                             (5.1) 

(��	������	 &��, &�
� 	"���
 ����	� �
 ��
��#�
�	�, �
� � 	��	����� ���
�&���
 
	��
� 
 (
) �� ��	����� : 0)( �AP  ��� ���
 
	�
���
	� !A � , 
 (+) 	���������	� : 1)( �!P , 

( ) �����
���� : )()()( BPAPBAP ���  ��� ����������
 %�	� 
	�
���
	� � ��� 
!� � . 

 2 ��&�	#� &�� ��
 #���
#���& �	��
�
 ����	� �
 	�
�
��$�	� �!�
 
�& ��� ���	� 
#�����	� 
�	��&��#�� 
����& $���� 
�����	#	 �� #��	�� �������� ��� 	��	�����" 
���#��" ��� ���
�&���
�. ���#�� � #" ���#� #��� (5.1) �	� ����	� �
 ����	� �	 ��� 

�&���� �
���
���� �����
 
��! �	 ���
�&���
 &�
� �
 ��"�	 #�
 �	
���
�
 
#" ���#��. 
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6. �!�������� 
��� ���� ��� 	�
�������� 
 
 �����
#� ��� ��
#���" ���#��" ��� ���
�&���
� 	��	������� �&#� #��� 
�	����
#� �	�	�
#����� �	� �
����" ����� �	 &�� �
�’ 
�! �� �#����
�
 
�	� �
���! #��	�
 &#� �
� #��� �	�����#	�� 
�����#���� � �� 
�����#���� 
�	� �
����" ����� 	���� �!�	�
� �	 ��� 
0�
�
���& ���#�& ��� ���
�&���
�. � 
���#�&� 
��&� 	��
� 
��	�!  	���&� �
� 	�#
�
���	� 
� 	����� �	����
#� ��� 
��
#��� ���
�&���
 �
� 
� ���
�& �	����
 ��� 	��	����� ���
�&���
. 

������� 6.1. "��� ! �	�  �
��������  ����  ����������� (�
����
) �
�������  (� 
���	���	�
). 2�� �
	������ � ����� �
 ���
 
	�
���
	� !A �  �	�������
� 
(
����
�) �	�	 ���������� ������ )(AP  ���
���� ����	����� �	 ���	����
� �� 
�%������ (�
	���
 ): 

(
) �� ��	��������� : 0)( �AP  ��� ���
 
	�
���
	� !A � , 
(+) 	����������: 1)( �!P , 
( ) ����������  �����
�������� : 

���� ��������� )()()()( 2121 		 APAPAPAAAP  

��� ����������
 �����
��� ���� 0
��� %�	�	 
	�
����	�	 !Ai � , ...,...,,2,1 	i � . 

	���#��.�. 6.1. (��� �	����
#� �	�	�
#����� �	� �
����" ����� ! 
��� ��� 

0���
��� ��� 
�����#���� ���#�	���&���
� 
��	� �� 
#�	��#�	�� 
0�
�
 

( 1) �����
��������  : )()()( BPAPBAP ���  ��� ����������
 %�	� (����$���  
�����
���
	�) 
	�
���
	� !BA �, , 


�& �� ����� #��! 	�
� 	�
 
 ��! � #��#� 

)()()()( 2121 		 APAPAPAAAP ������� �� , 

 �
 ����
�����	 �
�! '	" � 0��
 	��	�&�	�
 ��iA , 	i ...,,2,1� . 
 (��	������	 &�� � 
0�
�
���&� ���#�&� ��� ���
�&���
� �	� �
����'	� �!���
 
��$�
#� (�"��) ����� �#��" ��� (#��!���#��) ���
�&���
� )(AP   �
 �!�	 
	��	�&�	�� !A � . ����� �	�����'	�
� #��� �
����#�& �
� #������� ��� ����	� 
�
 ��
�����	� � #��!���#� )(AP , !A �   �
 �
 	��
� ���
�&���
. 2 "�
�0� 
��&#�	�
� #����	�
� #�	����� �	 �� �	� �
���& ���� ! �
� ��� ���
�&���	� �
� 
#����	�
��� 	��	�����
� ��� �"�
�
� �
 ��� �#	� #��� ���#�����#�& ��
� 
��$�
#�� (�"���) ����� �#��" ��� ���
�&���
� �����������	 	��	�������. .����	� 
�	�����#	�� 	0	�!'���	 #�
 	�&�	�
 �
�
�	� �
�
. 

	��������� 6.1. 3
�
�����	�� �
��������� �����. �� �	
��#���	 ��
� 
�	�	�
#���� �	� �
���& ���� }...,,,{ 21 '���! �  �	 '!' �)(  �
� �#�
 

!���� iii �� }...,,,{
21 �

 ��
 ����������	 	��	�&�	��. 2 ���
�&���
 )(AP  �"�
�
� 

�
 	�$�
#�	� #��
���#	� �
� ���
�����
� �
� #����	�
��� 	��	�����
� ��� !: 

ii p�P �})({ , Ni ...,,2,1� . 

(� �	������
, ���#���������
� �� &�� }{}{}{
21 �iii ���A ���� �  #��! ���	, 

#"�$
�
 �	 �� 
0�
�
 ��� ���#�	���&���
�, ��� ��$�
#� 

})({})({})({)(
21 �iii �P�P�PAP ���� �  
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�
� ��#� 

�iii pppAP ���� �
21

)( . 

(��	������	 &��, #"�$
�
 �	 �� 
0�
�
 ��� ����
��#��" �
� 	�	��� 
Nppp!4 ���� �21)( , �� ���
�&���	� �
� #����	�
��� 	��	�����
� ��
������"� 

�� #��#� 
121 ���� Nppp � . 

(���	�
#�
���!, #��� �	����
#� �	�	�
#����� �	� �
����" �����, �  ��#� �
� 
���
�����
� �
� #����	�
��� 	��	�����
� 	������	� ��� ����� �#�& ��� 
���
�&���
� �����������	 	��	�������. �� 
������ 
���� ���
�&���	� �"�
��
� �
 
����"*��� 
�& ��� 	0��
#� �
� 
�!��#� �
� #������� �
� �
� �� !�
� 	����	#�� 
��� #� �	�������� #���
#����" �	��!�
���. �0�'	� �
 #��	�
�	� &�� #��� 
�	����
#� �#����!�
� �	� �
����� #��	�
�, 

N
�Pp ii

1
})({ �� , Ni ...,,2,1� , 

� 
�
���
 ��$�
#� ��� ���
�&���
� )(AP  
������	��
� �
�+!����
� �� ���$� 

N
AN

AP
)(

)( � , 

� ����
 #��$
�	� �	 ��� ��
#��& ���#�& ��� ���
�&���
�. 

	��������� 6.2. �� �	
��#���	 �� ���
�� �	��
�
 ��� ��*�� 	�&� �"+��. 
�
�
 �!$���
� ��� ���	�0� ��� 	�!�
 ���
� ��� �"+�� � �	� �
���&� ����� ��� 
���
��� 
���" �	��!�
��� 	��
� �� #"���� 

}6,5,4,3,2,1{�!  

�	 6)( �� !''  �	� �
���! #��	�
. 
(
) (��� �	����
#� #������� �"+��, � ������ 	��
� #���	����&� �
�  

�
�
#�	�
#����� 
�& ����� 	��� ����&, &�	� �� ���	� ����� ��� ���
 ���
�&���
 
	�$!��#��: 

6
1

})({ �� jPp j , 6,5,4,3,2,1�j . 

H ���
�&���
 �����������	 	��	������� � ���	�
� �&�	 
�& ��� �"�� 

6
)(

)(
AN

AP � , 

��� ��
#���� ���
�&���
�. )�#�, 
� � 	��
� �� 	��	�&�	�� 	�$!��#�� 
�����" 
�	 
�"�	��� � �#�� ��� 5, �&�	 }6,5{�A  �
� 2)( �AN , ��&�	 

3
1

)( �AP . 

 (+) (��� �	����
#� �"+�� �	 
������ 	��� ����& �
�
#�	���, ������ �#�	 � 
���
�&���
 	�$!��#�� ����
#�����	 ���
� �
 	��
� 
�!�� � ��� 
�����" (�
� 
�������
�) ��� $��	�, �&�	 

cjjPp j �� })({ , 6,5,4,3,2,1�j , 
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&��� c � #���	�	#��� 
�
�� �
�. ,�
� 1654321 ������ pppppp , ��&�	 
1)654321( ������c  �
� ��#� 21/1�c . ������
� � ���
�&���
 �����������	 

	��	������� !jjjA � �� }...,,,{ 21  ���	�
� 
�& ��� �"�� 

21
)( 21 �jjj

AP
���

�
�

. 

)�#� 
� � 	��
� �� 	��	�&�	�� 	�$!��#�� 
�����" �	 
������� � �#�� ��� 5, �&�	 
}6,5{�A  �
� 

21
11

21
65

)( �
�

�AP . 

 (����'&�	��� #�
 
0���
�
 (
), (+) �
� ( ) 
���	���"���	 #�
 	�&�	�
 
�	
���
�
 +
#���� ���&���	� ��� ���
�&���
�. 


�-�.�� 6.1. (
) �	 �  
�	�� �� ���	��� 
	�
���
	�, �  ���  �� �
�������� ���� !, 
���
 

0)( ��P .                                                     (6.1) 

(+) �	 !Ai � , 	i ...,,2,1�  
�	�� ���� 0
��� %�	� (����$���  �����
���
	�) 

	�
���
	�, ���
 

)()()()( 2121 �� APAAPAAAP ������� �� .                     (6.2) 

 ( ) �	 A�  
�	�� �� �
�������� 
	�  
	�
����	�
 �, �  ���  �� �
�������� ���� !, 
���
 

)(1)( APAP 
�� .                                               (6.3) 

 (�) �	 !BA � ,  
�	�� ����������
 
	�
���
	�, ���
 

)()()( ABPAPBAP 
�
                                         (6.4) 

��� �	 AB � , ���
 

)()()( BPAPBAP 
�
 .                                         (6.5) 

 (	) �	 !BA �,  
�	�� ����������
 
	�
���
	�, ���
 

)()()()( ABPBPAPBAP 
���                                  (6.6) 
��� 

)()()(1)( ABPBPAPBAP �

��� .                               (6.7) 

�*����/.. (
) ������
� ��iA , ...,2,1�i , �����	 ������ �� �AAA 21  �
� 
���#���������
� �� 
0�
�
 ( ) #��! ���	 �� #��#� 

���� ����������� )()()()()( 2121 �� APAPAPAAAPP  

                        �� �������� )()()( PPP . 

��������, #"�$
�
 �	 �� 
0�
�
 (
) �����	 

0)( ��P . 

������
� � #	��! �� 
�������� &�
�, 

0)()( ������ �� PP , 
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	��
� ���	����, ��&�	 0)( ��P . 
 (+) �� �	
��#���	 �
� �
 	��	�&�	�
 ��iA , ...,2,1 ��� 		i . .&�	 
���#���������
� �� 
0�
�
 ( ) �
� ��� (6.1) #���	�
�����	 &�� 

     )()( 12121 ��� ��������� ���� AAAAPAAAP  

            )()()()()()()( 21121 ��� APAAPAPAPAPAP ���������� � ���  

 ( ) �
�
����"�	 &�� �
 	��	�&�	�
 � �
� A�  	��
� 0��
 (
���+
�
� 

����	�&�	�
), ���
 AA , �
� !AA ��� . ������
� ���#���������
� ��� (6.2) 
�	 2��  �
� �� 
0�
�
 (+) #��! ���	 �� #��#� 

1)()()( ���� !PAPAP  

� ����
 #��	�! 	�
� ��� (6.3). 
 (�) �
�
����"�	 &�� �
 	��	�&�	�
 ���� �
�
  	��
� 0��
 �	�
0" ����: 

���
�
�
�

�
 ABBABABA )()()(  
�
� 	������� 

                   ])[(])[()()( BBAABABABA ��

��
�
��
  

                                                  ABAABBBAA ��
���
�
� )()]()[( . 

������
�, ���#���������
� ��� (6.2) �	 2�	 , #��! ���	 ��� 

)()()]()[()( BAPBAPBABAPAP 
��
�
��
�  
�
� ��#� 

)()()()( ABPAPBAPBAP 
��
�
 . 

(��� �	����
#� ��� AB �  �����	 BAB �  �
� 	�����
� 

)()()( BPAPBAP 
�
 . 

 (	) .
 	��	�&�	�
 BABA �
�
  �
� � 	��
� 0��
, ��
�
 BBA )( , �
� 
BABBA ����
 )( . ������
� #"�$
�
 �	 ��� (6.2), 

)()(])[()( BPBAPBBAPBAP �
��
��  

�
� ���#���������
� ��� (6.5) #��! ���	 ��� (6.6). ��	��� )( ����� BABA , 
	$
��&'���
� ��� (6.3) #���	�
�����	 ��� (6.7). 

2 ���
�&���
 ��� ��
#�� ����� ����
������	 	��	�����
� #��! 	�
� �	 �� 
���#�������#� ��� (6.6) #�� 
�&����� �&��#�
. 

	������ 6.1. �	 !,BA � , ,  
�	�� ����������
 
	�
���
	�, ���
 

)()()()()()()()( AB,PB,PA,PABP,PBPAP,BAP �


�����  (6.8) 

��� 

)()()()()()()(1)( AB,PB,PA,PABP,PBPAP,BAP 
���


���� . (6.9) 

�*����/.. 2 ���
�&���
 ��� ��
#�� �
� 	��	�����
� BA�  �
� , , #"�$
�
 �	 
��� (6.6) 	�$�!'	�
� 
� 	0��: 

                ])[()()(])[( ,BAP,PBAP,BAP �
�����  

                            )]()[()()()()( B,A,P,PABPBPAP �
�
�� . 
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���#��, #"�$
�
 �
� �!��� �	 ��� (6.6), 

)()()()]()[( AB,PB,PA,PB,A,P 
���  

�
� ��#� #��! 	�
� � ��$�
#� (6.8). ��	��� )( ������� ,BA,BA , 	$
��&'���
� 
��� (6.3) #���	�
�����	 ��� (6.9). 


�-�.�� 6.2. ( ����	����� !AAP �  ),( , ���$�	
� ����  ��� �������� ]1,0[ : 

1)(0 �� AP  ��� ���
 !A �                                   (6.10) 

��� 
�	�� ��%�
�� �
	������: 

)()( �PAP �  ��� ���
 !BA � ,  �
 BA � .                       (6.11) 

�*����/.. �
�
����"�	 &��, #"�$
�
 �	 �� 
0�
�
 (
) ��� �� 
������&���
�, 
�����	 

0)( �AP , 0)( ��AP   �
 �!�	 !A �  

��&�	 ���#���������
� �
� ��� (6.3), )(1)( APAP 
�� , #��! ���	 ��� (6.10). 
���#��, #"�$
�
 �	 �� 
0�
�
 (
) ��� �� 
������&���
�, � ���
�&���
 ��� 
	��	������� !AB �
  	��
� �� 
�������, 

0)( �
 ABP , 
�
� 	�	��� #"�$
�
 �	 ��� (6.5), 

)()()( APBPABP 
�
 , 

	$&#�� BA � , #��! ���	 ��� (6.11). 

 �� +
#���� ���&���	� ��� ���
�&���
� ��� 
���	�����
� #�� �	����
 6.1 �
� #�� 
�&��#�
 6.1 	��&� 
�& �� �	
�����& 	���
$���� ��� �
���#�!'���, 	��
� �
� 
����� �#���! ���#��	� &�
� $
��	�
� #�
 	�&�	�
 �
�
�	� �
�
. 

	��������� 6.3. �� �	
��#���	 ��
 #	��! ����� 	������� #��!�
� 
�& ��
 
����& � ������ 	�����	� �
 #��
�
 0 �
� 1 ��& ��� ���
 
�
�� �
. 5
 ����� �#�	� � 
���
�&���
 ��� 	��	������� � ��� 	������� 	�&� ����!��#�� #��
��� 1. 
 �
�
����"�	 &�� �� #������
�
���& ��� 	��	������� � 	��
� �� 	��	�&�	�� B�  
��� 	������� ��� #��
��� 0 �
� #��� ��	�� 	�������. 2 ���
�&���
 )(BP �  ����� �-
'	�
� ��� 	"���
 
�& ��� )(BP . (� �	������
, � �	� �
���&� ����� �	���
�+!�	� 
���� �#����
�
 �	� �
���! #��	�
 (+�. �
�!�	� �
 2.3) 
�& �
 ����
 �&�� ��
 

���	� #�� B� , ��&�	 

8
1

)( ��BP , 

�
� #"�$
�
 �	 ��� (6.3) �
������	 

8
7

8
1

1)(1)( �
��
� BPBP . 

 )�
� !���� ��&��� ����� �#��" ��� ���
�&���
� )(BP  	��
� �
 �	
��#���	 �� 
	��	�&�	�� � 
� ��
#� �
� �
�! '	" � 0��
� 	��	�����
� 21, AA  �
� 3A  ��� 
	������� 1, 2 �
� 3 #��!�
� 1, 
���#����
. .&�	 

8
7

8
1

8
3

8
3

)()()()()( 321321 ���������� APAPAPAAAPBP . 
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	��������� 6.4. 5� ���$���� ��	 �
	
����	. �� �	
��#���	 ��
 #"���� � 
�&�
� 
�
� ����
� �
�
 �!$���	 �
  	�����
. (��	������	 &�� ��
 ���� ��	� 365 ����	� 
	��&� �
� 
� 	��
� ��#	���, ��&�	 ��	� 366 ����	�. ���#�� ��	� �
�
�����	� &�� � 

����&� �
�  	���#	
� �	� 	��
� #�
�	�&� �
�’ &�� �� ��!��	�
 ��� �����. ,�
�, #	 
����� ���#�  �#�, �����"�	 �
 �	
��#���	 &�� ��
 ���� ��	� 365 ����	� �� ����	� 
	��
� 	0�#�� ���
��� 
� ����	�  	�	���
�. /	 ��� �
�
���� 
���, �
 ����� �#�	� � 
���
�&���
 &�
� �"� ����!��#�� 
�& �
 � !���
 �����  	�����
 ��� ���
 ����
. 
 �
�
����"�	 &�� �� ����	� �
�  	�	���
� ��� #��&��� �
� � 
�&�
� �����"� �
 
�
�
#�
��"� 
�& ��
 ��!�
0� )...,,,( 21 �iii  ��� #��&��� �
� 365 ��	��� 

}365...,,2,1{  
�! � �	 	�
�!��*�, &��� ri  	��
� � ����
  ����#�� ��� r 
�&���, 
�r ...,,2,1� . � �	� �
���&� ����� !, � ������ �	���
�+!�	� ��� ��
�!0	�� 
����, ��	� 

�!N 365)( �  �#����
�
 �	� �
���! #��	�
. )#�
 � �� 	��	�&�	�� &�
� �"� 
����!��#�� 
�& �
 � !���
 �����  	�����
 ��� ���
 ����
. .� #������
�
���& ��� 
	��	������� � 	��
� �� 	��	�&�	�� A�  &�
� �
 � !���
 ����� ��
$��	����� ����	� 
 	�	���
�. �
�
����"�	 &�� � ���
�&���
 )(AP �  ����� �'	�
� ��� 	"���
 
�& ��� 
���
�&���
 )(AP . (� �	������
, �� 	��	�&�	�� A�  �	���
�+!�	� ��� ��
�!0	�� 

)...,,,( 21 �iii  ��� #��&��� �
� 365 ��	��� }365...,,2,1{  
�! � (�
��� 	�
�!��*�) �
� 
��#� ��' )365()( �� . �$
��&'���
� ��� (6.1), #��! ���	 ��� ���
�&���
 

�

�AP
365

)365(
)( ��  

�
� #"�$
�
 �	 ��� (6.5) #���	�
�����	 �� '�������� ���
�&���
: 

�

�APAP
365

)365(
1)(1)( 
��
� . 

(��	������	 &��  �
 23�� , �����	 2/1)(  AP . 

	��������� 6.5. )#�
 &�� 
�& ��
 ����
���
 � ����
 �	����	� 10 #$
�����
 

��������
 
�& �� 0 ����� �� 9 ������	�
� �!�	 	+���!�
 ��
� 
����&�. /	�! 
�& 
�!�	 ����
#� �� 	0
 &�	�� #$
������ 	�
�
�����	�	��
� #��� ����
���
. �� 
�	
��#���	 �� #���
#���& �	��
�
 3 (��
�������) �����#	
�. 5
 ����� �#�	� � 
���
�&���
 ��� 	��	������� &�
� � �	 
�"�	��� 
����&� ��� �
 ����
�	� 	��
� �� 
5. 
 .� 	��	�&�	�� &�
� � �	 
�"�	��� 
����&� ��� �
 ����
�	� 	��
� �� 5 �"�
�
� 
�
 �
�
#�
�	� 
� ��
$��! BA 
  ��� 	��	������� � &�
� � �	 
�"�	��� 
����&� 
��� �
 ����
�	� 	��
� ��
� 
�& ���� 
�����"� }5,4,3,2,1,0{  �
� ��� 	��	������� � 
&�
� � �	 
�"�	��� 
����&� ��� �
 ����
�	� 	��
� ��
� 
�& ���� 
�����"� 

}4,3,2,1,0{ . �
�
����"�	 &�� AB �  �
� #"�$
�
 �	 ��� (6.5) 

)()()( BPAPBAP 
�
 . 

� 
����&� �
� #����	�
� ��� �	� �
����" ����� ! �
� 3 ��
������� �����#	
� 
	��
� �#�� �	 310)( �!N , ��� 
����& �
� ��
�!0	
� �
� 10 
������ }9...,,2,1,0{  

�! 3 �	 	�
�!��*�, 	�� � 
����&� �
� #����	�
� ��� 	��	������� � 	��
� �#�� �	 

36)( ��' , ��� 
����& �
� ��
�!0	
� �
� 6 
������ }5,4,3,2,1,0{  
�! 3 �	 
	�
�!��*�. ����
� 35)( ��'  �
� ��#� 
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091,0
10

5

10

6
)(

3

3

3

3

�
�
 BAP . 

	��������� 6.6. (�
	��
��). 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 ��� 	��	������� �
 
����
��"� �� 
������ 0 �
� 1 (
�& ��
 ����!��#�� $��! � �
���
�). 
 �� �	
��#���	 �
 	��	�&�	�
 � �
� � �
 �� ����
��"� �� 
������ 0 �
� 1, 

���#����
. .&�	 BA ��  	��
� �� 	��	�&�	�� �
 ����
��"� �� 
������ 0 �
� 1 (
�& ��
 
����!��#�� $��! � �
���
�) �
� #"�$
�
 �	 ��� (6.7), 

)()()(1)( ABPBPAPBAP �

��� . 

� 
����&� �
� #����	�
� ��� 	��	������� � 	��
� �#�� �	 39)( �AN , ��� 
����& 
�
� ��
�!0	
� �
� 9 
������ }9...,,2,1{  
�! 3 �	 	�
�!��*�, � 
����&� �
� 

#����	�
� ��� � 	��
� �#�� �	 39)( �BN , ��� 
����& �
� ��
�!0	
� �
� 9 
������ 
}9...,,3,2,0{  
�! 3 �	 	�
�!��*� �
� � 
����&� �
� #����	�
� ��� AB  	��
� �#�� �	 
38)( �ABN , ��� 
����& �
� ��
�!0	
� �
� 8 
������ }9...,,3,2{  
�! 3 �	 

	�
�!��*�. ������
� 

054,0
10
8

10
9

21)(
3

3

3

3

��
���BAP . 

 
7. 
����"���� 	�
������� 
 
 2 
�! �� 	�#
 
 �� ��� �	#�	������ ���
�&���
� 
�
$"	�
� #��� �	�����#	�� 
&��� ��
 �	����  ��#� 
� ���� ��� ��+
#� 	�&� ���
��� (#���
#����") �	��!�
��� 
�	���	� ��� 
+	+
�&���
 #�����������
� �� �	� �
���& ����. (� �	������
, 
� 
�	
��#���	 ��
 ���
�� �	��
�
 �	 �	� �
���& ���� ! �
� ���
�&���
 )(AP   �
 
�!�	 	��	�&�	�� !A � . �� �����#���	 &�� #	 �!���� #�!��� 	����	#�� ��� 
��
 �
���������	 ��
 #� �	������� 	��	�&�	�� !A � . .&�	, &#�� 
$��! ��� 
�	���� ��� ��+
#�, � �	� �
���&� ����� #��������	�
� #�� #"���� � �
� ��
 
����������	 	��	�&�	�� � (
� ���� �� �	� �
���& ���� !) #��������	�
� #�� 
	��	�&�	�� AB, �  �� ����� #��+���'	�
� �	 AB |  �
� ��
+!'	�
�: �� 	��	�&�	�� � 
�	������� ��� (	��	�������) �. 2 ���
�&���
 ��� 	��	������� � �	������� ��� �, 
� ����
 #��+���'	�
� �	 )|( ABP , !� �  �
� �
�	��
� �	#�	����� ���
�&���
 
(�	������� ��� �), #����	�
�, &�
� 	��
� $�#��&, �	 ��� ���
�&���	� )(AP  �
� 

)(ABP . .� 	�&�	�� �
�!�	� �
 ���#��	"	� #��� �
�"�	�� �
�
�&�#� ��� ��
�#��� 
#�� ����� �����	�	��
� � �	#�	����� ���
�&���
. 

	��������� 7.1. �� �	
��#���	 ��
 ����
���
 � ����
 �	����	� 5 #$
�����
 

��������
 
�& �� 1 ����� �� 5. .
 #$
�����
 1 �
� 2 	��
� !#��
 	�� �
 #$
�����
 
3, 4 �
� 5 	��
� �
"�
.  

(
) )#�
 &�� #	 ��
 ����� ����
#� ��
 #$
������ 	0! 	�
� ���
�
 �
� 
� 
�	
��#���	 �� 	��	�&�	�� � 	0
 
 �� #’ 
���� !#���� #$
�������. � �	� �
���&� 
����� ��� ���
��� 
���" �	��!�
��� �	���
�+!�	� �
 �#����
�
 �	� �
���! #��	�
: 

}5,4,3,2,1{1 �!  �
� �� 	��	�&�	�� ��� 	0
 
 �� !#���� #$
������� �	���
�+!�	� 
�
 #��	�
: }2,1{�A . ������
�, #"�$
�
 �	 ��� ��
#��& ���#�& ��� ���
�&���
�, 

5
2

)( �AP , 
5
3

)( ��AP . 
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(+) )#�
 &��, �
��� 	�
�!�	#� #��� ����
���
 ��� #$
������� ��� 	0! 	�
� #��� 
����� ����
#�, #	 ��
 �	"�	�� ����
#� ��
 #$
������ 	0! 	�
� ���
�
 �
� 
� 
�	
��#���	 �� 	��	�&�	�� � 	0
 
 �� #’ 
���� !#���� #$
�������. O ����� �#�&� 
��� ���
�&���
� )(BP  
�
��	� ��  ��#� ��� #"��	#�� �
� #$
�����
� #��� 
����
���
 �� #�� �� ��� 	0
 
 �� ��� �	������ #$
�������. (� �	������
, �  ��#� 
��� ��
 �
������#�� � �� ��
 �
������#�� ��� 	��	������� � �
�! ��� ����� 
	0
 
 � 	������	� ��� ����� �#�& ��� ���
�&���
� )(BP , #"�$
�
 �	 �� �	����
 
��� ������ ���
�&���
� �� ����� 	0	�!'���	 ��� �!�
. .� �
�!�	� �
 
��& 
����	���"	� ��� 
�! �� 	�#
 
 �� ��� �	#�	������ ���
�&���
� )|( ABP , ��� 
	��	������� � �	������� ��� �. �	�
����
, � #"��	#� ��� ���
�&���
� )|( ABP  �	 
��� ���
�&���	� )(AP  �
� )(ABP , � ����
 #��! 	�
� 
�& �� #"��	#� �
� �"� 
�����#	
� #�� 
�&����� (#"��	��) ���
�� �	��
�
, ����	���"	� ��� ���#�& ��� 
�	#�	������ ���
�&���
� ��#
 ��� (�� �	#�	������) ���
�&���
�. 

( ) )#�
 &�� 
�& ��� 
�
���
 ����
���
 	0! ���
� ���
�
 �"� #$
�����
, �� ��
 
�	�! �� !���, �
��� 	�
�!�	#�. � �	� �
���&� ����� ! ��� #"��	��� 
���" ���
��� 
�	��!�
��� �	���
�+!�	� �
 	0�� 20)5()( 2 ��	 !NN  �#����
�
 �	� �
���! 
#��	�
: 

),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(�!  

             )}4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( . 

To 	��	�&�	�� � (
� ���� �� �	� �
���& ���� !), 	0
 
 �� !#���� #$
������� #��� 
����� ����
#�, �	���
�+!�	� �
 
�&����
 8)( �AN  �	� �
���! #��	�
: 

)}5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(�A , 

	�� �o 	��	�&�	�� � (
� ���� �� �	� �
���& ���� !), 	0
 
 �� !#���� #$
������� 
#��� �	"�	�� ����
#�, �	���
�+!�	� �
 
�&����
 8)( �BN  �	� �
���! #��	�
: 

)}2,5(),1,5(),2,4(),1,4(),2,3(),1,3(),1,2(),2,1{(�B . 

)�#�, #"�$
�
 �	 ��� ��
#��& ���#�& ��� ���
�&���
�, � ���
�&���
 
��
 �
������#�� ��� 	��	������� � 	��
� �#� �	 

5
2

20
8)(

)( ���
N

AN
AP , 

#	 #��$
��
 �	 �� 
�����	#�
 ��� �	����
#�� ��� ���
��� �	��!�
��� ��� ��
� 
(������) ����
#��. 
 �� �����#���	 &�� #��� ����� ����
#� ��� #������� ���
��� �	��!�
��� 
��
 �
���������	 �� 	��	�&�	�� �, ��� 	0
 
 �� !#���� #$
�������. 2  ��#� ��� 
��
 �
������#�� ��� � �	���	� ��� 
+	+
�&���
 
� ���� ��� �	���� ��+
#� ��� 
#������� ���
��� �	��!�
��� #�����������
� �� �	� �
���& ���� ! #�� #"���� � 
�
� �� 	��	�&�	�� � #�� 	��	�&�	�� 

)}1,2(),2,1{(�AB  

�	 2)( �ABN . ������
� � �	#�	����� ���
�&���
 ��� � �	������� ��� � 	��
� �#� 
�	 

4
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8
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)|( ���
AN

ABN
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�
�
����"�	 &��, ���#���������
� ��� #��#	�� 

N
ABN

ABP
)(

)( � , 
N

AN
AP

)(
)( �  

#��! ���	  �
 �� �	#�	����� ���
�&���
 ��� ��$�
#� 

)(
)(

)|(
AP

ABP
ABP � . 

 (��	������	 &��, #"�$
�
 �	 ��� ��
#��& ���#�&, � (�� �	#�	�����) ���
�&-
���
 ��� � 	��
� �#� �	 

5
2

20
8)(

)( ���
N
BN

BP . 

2 ���
�&���
 
���, �&#� #��� �
��"#
 �	����
#� ��� �	�	�
#����� �	� �
����" 
����� ! �	 �#����
�
 �	� �
���! #��	�
 &#� �
� #	 ����
�����	  	���&�	�� 
�	����
#�, &�
� 
�
$�����	 �
� ��� �!�
, �"�
�
� �
 ����� �#�	� �	 �� ���#� ��� 
�	
���
��� ��� ������ ���
�&���
� (+�. �
�!�	� �
 7.3). 

 � ���#�&� ��� �	#�	������ ���
�&���
� ��� 
������	� 
0�����	� �
 #���	-
�!#�
�
 ��� ���� ��	�#
� 
�!��#��. 

������� 7.1. "��� ! �	�  �
��������  ����  ����������� (�
����
) �
�������  (� 
���	���	�
) ��� !A �  �	� 
	�
���
	� �
 0)(  AP . ( �
��

��	� ����	�����, 
�
����	�
 ��
 �, 
�	�� ��� �
	������ )|( ABP , !�B , � ����� ���0
��� �  
%� : 

)(
)(

)|(
AP

ABP
ABP � , !�B .                                  (7.1) 

6��	 0)( �AP , � )|( ABP  �
	 ���0
���. ,�� �
��
�����	� 
	�
���
	� !�B  � 
)|( ABP  ���
���� �
��

��	� ����	����� ��
 � �
����	�
 ��
 �. 

 1��	#� #����	�
 ��� ���#��" 	��
� &�� � �	#�	����� ���
�&���
 ��
�����	� �
 

0���
�
, 

(
) �� ��	��������� : 0)|( �ABP  ��� ���
 
	�
���
	� !B � , 
(+) 	����������: 1)|( �AP ! , 
( ) ����������  �����
�������� : 

���� ��������� )|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP ��  

��� ����������
 �����
��� ���� 0
��� %�	�	 
	�
����	�	 ,...,...,2 ,1  , 	! �� iBi , 
�
� ��#� 	��
� ��
  ��#�
 ���
�&���
. (��	������	 &�� 
�& ��� ���&���
 ( ) 
#��! 	�
� 
� �	���� �	����
#� � #��#� 

)|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP �� ������� ��  

 �
 �
�! '	" � 0��
 (
���+
�
� 
����	�&�	�
) 	��	�&�	�
 	! ,...,2 ,1  , �� iBi . 2 
�	#�	����� ���
�&���
 
�  ��#�
 ���
�&���
 ��
�����	� &�	� ��� ���&���	� ��� 
���
�&���
�. -�
 �
�!�	� �
, 
� B�  	��
� �� #������
�
 	�&� 	��	������� �, � 
�	#�	����� ���
�&���
 )(/)()|( APBAPABP ��� , 	�	��� )()()( ABPAPBAP 
�� , 
	�$�!'	�
� #��
���#	� ��� �	#�	������ ���
�&���
� )(/)()|( APABPABP �  
� 

)|(1)|( ABPABP 
�� . 
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 2 �	#�	����� ���
�&���
 ����	� �
 ���#��������	�  �
 ��� ��$�
#� ��� 
���
�&���
� ��� ����� 	��	�����
�. (�	���! 
���	���"���	 �� 	�&�	�� �	����
 


�-�.�� 7.1. (3��������������� �
�����). "��� 	! ,...,2 ,1  , �� iAi , 
	�
���
	� 

�
 0)( 121  
�AAAP � . 5��
 

)|()|()|()()( 12121312121 
� ��� AAAAPAAAPAAPAPAAAP ��� .       (7.2) 

�*����/.. �
�
����"�	 &�� 

121221121 AAAAAAAAA ���� 

 ��� �� , 
��&�	 

)()()()( 121221121 APAAPAAAPAAAP ���� 

 ��� ��  

�
� 	�	��� 0)( 121  
�AAAP � , ��	�
� &�� 

0)( 1  AP , 0)(...,,0)( 12121   
�AAAPAAP � .. 

������
� �� �	#�	����	� ���
�&���	� #�� �	0�& ����� ��� (7.2) ����� �����
 
(���'���
�). ("�$
�
 �	 ��� ���#�& (7.1) �����	 
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                                      )|()|()|()( 121213121 
� �� AAAAPAAAPAAPAP �� . 

	��������� 7.3. �� �	
��#���	 ��
 ����
���
 � ����
 �	����	� 	 #$
�����
 

��������
 
�& �� 1 ����� �� 	 �
� �#�
 &�� r 
�& �
 #$
�����
 
��! 	��
� !#��
. 
�0! ���	 ���
�
 �
� �
��� 	�
�!�	#� �� ��
 �	�! �� !��� � #$
�����
. 5
 
����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� �
� �
 � 	0
 &�	�
 #$
�����
 	��
� !#��
. 
 )#�
 jA  �� 	��	�&�	�� 	0
 
 �� !#���� #$
������� #��� j-�#�� 	0
 
 � 

	...,,2,1�j . .&�	 �AAA �21  	��
� �� 	��	�&�	�� &�
� �
� �
 � 	0
 &�	�
 
#$
�����
 	��
� !#��
 �
� � '�������� ���
�&���
, #"�$
�
 �	 ��� (7.2), 	��
� 

)|()|()()( 12112121 
� �� AAAAPAAPAPAAAP ��� �  
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(��� �	����
#� ��� ��������" Lotto � ����
���
 �	����	� 49�	  #$
�����
 �
� 
���������
� 6��  
������. .
 r #$
�����
 $����� ���� 
�����"� #���� ������� 
#������
��'	� �!�����. )�#� 
� #������
��#	� #	 6�r  
�����"�, � ���
�&���
 �
 
�	�"�	� �
� ���� 6 
�����"� ��� ���������
� 	��
� 

00000007,0
816.998.13

1
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2 ���
�&���
 �����������	 	��	������� �"�
�
� �
 
�
���	� #	 !����#�
 
���
�����
� �	 �� ���#�������#� �	#�	����
� ���
�����
� ��� 	��	������� 

���". 2 
�!��#� 
��� 
�
��	� ��� �����
 ��� ��
����#�� ��� �	� �
����" ����� ! 
� ����
 ���'	�
� 
� 	0��: 

/�
 
�������
 	��	�����
� !Ai � , ,......,,2,1 	i � , �
 ����
 	��
� �
�! '	" � 
0��
, ��
 ji AA , ji � , �
� � ��
#� ���� 	��
� �� !, !AAA 	 ����� ��21 , 

�
�	��
� ��������� ��� !. 


�-�.�� 7.2. (.
����� �����  ����	����� ). �	 �� 
	�
���
	� ,...}...,,,{ 21 	AAA  
����
���	 ��� ��������� ��
 �
��������� ����
 ! �
 0)(  �AP , ,.......,,2,1 	��  ��� 
� 
�	�� �	� 
	�
���
	� ���	 !, ���
 

�
�

�

�
1

)|()()(
�

�� ABPAPBP .                                       (7.3) 

�*����/.. �
�
����"�	 &�� 

���� ����������� BABABABAAAB 		 2121 )(!� , 

&��� �
 	��	�&�	�
 BA, �� � , ,......,,2,1 	��  	��
� �
�! '	" � 0��
 �	�
0" ���� 
	�	���  �
 ji �  ��� BAA jiji )(,, . ������
�, #"�$
�
 �	 �� 
0�
�
 ��� 


�����#���� ���#�	���&���
�, �����	 

�� ����� )()()()( 21 BAPBAPBAPBP 	 . 

��	��� 0)(  �AP , 
�& ��� ���#�& ��� �	#�	������ ���
�&���
�, ��	�
� &�� 

)|()()( ��� ABPAPBAP � , ,......,,2,1 	�� , 
��&�	 

�� ����� )|()()|()()|()()( 2211 		 ABPAPABPAPABPAPBP . 

	���#��.�. 7.1. 2 �	#�	����� ���
�&���
 &�
� �����	 ��� #��	��#	� ��
�����	� 
&�	� ��� ���&���	� ��� (
�&�����) ���
�&���
�. � �"��� ��� ������ ���
�&���
� 
��
�����	�
� #��
���#	� ��� �	#�	������ ���
�&���
� 
� 	0��: 

)#�
 � ��
 	��	�&�	�� #�� �	� �
���& ���� ! �	 0)(  AP . �� �
 	��	�&�	�
 
,...}...,,,{ 21 	AAA  
���	��"� ��
 ��
����#� ��� ! �	 0)|(  AAP � , ,......,,2,1 	��  

�
� � 	��
� ��
 	��	�&�	�� #��� 6, �&�	 

�
�

�

�
1

)|()|()|(
�

�� AABPAAPABP .                                (7.4) 


�-�.�� 7.3. (5���  ��
 Bayes). A	 �� 
	�
���
	� ,...}...,,,{ 21 	AAA  ����
���	 ��� 

��������� ��
 �
��������� ����
 ! �
 0)(  �AP , ,......,,2,1 	��  ��� � 
�	�� �	� 

	�
���
	� ���	 ! �
 0)(  BP , ���
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�

�

�

1

)|()(

)|()(
)|(

�

��
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r

ABPAP

ABPAP
BAP , ,......,,2,1 	r � .                      (7.5) 
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�*����/.. 7��#���������
� ��� ���#�& ��� �	#�	������ ���
�&���
� �
� �� 
�	����
 ��� ������ ���
�&���
� �
������	 

�
�

�

��

1

)|()(

)|()(
)(

)(
)|(

�

��

rrr
r

ABPAP

ABPAP
BP

BAP
BAP , ,......,,2,1 	r � . 

	���#��.�. 7.2. �� ���
�&���	� )( �AP , ,......,,2,1 	� � , ���  �
��'���	 ���� 
�& 
��� 	����	#� ��� ���
��� �	��!�
���, �
��"��
� �
� “	� �
� ������
�” (a priori) 
���
�&���	�, 	�� �� �	#�	����	� ���
�&���	� )|( BAP r , ,......,,2,1 	r � , ��� 
����� �'���	 �	 �	������ ��� ��
 �
������#� ��� 	��	������� � �
� 	�����
� 
�	�! ��� 	����	#� ��� ���
��� �	��!�
���, �
��"��
� �
� “	� �
� �#���
�” (a 
posteriori) ���
�&���	�. 

	��������� 7.3. �� ��	������� �
�����	� ���
��"��
� #��� 
 ��! #�#�	�
#����� 
#	 �
�����+���
 �
� 25 �
�����
�. �� �����#���	 &�� 
�& ��
 �
�����+���� ��� 
�	����	� 2 	�
��
�
����"� �
�����	� 	0! ���
� �
��� 	�
�!�	#� 2 �
�����	�. 5
 
����� �#��"� (
) � ���
�&���
 	0
 
 �� 	�
��
�
����" �
����
 #�� �	"�	�� 
	0
 
 � �
� (+) � �	#�	����� ���
�&���
 �
 	��	 	0
��	� 	�
��
�
���&� �
����
� 
#��� ����� 	0
 
 � �	������� &�� 	0���	� 	�
��
�
���&� �
����
� #�� �	"�	�� 
	0
 
 �. 

(
) �� �	
��#���	 �
 	��	�&�	�
 � �
� � 	0
 
 �� 	�
��
�
����" �
�����
 
#��� ����� �
� �	"�	�� 	0
 
 �, 
���#����
. .&�	, � ���
�&���
 ��� 	��	������� 
	0
 
 �� 	�
��
�
����" �
����
 #�� �	"�	�� 	0
 
 � ����� �'	�
� �	 �� 
���#�������#� ��� �	
���
��� ��� ������ ���
�&���
� 
� 	0��: 

25
3

24
3

25
22

24
2

25
3

)|()()|()()( ��������� ABPAPABPAPBP . 

(+) 2 �	#�	����� ���
�&���
 �
 	��	 	0
��	� 	�
��
�
���&� �
����
� #��� 
����� 	0
 
 � �	������� &�� 	0���	� 	�
��
�
���&� �
����
� #�� �	"�	�� 
	0
 
 � ����� �'	�
� �	 �� ���#�������#� ��� �"��� ��� Bayes 
� 	0��: 
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1
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2
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3

24
2
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3

)|()()|()(
)|()(

)|( ��
�

�
�
�

�
�����

���
�

ABPAPABPAP
ABPAP

BAP . 

	��������� 7.4. �� �	
��#���	 ��
 ���	������
���& #"#���
 
���	��"�	�� 
�& 
��
� ����&, ��
� 
�
�	�
�&�� �
� ��
 �����. � ����&� #����	� �
 #��
�
 #�� 
��
���& #"#���
, #�� ����� �
  �!��
�
 ��� 
�$
+���� 	��
� 
�������	� 
�& 0 �
� 
1. � 
�
�	�
�&��� �
� � ������, �& 
 ���"+��, �
�+!���� �� #��
 0 
� #��
 1 �	 
���
�&���
 0,02 �
� �� #��
 1 
� #��
 0 �	 ���
�&���
 0,03. 5
 ����� �#��"� �� 
�	#�	����	� ���
�&���	� ��*�� 
�& �� ����� (
) ��� #��
��� 0 �
� (+) ��� #��
��� 
1 �	�������, #	 
�$&�	�	� ��� �	�����#	��, ��� 
��#����� 
�& ��� ����& ��� 
#��
��� 0. 
 (
) �� �	
��#���	 �� 	��	�&�	�� 0A  
��#����� 
�& ��� ����& ��� #��
��� 0, 
�� 	��	�&�	�� 1A  ��*�� 
�& ��� 
�
�	�
�&�� ��� #��
��� 0 �
� 2A  �� 	��	�&�	�� 
��*�� 
�& �� ����� ��� #��
��� 0. 2 �	#�	����� ���
�&���
 )|( 02 AAP , ��*�� 

�& �� ����� ��� #��
��� 0 �	������� ��� 
��#����� 
�& ��� ����& ��� #��
��� 0, 
#"�$
�
 �	 ��� �"�� ��� ������ ���
�&���
� (7.4), ���	�
� 
�&���: 

)|()|()|()|()|( 102011020102 AAAPAAPAAAPAAPAAP ����  
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�
� 	�	��� )|()|( 12102 AAPAAAP � , )|()|( 12102 AAPAAAP ��� , 

)|()|()|()|()|( 1201120102 AAPAAPAAPAAPAAP ����  

                                        961,003,002,098,098,0 ����� . 

 (+) 2 �	#�	����� ���
�&���
 )|( 02 AAP � , ��*�� 
�& �� ����� ��� #��
��� 1 
�	������� ��� 
��#����� 
�& ��� ����& ��� #��
��� 0, ���	�
� 
�& ��� 

039,0961,01)|(1)|( 0202 �
�
�� AAPAAP . 

 
8. ���������� ���!������� 
 
 �� �	
��#���	 ��
 �	� �
���& ���� ! �
� �"� 	��	�&�	�
 !BA �, . ��& ��� 
���#�& ��� �	#�	������ ���
�&���
� #��! ���	 &�� (
) 
� �
 	��	�&�	�
 � �
� � 
	��
� 0��
 �	�
0" ����, ��AB , �&�	 0)|( �ABP , 	�	��� �	������� ��� 
��
 �
������#�� ��� 	��	������� � 
����	�	�
� � ��
 �
������#� ��� 
	��	������� �, 	�� (+) 
� �� 	��	�&�	�� � 	��
� ���	��	�&�	�� ��� 	��	������� �, 

BA � , �&�	 1)|( �ABP , 	�	��� � ��
 �
������#� ��� 	��	������� � #��	�! 	�
� 
��� ��
 �
������#� �
� ��� 	��	������� �. ����� 	��
� �� �"� 
��
�	� �	�����#	�� 
&��� �  ��#� ��� ��
 �
������#�� ��� 	��	������� � �
� �
���	� ��
 ���" �	���� 
�����$���
  �
 ��� ���
�&���
 ��
 �
������#�� ��� 	��	������� �. 8�!����� 
&�
� �
� �	�����#	�� #��� ����	� �  ��#� ��� ��
 �
������#�� 	�&� 	��	������� � 
�	� ��	� �
���! 	����
#� #��� ��
 �
������#� � �� ��� 	��	������� �, ���
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(��� �	����
#� 
��� �� 	��	�&�	�� � �
�	��
� #���
#����� 
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	��	������� �. ��	���, #"�$
�
 �	 ��� ����
��
#�
#���& �"��, �#�"	� 
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� ��� ��&�	#�� ��� 
�	0
���#�
� �
� � �
� �, 

)()()( BPAPABP � , 

� 	0��: 

)()()](1)[()()()()()()( BPAPBPAPBPAPAPABPAPBAP ��
�
�
�� . 

A�!�� 
 ��
��#���	�
� &��, #��� �	����
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 �����#�. 5
 	0	�
#�	� �
�! �&#�� 
�
 	��	�&�	�
 � �
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�����'���
� 
� 	������
 
 �� 
	��	�&�	�� � �
� 
� 
������
 � �� #������
�
���& 	��	�&�	�� A� , � �	� �
���&� 
����� ! �"�
�
� �
 �
�
#�
�	� 
� },1 
�! {� . .&�	 

12
5

36
15

})({ ��� 
iPp , 
12
7

36
21

})({ ��� �iPq . 

�	�
����
, � �	� �
���&� ����� ��� ���
��� �	��!�
��� ��
� 
�������
� 5 ��*	
� 
	�&� '	" ��� ��
�	������
� �"+
� 	��
� �� 

},{:),,,,{( 543215 
�������! i �� , }5,4,3,2,1�i . 

To 	��	�&�	�� � ��
 �
������#�� � 	�������� #	 5 ��*	�� (�������): 


������B i �� :),,,,{( 54321   �
 � 
���+�� �	���	� }}5,4,3,2,1{�i  

�	���
�+!�	� 

��
�

�
��
�

�

�

5
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�	� �
���! #��	�
, &#
 �
� � 
����&� �
� 	���� �� �
� � ��#	
�  �
 ��� 	������	� 

�& ��� 5 #������! ��#	��. �������� �!�	 ������ �	� �
���& #��	��, �� ����� 
�	���
�+!�	� #	 � ��#	�� �� 
 �
� #	 �
5  ��#	�� �� �, ��	� ���
�&���
 

})({})({})({})({})({})),,,,({( 554433221154321 �P�P�P�P�P�����P �  

         
�� 


�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

5

12
7

12
5

. 

������
� � ���
�&���
 )(BPp� �  ���	�
� 
�& ��� 
��

�
�

p



�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
��
�

�
��
�

�
�

5

12
7

12
55

, 5...,,1,0�� . 

2 ���
�&���
 &�
� #	 2 ����!��#�� ��*	�� � 
����&� ��� 	�$
��'	� � �	"�	��� 
�"+�� ��	�+
��	� ��� 
����& ��� 	�$
��'	� � ������ �"+��, �#�
 2Q , � ����
 	��
� 
�#� �	 ��� ���
�&���
 2 ����!��#�� 	��������, 	��
� �#� �	  

6913,02412,00675,01
12
7

12
5

5
12
7

11
45

102 �

��
�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

� ppQ . 

	��������� 9.2. N���  �����	���������  ��
 Mendel. 2 ����������&���
 
�
�
�����#����� �$	��	�
� #	 	�����"� $��	�� �
���������  �����
. .
 �"��
�
 
	�&� �� 
��#��", �	 	0
��	#� ����  
���	� ��� 	��
� �
 �"��
�
 
�
�
�
 
 �� 
(#����
 � 
!���), $�����  �����
 �
�! '	" � �
 ����
 	��
� 	��	 ��� �"��� � 	��	 
��� �"��� �. )�#� 
�!�� 
 �	 �
 '	" � �
�  �����
� ��� $����� �
 �"��
�
 �!�	 
�� 
��#�&� 
���	� #	 ��
 
�& ���� ��	��  ��&������ ��, �� �
� �� (�	� ��!��	� 
��!���#� �	�
0" �
� �� �
� ��). ��  
���	� $����� ��
 �&��  ������ ��� #��� 
�	����
#� �
�  ����"�
� �� �
� �� 	��
� ��� �"��� � �
� �, 
���#����
, 	�� #��� 
�	����
#� ���  ����"��� �� 	��
� 	0�#�� ���
�&� �
 	��
� ��� �"��� � � ��� �"��� 
�. .
 �
���! ���������"� 
�& ����  ��	�� ���� �
  �����
 ��
 
�& ��� �
���
. )#�
 
&�� ��  ��&����� ��, �� �
� �� 	�$
��'���
� #	 ��#�#�! p, 2q �
� r, 
���#����
, �	 

12 ��� rqp  
�	0!����
 $"���. 
�� ���
�&���	� �
� �����  ����"�
� ��, �� �
� ��  �
 �����������	 
�& ��� 

 ���
� ��� 	��� ���
� ���
�
 �"�
��
� �
 ����� �#��"� 
� 	0��: �� �	
��#���	 
�
 	��	�&�	�
 21, AA  �
� 3A  &�
� ��
 
�#	���& !���� �� ����� 	��� 	�
� ���
�
 

�& ��� 
����& �����#�& 	��
� ���  ����"��� ��, �� �
� ��, 
���#����
 �
� �
 
	��	�&�	�
 21 , BB  �
� 3B  &�
� ��
 �����& !���� �� ����� 	��� 	�
� ���
�
 
�& ��� 

����& �����#�& 	��
� ���  ����"��� ��, �� �
� ��, 
���#����
. ���#�� 
� 
�	
��#���	 �
 	��	�&�	�
 � �
� � &�
� ��
� 
�& ���� '	� 
���
��� �"� 
�&�
� 
(
�#	����" �
� ������") ��� 
�����" �����#��" ���������#	� ��  ������ � 
�& ��� 
�
���
 �
� �� �����
, 
���#����
. .&�	, #"�$
�
 �	 �� �	����
 ��� ������ 
���
�&���
�, 

qpqpAAPAPAAPAPAP �������
2
1

21)|()()|()()( 2211  

�
� 
rqqpAPAP ���
�
�� )(1)(1)( , 

	$’ &#�� 12 ��� rqp . ����
� 

qpBP ��)( , rqBP ���)( . 
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�� �	
��#���	 ���
 �
� �
 	��	�&�	�
 21 , ,,  �
� 3,  &�
� ��
� 
�& ���� 
'	� 
���
��� �"� 
�&�
� (
�#	����" �
� ������") ��� 
�����" �����#��" 	��
� 
���  ����"��� ��, �� �
� ��, 
���#����
. .&�	 AB, �1 , BABA, ����2  �
� 

BA, ���3 . .
 	��	�&�	�
 � �
� � 	��
� 
�	0!����
, ��&�	 �&#� �
 	��	�&�	�
 � 
�
� B�  &#� �
� �
 	��	�&�	�
 A�  �
� � �
� �
 	��	�&�	�
 A� �
� B�  	��
� 

�	0!����
 (+�. �
�
����#� 8.1). ������
� 

2
1 )()()()()( qpBPAPABP,P ���� , 

     )()()()( 2 BAPBAPBABAP,P ��������  

                         ))((2)()()()( rqqpBPAPBPAP ������� , 

2
3 )()()()()( rqBPAPBAP,P �������� . 

	��������� 9.3. 1����	��������� ��������������	 �
	�
���	�	 �
 �� ����. .
 
 �����
 �	���
� #�
 ��
�
��#��
�
. .
 ��
�
��#��
�
 	�$
��'���
� �
�! '	" � 
�
� �	�
+�+!'���
� 
� (
��
��	�	�) ���!�	� ��#� �#�	 �
  �����
 	�&� 
��
�
��#��
��� �
 �
�
������ �
'�. � �&��� ����������&���
� �
�  �����
� 
	$
��&'	�
� �
� #�
 ��
�
��#��
�
 
� ���!�	�. .� $"�� �
����'	�
� 
�& �"� 
��
�
��#��
�
 7 �
� 8 �
� �!�	 !���� $��	� ��
 '	" �� �����
� ��
�
��#
�!�
�. 
.
 
�#	���! $����� �� '	" �� 78 �
� �����! �� '	" �� 77. )�#� � �����
 
�	�
+�+!'	� ��
 7 ��
�
�&#
�
 �
� �� $"�� 	�&� 
�� &��� �
����'	�
� 
�& �� 
��
�
�&#
�
 7 � 8 ��� �	�
+�+!'	� � �
���
�. 

.
  �����
 ��� �	���
� #�� ��
�
�&#
�
 7 �	� ����� 
���#�����  ������ #�� 
��
�
�&#
�
 8. )�#� �
 �����!, �
 ����
 ����� �"� ��
�
��#��
�
 7, ����� �"� 
�����
  �����
 	�� #�
 
�#	���!, �
 ����
 ����� ��
 ��
�
�&#
�
 7, �����
  �����
 
	�$
��'���
� 
� ���!. .
  �����
 ��� ����
��"� ��� 
��
�
��*�
, &�
� �
� �
 
 �����
 ��� ����
��"� ��� 
���$���
, 
���	��"� �
�
�����#���! �
�
-�	� �
�
 
 �����
� �	����
� #�� ��
�
�&#
�
 7. )#�
 C � �	#�&'
� �
� c � ����
�����&� 
�"��� ���  ������� ��� 
��
�
��*�
� (� 
���$���
�). .
 �����! 
������ #	 ��
 
�& 
���� ��	��  ����"���� CC, Cc �
� cc, 	�� �
 
�#	���! #	 ��
 
�& ���� �"� 
 ����"���� C �
� c. )�
 �����& ���  ��&����� CC �	� �
���#�!'	� 
��
�
��*�
 
(� 
���$���
), ���  ����"��� Cc 	��
� $���
� 
��
�
��*�
� (� 
���$���
�) �
� 
 ����"��� cc �
���#�!'	� 
��
�
��*�
 (� 
���$���
). ���#��, ��
 
�#	���& ��� 
 ��&����� C �	� �
���#�!'	� 
��
�
��*�
 (� 
���$���
), �
� ���  ����"��� c 
�
���#�!'	� 
��
�
��*�
 (� 
���$���
). 

)#�
 p �� ��#�#�& ��� �	#�&'����� �"��� C �
� pq 
� 1  �� ��#�#�& ��� 
����
������" �"��� c ���  ������� ��� 
��
�
��*�
� (� 
���$���
�), �&#� #�
 

�#	���! &#� �
� #�
 �����! !���
. .&�	 � ���
�&���
 ��
� !���
� �
 �� 
�
���#�!'	� 
��
�
��*�
 (� 
���$���
) 	��
� �#� �	 p 	�� �
 �
���#�!'	� 

��
�
��*�
 (� 
���$���
) 	��
� �#� �	 pq 
� 1 . �� ���
�&���	� u, 2v �
� w �
� 
�����  ����"�
� CC, Cc �
� cc ���  ������� ��� 
��
�
��*�
� (� 
���$���
�) #�� 
 ��
��	�� �����#�&, 
���#����
, �"�
��
� �
 ����� �#��"� 
� 	0��: �� �	
��#���	 
�
 	��	�&�	�
 1A  �
� 2A  &�
� ��
 !���� �� ����� 	��� 	�
� ���
�
 
�& ��� 
��������#�& �
� 
�#	����� 	��
� ���  ����"��� C �
� c, 
���#����
 �
� �
 
	��	�&�	�
 21 , BB  �
� 3B  &�
� ��
 !���� �� ����� 	��� 	�
� ���
�
 
�& ��� 
��������#�& �
� ������� 	��
� ���  ����"��� CC, Cc �
� cc, 
���#����
. ���#�� 

� �	
��#���	 �
 	��	�&�	�
 � �
� � &�
� ��
� �����&� 
�& ���� '	� 
���
��� 
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�"� 
�&�
� (
�#	����" �
� ������") ��� 
�����" �����#��" ���������#	� �� 
 ������ C 
�& ��� �
���
 �
� �� �����
, 
���#����
. .&�	  

ppAAPAPAP ���� 1)|()()( 11  

�
� 
qAPAP �
�� )(1)( . 

���#��, #"�$
�
 �	 �� �	����
 ��� ������ ���
�&���
�, 

vuvuBBPBPBBPBPBP �������
2
1

21)|()()|()()( 2211  

�
� 
wvvuBPBP ���
�
�� )(1)(1)( , 

	$’ &#�� 12 ��� wvu . �
�
����"�	 &�� ABB �1 , BABAB ����2  �
� BAB ���3 . 
���#�� �
 	��	�&�	�
 � �
� � 	��
� 
�	0!����
, ��&�	 �&#� �
 	��	�&�	�
 � �
� B�  
&#� �
� �
 	��	�&�	�
 A�  �
� � �
� �
 	��	�&�	�
 A� �
� B�  	��
� 
�	0!����
. 
������
� 

)()()()()( 1 vupBPAPABPBPu ����� , 

   )()()()(2 2 BAPBAPBABAPBPv ���������  

          )()()()()()( vuqwvpBPAPBPAP �������� , 

    )()()()()( 3 wvqBPAPBAPBPw ��������� . 

�� �"� ����	� #��#	��, ���#���������
� �� &�� pq 
� 1  �
� )(1 vuwv �
�� , 
�	�
#���
��'���
� #��� 

pvqu � , pvpup ���
 )12()12(  
�
� ��#� 

2pu � , pqv � , 2qw � . 

�� #��	�
�	� &�� � ���
�&���
 w &�
� ��
  ��
��
 �
���#�!'	� 
��
�
��*�
 	��
� 
�#� �	 �� �	��! 
�� ���
�&���
� q &�
� ��
� !���
� �
���#�!'	� 
��
�
��*�
. 
 
10. �������� 
 
 1. 2 #	��! 	0��
#�� �	##!�
� �
���!�
� �$�  , ,  �
� � �
����'	�
� �	 ����
#� 
 �
 ��� 
��$� � ��
�
������� 	��	 
�& ���� 	0	�
'&�	���� 	��	 
�& ���� 
	���������. 5
 ���#�	� �
�!������ �	� �
���&� �����  �
 ��� �	�� �
$� ��� 
���
��� 
���" �	��!�
���. )#�
 &�� � 	��
� �� 	��	�&�	�� �� �!���
 � �
 	0	�
#�	� 
����� �
� � �� 	��	�&�	�� �� �!���
 $ �
 	0	�
#�	� �	"�	��. 5
 �
�
�
����"� �
 
�	� �
���! #��	�
 �
� 	��	�����
� BABA �,,  �
� BA
 . 

 2. �
�! ��� ���
�
 	��� � ��
� ���� ��	�
� 4 �
����� 	���
$	�&�
#�	  �
 �
 
	��	�&�	�
: A &�
� � 
����&� �
� 
 ����� �#�"�
� �	 ��� 
����& �
� �����#���, � 
&�
� 
 &��
 �
� �����#�
 	�
��!##���
� (
�
$����! �	 �� #	��!  ����#��) �
� , 
&�
� ���
 �
���! ��� ����� $"���  	���"��
� ��
�����!. ����� 	��
� � 
�
�
����&�	��� �	� �
���&� ����� ! ��� �����"�	 �
 ���#�������#���	 �
� ���
 
�
 �	� �
���! #��	�
 ��� 
������ #	 �!�	 ��
 
�& �
 	��	�&�	�
 ��� �
� 
	���
$�����. 
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3. )#�
 &�� �"� �
���	� � �
� $ 
 
��'���
� #	 ��
 #	��! �
� ������ (�.�. #�!��, 
�!+��, �����) �
� ������� 
�
�	���"	�
� 	�	���� ��� ������ �	���'	� ���
 �
� ����
. 
5
 ���#�	� �
�!������ �	� �
���&� ����� !  �
 ��� �	�� �
$� ��� ���
��� 
���" 
�	��!�
���. �� �	
��#���	 �
 	��	�&�	�
 � �
� � &�
� � �
����� � 
�
�	���	� 
������� #�� ����� �
� #�� ���
��� �
� ���� ��� #	��!�, 
���#���
. 5
 �
�
�
����"� 
�
 �	� �
���! #��	�
 �
� 	��	�����
� A , B , BA�  �
� BA
 . 

 4. )#�
 &�� ��
� 
����&� ���	$���� 	��� 	�
� ���
�
 
�& ��� ���	$
���& 
�
�!�� �. 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� �
� �
 ��##	�
 �	�	��
�
 *�$�
 ��� 
	��
� ��
$��	���!. 

 5. A��$�$��
�  �	
��
�����. )#�
 &�� 
�	���#���
� �	��
&��$�� ��������� 
0	���! 
�& �� �#& 	�� �	 ��##	�
 !���
. 5
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� 

��+�+
#�� (
) �
� �
� �	##!�
� 
�&�
� #	 ��
$��	���& &��$�, (+) �"� 
�&�
� 
#��� ����� &��$�, 	�&� 
�&��� #��� ���
��� &��$� �
� 	�&� 
�&��� #��� ������ 
&��$� �
� ( ) �"� 
�&�
� #��� ����� &��$�. 

 6. ������� +�����	. (	 ��
 �&�� 1�	  �
����
� ��
 !���� �	�
���	� ��
 
����#������& #	 ��
 �	"�	�� !����, �� ����� �� �	�
���	� #	 ��
 ����� �.�.�. �!�	 
!���� #�� ����� �	�
���	�
� �� ����#������& 	��� 	�
� 
�& �� *�����#�� ���
�
 
�	�
0" �
� 	 �
����
�. 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 �
 �	�
���	� �� ����#������& 
�
��� (
) �
 	��#���*	� #��� ����� *�����#�� �
� (+) �
 	�
�
��$�	� #	 
����������	 !����. 

7. �� �	
��#���	 ��
 #"���� 1��  
�&�
� }...,,,,{ 210 �����  �
� ����
� 
�
�
 �!$���	 �
  	�����
. 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� �� !���� 0�  ��	� 
 	�����
 ��� ���
 ���
 �	 ��
 ����!��#�� 
�& �
 ��&����
 � !���
 }...,,,{ 21 ���� . 

 8. )#�
 &�� ��#
 #	 	 ��
�	������
 �	��! }...,,,{ 21 �ccc  �����	��"��
� ���
�
 �� 
��
 �	�! �� !��� #$
�����
. �� � ��
���
#�
 
��� #�
�
�! (
) &�
� �����	���	� ��
 
#$
������ #�� �	�� �c  �
� (+) &�
� #	 ��
 ����������	 �	�� �����	����"� �"� #$
�-
����
, �
 ����� �#��"� �� 
���#����	� ���
�&���	� &�
� 
�
�����"� �	��##&�	�	� 

�& � �������. 

 9. 5� ���$���� ��
 ,�������
. �� �	
��#���	 �� ���
�� �	��
�
 ��� ��*�� ����� 
�"+
� �
� �
 	��	�&�	�
 � �
� � &�
� �� !����#�
 �
� 	��	�0	
� ��"�
� 	��
� 9 10 

���#����
. )�
� �
�
�������&� $���� ��� -
���
��� �������	 &�� � #���&���
 
	�$!��#�� ��� 	��	������ � 	��
� ����&�	�� 
�& 	�	��� ��� �. .�"�� �	� �����"#	 
�
 	0� �#	� #�	��&�	��� &�� �
�1��
 
�& �
 	��	�&�	�
 
��! �	����	� 6 #��	�
: 

9333432522441531621 ������������������ , 

10433442532622541631 ������������������ . 

� -
���
��� #��� ����� 
�	��"����	 �	�! 
�& ���#	����� 
�!��#� ����& �#	 ���! 
��� ���
�&���	� )(AP  �
� )(BP  
�’ &��� ������*	 &�� )()( BPAP � . 5
 
����� �#��"� �� ���
�&���	� )(AP  �
� )(BP . 

10. ��& �
 	 ��	���! ��� ��	� �!����� �&�� ��
 
��� 	� ��� �&��
 ��� #�����" ���. 
��	��� �	� ���!�
� ���� 	��
� �� #
#�& ��	���, �����!'	� ��
-��
 �
 ��	���! ����� �
 

���0	� ��� �&��
. 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 �
 
�
�����"� � �������, 

v� ...,2,1� . 
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11. )#�
 &�� ���
 #$
�����
 	0! ���
� ���
�
 �� ��
 �	�! �� !���, �
��� 
	�
�!�	#�, 
�& ��
 ����
���
 ��� �	����	� 	 #$
�����
 
��������
 
�& �� ��
 
����� �� 	. 5
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� (
) ��� 	��	������� � &�
� � 
����&� 
��� ������ #$
������� 	��
� ����&�	��� 
�& 	�	��� ��� �	������ �
� (+) ��� 
	��	������� � &�
� &�
� � 
����&� ��� ������ #$
������� 	��
� ����&�	��� 
�& 
	�	��� ��� �	������ �
� � 
����&� ��� �	������ #$
������� 	��
� ����&�	��� 
�& 
	�	��� ��� ������. 

 12. �� �	
��#���	 ��
 ��
��'� �� ����� 	��
� �
��#���� #	 �#&��	��
 ��� 
�
 
��	��!� �. )�
 �&��#�
 ��
������ r �	 �r �  �����	�	��
� ���
�
 #�� ��
��'�. 5
 
����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� �� �&��#�
 �	��
� #�� 	#
�	���& ��� ����. 

 13. )#�
 }...,,,{ 21 ����! �  � �	� �
���&� ����� 	�&� #���
#����" �	��!�
���. 
�� })({2})({ 1�� ii �P�P , 1...,,2,1 
� 	i , �
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� �
� 
#����	�
��� 	��	�����
� })({ i�P , 	i ...,,2,1� . �������� �
 ����� �#�	� � 
���
�&���
 ��� 	��	������� }...,,,{ 21 ����� � , 	� � . 

 14. )#�
 ! � �	� �
���&� ����� #���
#����" �	��!�
��� �
� !�� , ��
 
	��	�&�	�� #’
��&�. �� A�  	��
� �� #������
�
���& ��� 	��	������� � �
� �#�"	� 

5/1)(2)( ��� APAP  �
 ����� �#�	� � ���
�&���
 )(AP . 

 15. (�
	��
��). �� )(4)(3 APAP �� , �
 ����� �#�	� � ���
�&���
 )(AP . 

 16. (�
	��
��). �� 1)(0 �� AP , �
 �	���	� &�� 4
)(

1
)(

1
�

�
�

APAP
. 

 17. �� �	
��#���	 ��
 
�������
 ����� ��*	
� 	�&� �"+�� �
� �#�
 � �� 
	��	�&�	�� &�
� �� !����#�
 �
� 	��	�0	
� 	��
� �	 
�"�	�� ��� 10. 9	�0	�	 &�� �� 
	��	�&�	�� � �
� �� #������
�
���& ��� 	��	�&�	�� ��  	��
� �#��"�
�
 #"���
 
�
� ���#���������
� �� &�� )()( �'�' ��  #���	�!�	�	 ��� ���
�&���
 )(�P . 

18. �� �	
��#���	 �� �	� �
���& ���� ! 	�&� #���
#����" �	��!�
��� �
� �#�
 
!�,� �  	��	�&�	�
 �	 

)(4)(3)(2 ABPBPAP �� , 2/1)( �
 ABP . 

5
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� )(AP , )(BP  �
� )(ABP  �
� #�� #����	�
 �� 
���
�&���	� )( BAP 
 , )( BAP � , )( BAP �� , )( BABAP ��� . 

 19. �� 4/3)( �AP , 3/2)( �BP  �
� 5/3)( �ABP  �
 ����� �#��"� �� 
���
�&���	�: )( BAP 
 , )( BAP �  �
� )( BAP �� . 

 20. �� �	
��#���	 �� ���
�� �	��
�
 5 ��
������� ��*	
� �"� ��
�	������
� 
�"+
�. 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� �!�	 ��
 
�& �
 '	" � )6,5(  )5,6( �
� 

)6,6(  	�$
��#�	� ��
 ����!��#�� $��!. 

 21. �� �	
��#���	 ��
 ����& � ������ 	�����	� �	 ��� ���
 
�
�� �
 �
 #��
�
 
1� , 2�  �
� 3� . 5
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� &�
� #	 5 	������� �
�
������"� 

��
 ����!��#��� $��! �� �
���
 (
) �
 #��
�
 1�  �
� 2�  �
� (+) �
� �
 ���
 #��
�
 

1� , 2�  �
� 3� . 
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 22. ��& ��
 �!��� ��� �	����	� 	 !#��
 �
� 	 �
"�
 #$
�����
 	0! ���
� 
��
�����! �
� �
��� 	�
�!�	#� �"� #$
�����
 �!�	 $��! ����� �
 	0
���"� &�
 �
 
#$
�����
. 5
 ����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� &�
 �
 '	� !��
 
���	��"��
� 
�& ��
 
!#��� �
� ��
 �
"�� #$
������. 

 23. �� 	�
��	�	� 
#$!��#�� 
��������
� �
�
�!##��� ���� ��� �"� #	 10 
�
�� ���	� 
�!�� 
 �	 ��� ���
�&���
 ��� ����� �
 ����
��#��� ��#�"���
. )#�
 
&�� � ���
�&���
 &�
� ��
� ��� &� ��� �
�� ���
� � ��	� #	 ��
 �
�	�!���� ��
 
����!��#�� ��#�"���
 	��
� 100/� , 10...,,2,1�� . �� �	
��#���	 ��
 
#$
��#���� 
	�
��	�
 #��� ����
 �
 55/�  �
� ��� �� ��� 
#$
��'	� 
������ #��� � �
�� ���
 

10...,,2,1�� . �� ��
� ��� &� 
#$
��#����� #��� 	�
��	�
 
��� 
�
$��	� ��
 
����!��#�� ��#�"���
 #	 ��
 �
�	�!���� ���! 	��
� � ���
�&���
 �
 
���	� #��� � 
�
�� ���
, 10...,,2,1�� ; 

 24. )#�
 &�� �� ��#�#�& �
�  ��
���� ��
� ���#����� �	������ ��� �!#���� 
�& 
�
����� ��� ����
� 	��
� 0,001. .� �	#� �
�
�����!�� �!�	� ���� ��! �
#� ��� 

#���	�
� �	 ���
�&���
 0,97. 9	������� &�� �� �	#�  �
 ��
  ��
��
 	��
� �	���& 
���
 	��
� � ���
�&���
 �
 �!#�	� ��
 �
���! 
�& �
�����; 

 25. )#�
 &�� 7% �
� 
����� �
� 2% �
�  ��
���� �!#���� 
�& 
��
�
��*�
. 
�� �� 48% ��� �����#��" 
���" 	��
� !���	� �
� �� 52% 	��
�  ��
��	� �
 
����� �#�	� � ���
�&���
 &�
� ��
 !���� ��� 	��� 	�
� ���
�
 
�& ��� �����#�& 

��& �
 ��	� 
��
�
��*�
. 

 26. )#�
 &�� �� 50% �
�  ��
���� ����� ��  ������ ��� 
���$���
�. �� ��
 
 ��
��
 ��	� ��  ������ � ���
�&���
 �
 �� ���������#	� #�� �
��� ��� 	��
� 1/2. 5
 
�	���	� &�� � ���
�&���
 ��
  ��
��
 �
 ��	� ��  ������ ��� 
���$���
� �	������� &�� 

�����#	 � ��  �& 	�
����	�
� �
�! 1/3. 

 27. )#�
 &�� #	 ��
 #� �	������� ��
����� � ���
�&���
 &�
� ����������	 
$
�!�� ��� ����
�
� �
 	��
� ��� ����� ����
��� �	 �� ���� �"�	�� 	��
� 4/5. �� �� 
����� $
�!�� 	��
� ��!#��� �	 ���
�&���
 3/5 �
� �&����� �	 ���
�&���
 2/5 �
 
����� �#�	� � ���
�&���
 �� ����� $
�!�� �
 	��
� ��!#���. 

28. ��& ��
 ����
���
 ��� �	����	� 21 #$
�����
 $�����
 ���� 
�����"� 
}21...,,2,1{  	0! ���
� ��
�����! �
� �
��� 	�
�!�	#� ���
 #$
�����
. �� �A  	��
� �� 

	��	�&�	�� 	0
 
 �� 
�����" ����
��
#��� ��� 3 #��� �-�#�� 	0
 
 �, 3,2,1�� , 
�
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� )( 2AP � , )|( 21 AAP  �
� )( 3AP . 

29. �� �	
��#���	 ��
 ���	������
���& #"#���
 
���	��"�	�� 
�& ��
� ����&, 
� 
�
�	�
�&�	� �
� ��
 �����. � ����&� #����	� �
 #��
�
 #�� ��
���& #"#���
, 
#�� ����� �
  �!��
�
 ��� 
�$
+���� 	��
� 
�������	� 
�& 0 �
� 1. �� 

�
�	�
�&�	� �
� � ������, �& 
 ���"+��, �
�+!���� �� #��
 0 
� #��
 1 �	 
���
�&���
 0,03 �
� �� #��
 1 
� #��
 0 �	 ���
�&���
 0,05. 5
 ����� �#��"� �� 
�	#�	����	� ���
�&���	� ��*�� 
�& �� ����� (
) ��� #��
��� 0 �
� (+) ��� #��
��� 
1 �	�������, #	 
�$&�	�	� ��� �	�����#	��, ��� 
��#����� 
�& ��� ����& ��� 
#��
��� 1. 

30. �� �	
��#���	 ��
� ����& � ������ 	�����	� �
 #��
�
 0 �
� 1 #	 
�
�� �
 
2 ���� 3. )�
� ������ �
� #��!�
� 
���� �
�+!�	� �
��
#���� #��
 #	 3% �
� 
�	�����#	
� �
� ��
� �	"�	��� ������ #	 4% �
� �	�����#	
�. 5
 ����� �#��"� �� 
���
�&���	� (
) � ������ ������ �
 �!+	� �� #��
 0 �
� (+) � �	"�	��� ������ �
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�!+	� �� #��
 1. ( ) �� � ������ ������ �!+	� �� #��
 0 �
� � �	"�	��� ������ �� 
#��
 1, ���&� 
�& ���� ����	� ����	� �
 	���#�	���"�	; (�) �� � ������ ������ 
�!+	� �� #��
 1 �
� � �	"�	��� ������ �� #��
 0, ���&� 
�& ���� ����	� ����	� �
 
	���#�	���"�	; 

 31. )#�
 &�� ��
 �&��� �"�
�
� �
 �
��#�	� #	 0 � 1 � 2 �&��
 �	 ���
�&���	� 
1/4, 1/2 �
� 1/4, 
���#����
. �� �	
��#���	 �
 #"���
 �
� ����
� ��� ������ �
� 
��� �	"�	���  	��!� ���	��&�	�
 
�& �� 
����& �&���, ��� ��� 	������
. �� �A  
	��
� �� 	��	�&�	�� &�
� � 
����&� �
� ����
� ��� ������  	��!� 	��
� �, 2,1,0��  
�
� rB  	��
� �� 	��	�&�	�� &�
� � 
����&� �
� ����
� ��� �	"�	���  	��!� 	��
� r, 

6...,,1,0�r , �
 ����� �#��"� �� ���
�&���	� )( 0BP , )( 1BP  �
� )|( 12 BAP . 

 32. )#�
 &�� �� ��#�#�& �
� 
�&�
� ��
� ���#����� �	������ ��� �!#���� 
�& 
��
 #�+
�� 
#���	�
 	��
� 0,01. )�
 !���� ���+!��	�
� #	 �"� 
�	0!����
 �	�
0" 
���� ��#� �
���
 
�& �
 ����
 �!�	� ���� ��! �
#� �	 ���
�&���
 0,95. 5
 
����� �#��"� �� �	#�	����	� ���
�&���	� �
 �!#�	� �� !���� (
) �	������� &�� ��
 
����!��#�� ��#� 	��
� �	���& �
� (+) �	������� &�� �
� �
 �"� ��#� 	��
� �	���!. 

33. 9"� #���	���� � �
� $ ������� 
�& ��
 +��� �
�! #�&���. )#�
 &�� � 
���
�&���
 	������"� +���� 
�& ��� � 	��
� 0,8 	�� 
�& ��� $ 	��
� 0,6. �� ��
 
�& 
��� �"� #$
��	� �����#	� �� #�&��, �
 ����� �#�	� � ���
�&���
 �
 
���	� #��� �. 

 34. (�� ���
�� �	��
�
 ��� ��*�� 	�&� ����#�
��� �"� $���� 
� �	
��#���	 �
 
	��	�&�	�
 &�
� 	�$
��#�	� �: � ���	�0� �	$
�� ��
 ����!��#�� $��!, �: #��� 
����� ��*� � ���	�0�  �!��
�
 �
� ,: #	 �!�	 ��*� ��
$��	���� ���	�0�. 
8���� �'���
� ��� #�	����� ���
�&���	�, �	�0	�	 &�� 

)()|( BPABP � , )()|( ,PA,P  , )()|( ,P�,P � . 

 35. )#�
 &�� �
 	��	�&�	�
 21  , A�  �
� 3A  	��
� 
�	0!����
. 9	�0	�	 &�� �
 
	��	�&�	�
 (
) 1A  �
� 32 AA � , (+) 2A  �
� 31 AA �  �
� ( ) 3A  �
� 21 AA �  	��
� 

�	0!����
. 

 36. �� 2/1)( �AP , 3/1)( �BP  �
� 3/2)( �� BAP  �
 	0	�
#�	� �
�! �&#�� �
 
	��	�&�	�
 � �
� � 	��
� 
�	0!����
. ����
� 
� 2/1)( �AP  5/1)( �BP  �
� 

5/3)( ���BAP . 

 37. )#�
 &�� ��
 �&��#�
 ����	�
� ��
�����! � $����. �� �	
��#���	 �� 
	��	�&�	�� � 	�$!��#�� �
� �
� �"� &*	
� ��� ����#�
��� �
� �� 	��	�&�	�� � 
	�$!��#�� ��
 �� ���" $��! ��� &*�� �	$
��. 5
 	0	�
#�	� �
�! �&#�� �
 
	��	�&�	�
 � �
� � 	��
� 
�	0!����
. 

38. )#�
 &�� 
�& ��
 ����
���
 ��� �	����	� 6 #$
�����
 },...,,{ 621 ���  	0! �-
��
� ��
�����! �� ��
 �	�! �� !��� �
��� 	�
�!�	#� &�
 �
 #$
�����
. ���#��, �#�
 

1A  �� 	��	�&�	�� 	0
 
 �� ��� #$
������� 1�  ���� 
�& ��� 	0
 
 � ��� #$
������� 

2� , 2A  �� 	��	�&�	�� 	0
 
 �� ��� #$
������� 3�  ���� 
�& ��� 	0
 
 � ��� 
#$
������� 4�  �
� 3A  �� 	��	�&�	�� 	0
 
 �� ��� #$
������� 5�  ���� 
�& ��� 
	0
 
 � ��� #$
������� 6� . 5
 	0	�
#�	� �
�! �&#�� �
 	��	�&�	�
 1� , 2A  �
� 3A  
	��
� 
�	0!����
. 
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 39. �� �	
��#���	 ��
� 
����& �����#�& #��� ����� ��  ��&����� ��, �� �
� �� 
	�$
��'���
� #	 ��#�#�! p, 2q �
� r 
���#����
 �	 12 ��� rqp  
�	0!����
 $"���. 
)#�
 &�� �
���
� 
�& ����  ��	�� (�
���
� �
� �����
) ��������	�, #"�$
�
 �	 �� 
	��� �����	���������  ��
 Mendel, #	 �!�	 �
��� ��� ��
 
�& �
  �����
 � �
� �. 5
 
����� �#�	� � �	#�	����� ���
�&���
 � �
���
� �
 	��
� ��� �"��� �� �	������� 
&�� �� �
��� 	��
� ��� �"��� ��. 

 40. �� �	
��#���	 ��
� �����#�& #��� ����� � �& �� ��� 
�����" �
� 
����� 
���� ��� 
����& �
�  ��
���� 	��
� � . 8��������	 &�� � ���
�&���
 ��
� !���
� �
 
�
���#�!'	� 
��
�
��*�
 	��
� q, 	�� � ���
�&���
 ��
  ��
��
 �
 �
���#�!'	� 

��
�
��*�
 	��
� 2q (+�. �
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1. �
��
� ��������� ��
 �
������� ��������� 
 
 �	 
��
�	���� �����	 (��������
� ��
������	) ���� 
��
�	����� ����� 
����	������ (���	���) ������	��� (�  	����!���) 
��	��	� �	 ���	� 	��"���, ��#� 

�	 �	��
��
�	 ���� ������#�� ��� �� ��$��� �������� �	�	���������� ��� 
����	������ ������	���, � ���%�&��!� �� ������ �� 
����	�	 ��� 	& 	%����, 
��#� 
�	 �	��
��
�	 ���� ������#�� ��� ����
�� ��� �������� �	�	���������� ��� 
����	������ ������	���. �� ����������� 	��!� 	������#��$���	� ���	�	 �� ��� 
	����������� �� ��"� 
��
�	���� ������ ���� ��	
�	����� 	��"���. ����&!��, �� 
!�	 ����	����� (���	��) ����	�	 (�  	�������) �� ��
�	 !��� �	� 	�� ��	����� 
���'� �����$��	� ���� ��	
�	�������� � �� 	��"������� ��
�"�� �	 ����	 
	����������� �� 
��
�	���� �����	. (������ "!����� ��� 	��&��"� ������. 

������� 1.1. ���� � � ��	
���	
�� ����� ���� �������	
�� (�������) ��	�������. 
�	� ���
���	
� ��������� � ��� �������	 ��� ��	
���	
� ���� � 
������	 ������ 
��������� (�.�.).   ��������� ���� ���	���	��� �� 
�!� ��	
���	
� ������ ���  "��� 
���
���	
� ��	!�� )(�Xx � . 

 (���������� ��� �� ���	��� ���	%&��!� ���%�&�$���	� �� �	 �� 	&	�	 
����	�	 
�#��� 
������ WZYX ,,,  � �� 
������ 
XXX ...,,, 21  �	� �� ���!� ���� �� �	 
	��������	 ����� 
����	�	 wzyx ,,,  � 
xxx ...,,, 21 . 

 �� ����&� RRX �  �#� ����� ��� ���	�	� ���	%&���� � 	����&�� �� �!� 
��
�	-
���� ���� ��� ����	������ (���	���) ������	��� (�  	����!���). �� 
������	 

],( x��  ���	� %	���� ��
������� ��� �!� 	���� 
��
�	���� ����. �����
����� �&&� 
��
������� XRB �  
��	�	� �	 �� �	�"�� ���	������ ��� 
�	����	��� 	����. 
���	� ����!�#� ������� � ���	
#
� ��� 	��&��"�� ����������. 

������� 1.2.   ��������� 

}))(:({)()( x�X��PxXPxF ����� , ����� x  


������	 ��������� 
�������� (�.
.) � �!��	��	
� ��������� 
�������� (�.�.
.) ��� 
�.�. �. 

 (��� ����������� ��� ������� ���
���� ��
����� � ��������� �	�	����� ��� �.�. 
� ���%�&�$��	� �� XF  �	� � ���� ��� ��� x �� )(xFX . 
(���������� ��� � ��������� �	�	�����, #� ��"	�����	, &	�%���� ���!� ��� 


������	 ]1,0[ : 
1)(0 �� xF , ����� x . 
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������ ���	� 	�)���	 ���������, 

)()( 21 xFxF � , ������ 21 xx , 

� ’ ���� })(:{})(:{ 21 x�X��x�X�� �����  �	� 

0)(lim)( ����
��	

xFF
x

, 1)(lim)( ��
�

�	

xFF
x

, 

� ’ ���� ����
��	

})(:{lim x�X��
x

, �x�X��
x

���

�	

})(:{lim . 

 * ��"	�����	 ��#� ��	 ���	�	 ���	%&��� %������	� �� ��
������!�� 
������	 
�#� ��	
�	����� 	��"��� 
��	�	� �	 �� �	�"�� ���	������ ��� ���������� 
�	�	����� ���. (������ 	��
��������� �� 	��&��"� "�����	. 

������� 1.1. ���� F � ��������� 
�������� �	�� ������� ���������� �. #��� 

)()()( �F�F�X�P ����                                       (1.2) 


	� 
�!� ���
���	
��� ��	!���� � 
�	 � �� �� � . 

��������. �� ��
������� }:{ �X��� ���  
��	�	� �	 �� �	�"�� #� 
�	 ��� 
�� 
��
����!�#� #� �)��: 

})(:{})(:{}:{ ��X����X���X��� ���������  

�� })(:{})(:{ ��X����X�� ����� , � ’ ���� �� � . ����!�#�, �������-
������	� ��� (6.5) ��� �� . 1, ����
����, ��� #�	 �� �� (2.1), �� ��!�� (2.2). 

	�� ���!�� 1.1. �� "�#������� 
�� 
�	
����!� ��'��� ���� ����"��� ������	���. 
+�	� �	��&&�&�� 
��
�	����� ����� 
�	 �� ��&!�� ��� ���	��� 	���� ������	��� 
���	� �� ����&� 

)},(),,(),,(),,{( 







� � , 

���� ���������	� �� 
 � �'� �� 	&� �	� �� 
 � �'� 
����	�	. * ��������� 

�



�
�

�

�

�

�

�

),(,2
)},(),,{(,1

),(,0
)(



�





�



�

�X  

� ����	 ���$��	� ��� 
��
�	���� ���� � �	� �	����� ���!� ��� ����&� 

}2,1,0{�XR  

���	� ���	�	 ���	%&��� �	� �� ��$�� ��� 	��"�� �� 	����#� ��� �'�� 
����	�	. 
 * ��������� �	�	����� F ��� �.�. � ���&�
�$��	� #� �)��: ,	�	������� ��� 

�
�



�
�
�

�

���

��

��

�����

���

x�

x

x

x

x�X��

2,
21},1,0{
10,}0{
0,

})(:{  

�	� ��� #�	 �� ��� ������ 1.2, 

�
�



�
�
�

�

���

��

��

����

���

.2,1
21,2/1
10,4/1
0,0

)()(

x

x

x

x

xXPxF  
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* 
�	 ��� �	����	�� ��� )(xF  
�
��	� ��� (���	 1.1. ,	�	������� ��� 	��� 
���	� ��	&#�� ��������� �� �&�	�	 ��	 �����	 2,1,0�x  ��
!"��� 1/4, 1/2, 1/4 
	��������	. 

         0         1        2        3        4          x

f(x)

   1

3/4

1/2

1/4

 
�"#�� 1.1. * ��������� �	�	����� )(xF . 

 
	�� ���!�� 1.2. �� "�#������� �� ���	�� ����	�	 ��� ��'�� ���� ����"��� ��%��. 
�	�	
�� ���	� ��� !�
��)� ��� ����# !
�	� ��� ��%�� � 
��
�	����� ����� ��� 
���	��� 	���� ������	��� ���	� �� ����&� 

}6,5,4,3,2,1{�� . 

+��# � �� 	���!&���	 ��� ��'�� (� !�
��)� ��� ����# !
�	�) ��� ��%��. 
* �	������� 	��� ��������� 

��X �)( , ���  

���	� ��	 ���	�	 ���	%&���. * ��������� �	�	����� F ��� � ���&�
�$��	� #� �)��: 
,	�	������� ��� 

�
�
�
�




�
�
�
�

�

�

���

��

��

��

��

��

�����

���

x�

x

x

x

x

x

x

x�X��

6,
65},5,4,3,2,1(
54},4,3,2,1{
43},3,2,1{
32},2,1{
21},1{
1,

})(:{  

�	� ��� #�	 �� ��� ������ 1.2, 

�
�
�
�




�
�
�
�

�

�

���

��

��

��

��

��

����

���

x

x

x

x

x

x

x

xXPxF

6,1
65,6/5
54,6/4
43,6/3
32,6/2
21,6/1
1,0

)()( . 
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* 
�	 ��� �	����	�� ��� )(xF  
�
��	� ��� (���	 1.2. ,	�	������� ��� 	��� ���	� 
��	&#�� ��������� �� �&�	�	 ��	 �����	 6,5,4,3,2,1�x  ��
!"��� 1/6 �� �	"’ 
!�	. 

    0         1        2        3        4        5        6            x

f(x)

1

5/6

4/6

3/6

2/6

1/6

 
�"#�� 1.2. * ��������� �	�	����� )(xF  

	�� ���!�� 1.3. �� "�#������� ��	 ���	�	 ���	%&��� � �� ���!� x ��� 
������	 
]1,0[  �	� 	� ���"!����� ��� � ����&��� ��"	�����	 1)10( ��� XP  �	�	�!���	� 

�������� 	 ��� 
������	 ]1,0[  (�	�� �� 	��&�
� ��� �������� �� �	�	����� ��� 
��$	� ��	� ��%
�� �� ���	 �	 �����	 0 �	� 1). (�� #�	 �� ��� ���"��� 	��� � 
��"	�����	 � � �	 %������	� ��� 
������	 ],( 21 xx  �� 10 21 ��� xx  ���	� 	��&�
� 
��� ������ ���: )()( 1221 xxcxXxP ���� , ���� � c ���	� � ��	"��� 	�	&�
�	�. 
����&!�� !����� 0)0( ����� XP , 0)1( ���� XP . 
* ��	"��� c ���&�
�$��	� 	� "!����� 01 �x  �	� 12 �x , ����� 

cXP ��� )10(  

�	� ����
� 1)10( ��� XP  ���	� 1�c . * ��������� �	�	����� F ��� � ���	� ���� � 

�



�
�

�

���

��

����

���

.1,1
10,
0,0

)()(
x

xx

x

xXPxF  

* 
�	 ��� �	����	�� ��� )(xF  
�
��	� ��� (���	 1.3. ,	�	������� ��� 	��� ���	� 
��	 ������� ���������. 

 

         0                          1                          x 

f(x) 

 1 

 
�"#�� 1.3. * ��������� �	�	����� )(xF  
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2. $
���
��� ��
 �
����
� �
��
�� ���������� 
 
 * ��&!�� ��&&�� ���	������ ������� ��� ���
!���	� �� ��� ���	��� ���	%&��!� 

�����&����	� �� �� 
�	�#����� �#� 
�� %	����� �	��
�����: �#� 
�	������ �	� 
�#� ������� ���	�#� ���	%&����. (������ "!����� ���� 	��&��"��� ��������. 

������� 2.1. ��� ������ ��������� � 
������	 �	�
�	�� (� ����	!����) �� ������	, �� 
�	!������� 1, ��	!���	�� (��������"�� � ��	!������� ���	��) ������ �	��� 

...},...,,,{ 10 �X xxxR � .   ��������� f � ����� �� 
�!� ������ 
x , ...,1,0�
 , �
����� 
��� �	!������� ��� 

}))(:({)()( 


 x�X��PxXPxf ����� , ...,1,0�
 ,               (2.1) 


������	 ��������� ��
������� �	!�������� � ����� ��������� �	!�������� ��� 
������� ���������� �.  

(��� ����������� ��� ������� ���
���� ��
����� � ��������� ��������	� ��� 
�.�. � ���%�&�$��	� �� Xf  �	� � ���� ��� ��� 
x  �� )( 
X xf . (���������� ���, 
�������������	� ��� �	����	�� �� 



� }{}{}{ 10 �X xxxR , � ���"��� 

1)( �� XRXP , ��� � �.�. � �	����� �� ��"	�����	 1 ���!� ��� ����&� XR , 
��	�	� 
�	 
�	 �� ��� ��� � 

1)(
0

���
�

�


xXP . 

������ � ��������� ��"	�����	�, ��#� ��������� ����	 	�� ��� ������ ���, ���	� 
�� 	������� 

0)( �
xf , ...,1,0�
  �	� 0)( �xf , XRx�                         (2.2) 

�	� 

�
�

�

�
0

1)(




xf .                                                  (2.3) 

(��� ������#�� ��� �� ����&� �#� ����� ��� ���	�	� ���	%&���� � ���	� 
�����	��!��, }...,,,{ 10 �xxxRX � , � ����� (2.3) 
����	� !�	 �����	��!�� �"�����	 

�
�

�
�





xf
0

1)( . 

 * ��������� ��"	�����	� )()( 

 xXPxf �� , ...,1,0�
  ��	� 
�	������ ���	�	� 
���	%&���� ���
!��	� �� �� ��������� �	�	����� 	���� )()( xXPxF �� , 

����� x . (�
������!�	, ��� ������ ������#�� ��� ���� 210 xxx , ������� �� 
��!���� 

�
�

�
r





xfxF
0

)()( , 1
�� rr xxx , ...,1,0�r ,                          (2.4) 

�� 0)( �xF  
�	 0xx ����  �	� 

)()()( 1��� 


 xFxFxf , ...,2,1�
                               (2.5) 

�� )()( 00 xFxf � . -��������	 ������ � ��!�� 
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�
�

�
xx







xfxF )()( , ����� x ,                                    (2.6) 

���� � �"����� ��������	� �� �&	 �	 
x  �	 ����	 ���	� ��������	 � ��	 ��� x. 

������� 2.2. ��� ������ ��������� � 
������	 ������� �� ������	 �� �����	
� 
���������, 

0)( �xf , ����� x ,                                         (2.7) 

�� 

�
�

��

� 1)( dxxf ,                                                 (2.8) 

�"��	� ���� 
	� 
�!� ���
���	
��� ��	!���� � 
�	 � �� �� �  �� 	����	 

����
�

�

dxxf�X�P )()( .                                       (2.9) 

  )(xf  
������	 ��������� ��
������� �	!�������� � ����� ��������� ��
������� 
��� ������� ���������� �. 

 .���� ���!���	 �#� ������� ��� ���������� �	�	����� )(xF  �	� ��� 
���������� ��������	� )(xf  ��	� �������� ���	�	� ���	%&���� � ���	� � ��!�� 

�
��

�
x

dttfxF )()( , ����� x .                                 (2.10) 

�� � ��������� )(xf  ���	� ������� ��� ������ x ���� �	�	
#
�$���	� �� ��!�� 
	��� �	������� ��� 

)(
)(

xf
dx

xdF
� .                                               (2.11) 

 (���������� ��� �� ��!���� (2.10) �	� (2.11) ���	� �� 	���������� �#� (2.2) �	� 
(2.4) 
�	 �������� ���	��� ���	%&��!�. * ��������� ��������	� )(xf , �� 	���"��� 
�� �� ��������� ��"	�����	�, 
�� �	�������� ��� ��"	�����	 ������� ��
����!���. 
* ��"	�����	 0)( 0 �� xXP  �	� ����!�#� � )( 0xf  
�� �	�������� %!%	�	 	��� ��� 
��"	�����	. /���� ��	� � ��������� 	��� �&��&������	� ���	)� 
�� �����#�, 
��#� ���� (2.9), 
�
�� �����	 ��"	�����	. �	�� ����!

��� 
�	 ����� 0�h  !����� 

hxfhxXxP )()( �
�� . 

	�� ���!�� 2.1. �� ��	�!&"���� ��� ���	�� ����	�	, ��� �	�	
��
�	��� 1.1, �#� 

�� 
�	
������ ��'�#� ���� ����"��� ��%��. � 	��"��� � �#� �� 	����#� ��� 
�'�� 
����	�	 ���	� ��	 
�	����� ���	�	 ���	%&��� � ’ ���� �� ����&� �#� ����� 
��� }2,1,0{�XR  ���	� 
�	����� (	�	��"����). * ��������� ��"	�����	� ��� �.�. � 
���&�
�$��	� #� �)��: 

4
1

)],[()0()0( ���� 

PXPf , 

2
1

)],(),,[()1()1( ���� 



PXPf , 
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4
1

)],[()2()2( ���� 

PXPf . 

(���������� ��� 

�
�

�

�
2

0

1
4
1

2
1

4
1

)(
x

xf , 

��#� 	�	�����	� 	�� ��� ������ ��	� 
�	������ ���	�	� ���	%&����. 

	�� ���!�� 2.2. �� "�#������� ��	 ���	�	 ���	%&��� � �� ���!� x ��� 
������	 
]1,0[  �	� 	� ���"!����� ��� � ����&��� ��"	�����	 �	�	�!���	� �������� 	 ��� 


������	 	��� (%&. ,	��
��
�	 1.3). 0	 ����
�����"�� � ��������� ��������	� ��� 
�. 
 * ��������� �	�	����� ��� � !��� ���&�
��"�� ��� ,	��
��
�	 1.3 �	� ���	� � 

�



�
�

�

���

��

����

�

.1,1
10,
0,0

)(
x

xx

x

xF  

,	�	
#
�$���	� 	��� ����
����, ��� #�	 �� �� (2.10), �� ��������� ��������	� 
��� �.�. � 



�
�

��

��
�

.1�0,0
10,1

)(
xx

x
xf  
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3. �������� �
�������� �
��
�� ���������� 
 

 (��� ��"	��"�#������ ��&!�� ���� ����	������ (���	���) ������	��� (� 
 	����!���), ��#� ������ �	� ��� ��	������� ������	��	��&�
�	, 	�	 ���	� ����� 
� 	��
�� ����
�������� ��� �	�	����� ��	� ���	�	� ���	%&���� )(XgY � , � ����	 
���	� ��������� ��	� �&&�� ���	�	� ���	%&���� � �� 
�#��� �	�	����. (���"#� �� 
��
�	 !��� 	 ��� ��� ������#�� ��� ���� � ���	�	 ���	%&��� � ��� �	� � ���	�	 
���	%&��� $ ���	� ��������. (��� ������#�� 	��� � ����
�������� ��� �	�	����� 
��� $ �����
�����	� ����&����	 �� ��� ������, 	�����, ��� ���������� �	�	�����. 
* ��������� ��������	� ��� $ ����
����$��	� �� �	�	
�
��� ��� ���������� 
�	�	�����. * !� �	�� ��� ���������� �	�	����� ��� ���	�	� ���	%&���� 

)(XgY � , 

])([)()( yXgPyYPyFY ���� , 

���	������ ��� ���������� �	�	����� ��� ���	�	� ���	%&���� � 	�	���� ��� 
����
������� ��� ����&�� })(:{ yxgx � . ����� �����
�����	� ����&	 	� � 
���	����	������ )(xgy �  ���	� !�	 ���� !�	 	�� �� ����&� XR  �#� ����� ��� � 
��� ��� ����&�� YR  �#� ����� ��� $ �	� ���������. ���� ������� � 	������� �� 
���	����	������ )(1 ygx ��  �	� ���	� ���������. (��� ������#�� 	��� � ��!�� 

yxg �)(  ���	� ���
��	�� �� �� ��!�� )(1 ygx �� , 	� � )(xgy �  ���	� 	�)���	 �	� 
�� �� ��!�� )(1 ygx �� , 	� � )(xgy �  ���	�  "�����	 �	� ����!�#� 

))(()]([)( 11 ygFygXPyF XY
�� ��� , 

	� � )(xgy �  ���	� 	�)���	 �	� 

))((1)]([1)]([)( 111 ygFygXPygXPyF XY
��� ������� , 

	� � )(xgy �  ���	�  "�����	. �� � 	������� � ��������� )(1 ygx ��  
�	�	
#
�$��	� �	� � �	��
#
�� dyydg /)(1�  ���	� ������� 
�	 ��"� y ��� YR , ���� 
�	�	
#
�$���	� ��� 	�#�!�# !� �	�� ��� ���������� �	�	����� )( yFY , ��� #�	 
�� ��� �	���	 �	�	
�
���� ���"���� ���������� , ����
���� �� ��!�� 

dy
ydg

ygfyf XY

)(
))(()(

1
1

�
�� , 

	� � )(xgy �  ���	� 	�)���	 �	� �� ��!�� 

dy
ydg

ygfyf XY

)(
))(()(

1
1

�
��� , 

	� � )(xgy �  ���	�  "�����	. ����!�#� 

dy
ydg

ygfyf XY

)(
))(()(

1
1

�
�� . 

 �	 	����&!��	�	 	��� ����'�$���	� ��� 	��&��"� "�����	 
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������� 3.1. ‘%��� ��	 � � ����	 �	� ������� ������ ��������� �� ��������� 
��
������� )(xf X , XRx � . &� � ����������	���� )( XgY �  ����	 "�� ���� "�� ��� 

�� ������ XR  ��� ��� ������� )( XY RgR �  
�	 ������	 � ����
�
�� dyydg /)(1�  

�	 ����	 ������� 
	� 
�!� y ��� YR , ���� � ������ ��������� )( XgY �  ����	 ������� 
�� ��������� ��
������� 

dy
ydg

ygfyf XY

)(
))(()(

1
1

�
�� , YRy � .                              (3.1) 

 (�� ������ ������#�� ��� ��xxgy 
�� )( , ���� � �	� � ��	
�	���!� ��	"��!� 
�� 0�� , � 	������� �� ���	����	������ ���	� � ��yygx /)()(1 ��� �  �	� 

�dyydg /1/)(1 �� . +��� ����
���� 	�� �� 	��&��"� ������	. 

	������ 3.1. ���� ��	 � � ����	 �	� ������� ������ ��������� �� ��������� 
��
������� )(xf X , XRx � . #��� � ���Y 
� , 0�� , ����	 �	� ������� ������ 
��������� �� ��������� ��
������� 
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# �
� , YRy � .                                 (3.2) 

	�� ���!�� 3.1. �� "�#������� ��	 ������ ���	�	 ���	%&��� � �� ��������� 
��������	� 
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���� ����� �  �	� ��� �0  ���	� �	�������� ��� �	�	�����. (���������� ��� 
	��� ���	� � ��������� ��������	� ��� �	������� �	�	�����. 0	 ����
�����"�� � 
��������� ��������	� ��� ���	�	� ���	%&���� ��XY 
� . 
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����Y 
�  �	� �|��Y |� . 
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��� 
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��������	� ��� ���	�	� ���	%&���� 
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�	����� �� ��� � 

2/2

2

1
)( y

Y e
�

yf �� , ����� y , 

� ����	 ���	� � 
�#��� #� ���������!�� �	������ ��������	. 

 * ������#�� ��� � ���	����	������ )(xgy �  
�� ���	� !�	 ���� !�	 	�� �� 
����&� XR  �#� ����� ��� � ��� ��� ����&�� YR  �#� ����� ��� $ 
��	�	� �	 
	������#���"�� �� ��� ����
������� ��� ����&�� })(:{ yxgx �  �	� ��� ������, 
	�����, ��� ���������� �	�	����� ��� ���	�	� ���	%&���� $. 3�� �!����� 
������#���� �)���$���	� ��	 ������	 �	�	
��
�	�	. 

	�� ���!�� 3.2. �� "�#������� ��	 ������ ���	�	 ���	%&��� � �� ��������� 
��������	� )(xf X , XRx �  �	� ��������� �	�	����� )(xFX , Rx � . (	) 0	 
����
�����"�� � ��������� ��������	� )(yfY , YRy �  ��� ���	�	� ���	%&���� 

2XY � . (%) (�� ������ ������#�� ��� � ���	�	 ���	%&��� � !��� ��� ���������!�� 
��������� ��������	� 

2/2

2

1
)( x

X e
�

xf �� , ����� x , 

�	 ����
�����"�� � ��������� ��������	� )( yfY , YRy �  ��� 2XY � . 
 (	) * ���	�	 ���	%&��� $ 
�� ������ �	 ����� 	������!� ���!� �	� !��� 0)( �yFY  

�	 0���� y , ��� 

)()()()()()( 2 yFyFyXyPyXPyYPyF YYY �����������  


�	 ��� y0 . ,	�	
#
�$���	� �� ��������� 	���, ��� #�	 �� ��� �	���	 
�	�	
�
���� ���"���� ����������, ����
���� �� ��������� ��������	� 

)}()({
2

1
)( yfyf

y
yf XXY �
� , ��� y0 . 

 (%) ,	�	������� ��� � )(xf X  ���	� ����	 ���������, )()( xfxf XX �� , �	� !��� � 
	�#�!�# !� �	�� ��� )( yfY  ���	������ ��� )(xf X  
����	� 

)(
1

)( yf
y

yf XY � , ��� y0 . 

����!�#� 

2/

2

1
)( y

Y e
�y

yf �� , ��� y0 . 

	�� ���!�� 3.3. +��# � ��	 ������� ���	�	 ���	%&��� � �� ��������� 
��������	� )(xf X , XRx �  �	� ��������� �	�	����� )(xFX , Rx � . (	) 0	 
����
�����"�� � ��������� ��������	� )(yfY , YRy �  ��� ���	�	� ���	%&���� 

|| XY � . (%) ��  

2/2
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X e
�

xf �� , ����� x , 
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�	 ����
�����"�� � ��������� ��������	� )( yfY , YRy �  ��� || XY � . 
 (	) * ���	�	 ���	%&��� $ 
�� ������ �	 ����� 	������!� ���!� �	� !��� 0)( �yFY  

�	 0���� y , ���  

)()()()|(|)()( yFyFyXyPyXPyYPyF YYY ����������� , 


�	 ��� y0 . ,	�	
#
�$���	� �� ��������� 	���, ��� #�	 �� ��� �	���	 
�	�	
�
���� ���"���� ����������, ����
���� �� ��������� ��������	� 

)()()( yfyfyf XXY �
� , ��� y0 . 

 (%) ,	�	������� ��� � )(xf X  ���	� ����	 ���������, )()( xfxf XX �� , �	� !��� � 
	�#�!�# !� �	�� ��� )( yfY  ���	������ ��� )(xf X  
����	� 

)(2)( yfyf XY � , ��� y0 . 
����!�#� 

2/2
)( y

Y e
�

yf �� , ��� y0 . 

 
4. ���� �
�� ��
 $
��	��� �
��
�� ���������� 
 
 * �	�	���� ��"	�����	� ��	� ���	�	� ���	%&����, ��#� !����� �
� �	�	��-
�����, 
��	�	� �	 �� �	�"�� ���� 	�� �� ��������� �	�	����� ���� 	�� �� 
��������� ��"	�����	� � ��������	� 	����. /�	 ����&������ ����
�	 � ��� 
��"	��"�#������� ������� ���� ��	� ���	�	� ���	%&���� �	�!���	� 	�� �� 
"������ �	� ��&!�� ������� %	����� �	�	�!��#� ��� �	�	����� ���. * �!�� ���� 
��� 	����&�� �!��� "!��� � ��������� ����� �	� � 
�	����� ��� 	����&�� �!��� 
��
�����#�������	� � ���	%&������	� ���	� �� ��� %	���!� �	�������� ��� 
�	�	����� ��	� ���	�	� ���	%&����. (�� �
� �� 	��� ����
���	� 
�	
����� �	� 
��&�����	� � �!�� ���� �	� � 
�	����� ��	� ���	�	� ���	%&����. 
 * �!�� ���� ��	� ���	�	� ���	%&���� 	����&�� 
�������� ��� 	��"������� �!��� 
��	� 	��&��"�	� �����. (�
������!�	 !����� ��� 	��&��"� ������. 

������� 4.1. (	) ���� ��	 � � ����	 �	� �	�
�	�� ������ ��������� �� ��������� 
�	!�������� )()( 

 xXPxf �� , ...,1,0�
 . #��� � �"�� �	�� �����, ������	������ 

�� )(�%  � $�  � ����� � �� ��� ������	 
������� ��
�����, �������	 ��� �� ��"�� 

�
�

�

��
0

)()(





 xfxXE� .                                         (4.1) 

 (%) ���� ��	 � � ����	 �	� ������� ������ ��������� �� ��������� ��
������� 
)(xf , ����� x . #��� � �"�� �	�� ����� �������	 ��� �� ��"�� 

�
�

��

�� dxxxfXE� )()( .                                         (4.2) 

 �)�$�� �	 �����#"�� � 	�	&�
�	 ���	)� ��� �!��� ����� ��	� ���	�	� ���	%&���� 
�	� ��� �!����� %����� ��$	� ��� ���	����. �� ��	 ����
	 ��$	� �	�	�!���	� ��	 
�����	 ...,, 10 xx  ��	� ��"��	� �	� )( 
xf  ���	� � ��$	 ��� ������ 
x , ...,1,0�
 , ���� 
� (4.1) �	�������� �� �!���� %����� (���� ��� 	���). �	�� ��� �
�� ����� 	� � 
����
	 ��$	� !��� ������ �	�	���� �� ��	 ��"��	 �	� 	� � )(xf  �	�������� ��� 
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��������	 ��$	� ��� x, ���� � (4.2) ���$�� �	� ��&�� �� �!���� %�����. /� ��� 
!����	 	��� � �!�� ���� "�#����	� #� �� �!���� ��� �	�	����� ��"	�����	�. 

	�� ���!�� 4.1. +��# � � 	��"��� ��� ����# !
�	� ��� ���	�� ����	�	 ��� ��'�� 
���� ����"��� ��%�� (%&. ,	��
��
�	 1.2). 0	 ���&�
��"�� � �!�� ���� )(XE . 
 * ��������� ��"	�����	� ��� �.�. � 
�
��	� 	�� ��� 

6
1

)()( ��� xXPxf , 6...,,2,1�x . 

����!�#�, ��� #�	 �� ��� ������ 4.1 (	), 

�
�

��
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x

xXE� . 

(���������� ���, ��#�  	����	� �	� 	�� �� 	�&� 	��� �	��
��
�	, � �!�� ���� ��	� 

�	������ ���	�	� ���	%&���� 
�� ���	� �	�’ 	��
�� ��	 	�� ��� 
��	�!� ���!� ���. 

	�� ���!�� 4.2. �� "�#������� ��	 ������ ���	�	 ���	%&��� � � ����	 
�	�	�!���	� �������� 	 ��� 
������	 ],[ !!� . 0	 ���&�
��"�� � �!�� ���� )(XE . 
 * ��������� ��������	� ��� �.�. � 
�
��	� 	�� ��� 

!
xf

2
1

)( � , !x! ��� . 

����!�#�, ��� #�	 �� ��� ������ 4.1 (%), 

0
42

1
)()(
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�� �
� �

!

!

!

!
!

x
xdx

!
dxxxfXE� . 

(���������� ��� � �!�� ���� ��� � ���	� 0)( ��% , 	��)������ ��� �	�	�!���� !. 
(��� �	�	���� 	��� � �	�������� ! �	"���$�� �� ��
�����#�������	 �#� ����� ��� 
� ���� �� �!�� ����. 4�� ��� ����� ���	� �� ! ���� ��� ��
�&� ���	� � 
��
�����#�������	. 

 �� "�#������� ��	 ���	�	 ���	%&��� �, 
�	����� �� ��������� ��"	�����	� 
)()( 

X xXPxf �� , ...,1,0�
  � ������ �� ��������� ��������	� )(xf X , 

����� x . (���������� ��� ��	 ��������� 	���� )(XgY �  ���	� ������ ���	�	 
���	%&��� �	� � ��������� ��"	�����	� )()( rrY yYPyf �� , ...,1,0�r  � �������-
�	� )(yfY , ����� y  	���� ����
����$�	� �!�# ��� ���������� ��"	�����	� 

)( 
X xf , ...,1,0�
  � ��������	� )(xf X  ��� ���	�	� ���	%&���� �. ���	� ����!�#� 
��
�	 !��� �	� !��� !����	 � ���&�
����� ��� �!��� ����� ��� )(XgY � . � 
���&�
����� 	���� 
��	�	� �	 
����, ��� #�	 �� ��� ������ 4.1, 	 �� ����	 
���&�
��"�� � ��������� ��"	�����	� � ��������	� ��� $. ����� 
�� ���	� 	�	
�	�� 
�	 
����	� �� ��"� ������ ������#��. (������ ������ � 	��&��"� !� �	�� 

�
�
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��
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)()()]([)(




X
 xfxgXgEYE ,                               (4.3) 

	� � � ���	� 
�	����� �	� � !� �	�� 

�
�

��

�� dxxfxgXgEYE X )()()]([)( ,                               (4.4) 

	� � � ���	� �������. 
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 * 
�	����� ��	� ���	�	� ���	%&���� 	����&�� !�	 �!��� ��� ��
�����#�������	� 
� ���	%&������	� ��� �	�	����� ���. * ��	�)� �	�	����� �� ������ !���� ��� �
�	 
�!�� ���� �	� �#� ����#� �� ���!� ���	� ����������� � &�
����� 
�	��	��!��� (%&. 
,	��
��
�	 4.2) �	"���� 	�	
�	�	 ��� ���	
#
� ���� �!����� �!����. * 
�	�����, � 
����	 
��	�	� �	 �����������"�� 
�	 �� 
������� �#� �	�	����� 	����, ���	� � 
�!�� ���� ��� ����	
���� ��� 	���&���� 2)()( �XXg �� , ��� ���	�	� ���	%&���� 
� 	�� �� �!�� ��� ���� )(XE� �  �	� ���&�
�$��	� �� �� ������������� �#� (4.3) 
�	� (4.4) 	��&�
	 �� �� 	� � ���	� 
�	����� � ������� ���	�	 ���	%&���. 

������� 4.2. ���� � �	� ������ ��������� �� �"�� �	�� )(XE� � . #��� � �	������ 

� �	�
������ ��� �, ������	������ �� )(XV  � 2
X�  � ����� 2�  �� ��� ������	 


������� ��
�����, �������	 ��� �� ��"�� 

])[()( 22 �XEXV� ��� .                                       (4.5) 

  !��	
� �����
��	
� ���� ��� �	������� )(XV , 

)(XV�� X ��                                               (4.6) 


������	 ���	
� ���
�	�� ��� ������� ���������� �. 

 (�� #�	 �� ��� (4.3) �	� (4.4), 	� � � ���	� ��	 
�	����� �.�. �� ��������� 
��"	�����	� )()( 
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 xf�xXV  

�	� 	� � � ���	� ��	 ������� �.�. �� ��������� ��������	� )(xf , ���� 

�
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��

�� dxxf�xXV )()()( 2 . 

(���������� ��� � 	�	&�
�	 ��� ������� ���	)� ��� �!��� ����� ��	� ���	�	� 
���	%&���� �	� ��� �!����� %����� ��$	� ��� ���	���� ����������	� �	� ���	)� ��� 

�	������ �	� ��� ����� 	
�	���	� ���� �� �!���� %�����. 

 (�� ������� "�����	 	��
��������� %	���!� �
������� ��� �!��� ����� �	� ��� 

�	������. 

������� 4.1. ���� � �	� ������ ��������� 
�	 �, � ���!��"�. #��� 

�X�E��XE 
�
 )()( ,                                        (4.7) 

)]([)]([)]()([ XhEXgEXhXgE 
�
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)()( 2 XV���XV �
 ,                                           (4.9) 
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��������. +��# ��� � � ���	� ��	 
�	����� ���	�	 ���	%&��� �� ��������� 
��"	�����	� )()( 

 xXPxf �� , ...,1,0�
 . ���� ��� #�	 �� ��� (4.3) �	������� 

� � �
�

�

�

�

�

�


�
�
�

0 0 0

)()()()()()(

 
 







 �X�Exf�xfx�xf��x���E  



 53 

�	� 

� � �
�

�

�

�

�

�


�
�

0 0 0

)()()()()()]()([)]()([

 
 









 xfxhxfxgxfxhxgXhXgE  

                                 )]([)]([ XhEXgE 
� . 

(��� ������#�� ��� � � ���	� �������, �������������	� ��� (4.4), ����
���� �	�� 
��� �
�� ����� ��� (4.7) �	� (4.8). 
 (�� #�	 �� ��� ������ 4.2 ��� 
�	������ �	� �������������	� ��� ��!���� (4.7) 
�	� (4.8) ����
���� �� ��!�� 

)])(([)]()([)( 22 �X�E��XE��XE��XE��XV ��
�
�
�
  

                               )(])[())]([( 22222 XV�XE�XEX�E ����� % . 

��	��������	� �� �����
#�� 2)( �X � , ��� 	���&���� ��� �.�. � 	�� �� �!�� ���� 
)(XE� � , �	�� �� 
������ ��� 0���#�	 , �	� �������������	� ��� (4.7) �	� (4.8) 

�	������� 
)2()()2(])[()( 22222 ��XEXE��XXE�XEXV ���
����  

                        2222 )]([)()(2)( XEXE�X�EXE ��
�� . 

	���%#���� 4.1. #�����	��"�� ������ ���������. �� � ���	� ��	 ���	�	 ���	%&��� 
�� �XE �)(  �	� 2)( �XV � , ���� � ���	�	 ���	%&��� 

�

�X
Z

�
�                                                  (4.11) 

!��� �!�� ����, ��� #�	 �� ��� (4.7), 

0/])([]/)[()( ����� ��XE��XEZE  

�	� 
�	�����, ��� #�	 �� ��� (4.9), 

1/)(]/)[()( 2 ���� �XV��XVZV . 

* ���	�	 ���	%&��� ' ��� ���$��	� 	�� ��� (4.11) �	&���	� ���������!�� ���	�	 
���	%&��� ��� 	���������� ��� �. 

	���%#���� 4.2. (���
���	
"� ���"�. * !� �	�� (4.10) 
�����&���� ��� 
���&�
���� ��� 
�	������ ��	� ���	�	� ���	%&���� �, �
�	����	 ���� ������#�� ��� 
	��� ���	� �������. �� � ���	�	 ���	%&��� � ���	� 
�	�����, ���� � 
�	����� 	���� 
���&�
�$��	� ����&����	 �� �� ������������� ��� ����
���	
�� ����� 
������� 
��)��, 

])[( 2)2( XE� � , 

���� )1()( 2 �� XXX . (�
������!�	 !����� 

2
2 )]([)(])[()( XEXEXEXV �
� .                              (4.12) 

* ��!�� 	��� ����
��	� ����	 	�� ��� (4.10) �	� ��� 

)()()()]1([])[( 22
2)2( XEXEXXEXXEXE� ������� . 

	�� ���!�� 4.3. +��# � � 	��"��� ��� ����# !
�	� ��� ���	�� ����	�	 ��� ��'�� 
���� ����"��� ��%��. 0	 ���&�
��"�� � 
�	����� )(XV . 
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 * ��������� ��"	�����	� ��� �.�. � 
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�	 �����  ��� � �'� 
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	��"��� �#� 	�	�����!�#� ���� ����� ��'�#�. * ��������� ��"	�����	� ��� 

�	������ ���	�	� ���	%&���� � 
�
��	� 	�� ��� 

x

xXPxf �
�

 
!
"

#���
2
1

)()( , ...,2,1�x . 

0	 ���&�
��"��� � 	�	��������� 	��"��� �#� ��'�#� )(XE  �	� � 
�	����� ��� 
	��"��� �#� ��'�#� )(XV . 
,	�	������� ��� �	�	
#
�$���	� 
�	
����� �� 
�#������� ����� 

1

0

)1( �
�

�

��� tt
x

x , 11 ��� t  

����
���� ��� ��!���� 

2

1

1 )1( �
�

�

� ��� txt
x

x , 3

2

2 )1(2)1( �
�

�

� ���� ttxx
x

x , 11 ��� t . 

����!�#� 

2
2
1

1
2
1

2
1

2
1

)()(
2

1

1

1

��
�

 
!
"

# ���
�

 
!
"

#��
��

�

��

�
��
x

x

x

xxxfXE , 

4
2
1

1
2
1

2
1

)1(
2
1

)()(])[(
3

2

22

2
22 ��

�

 
!
"

# ���
�

 
!
"

#��
�

 
!
"

#��
��

�

��

�
��
x

x

x

xxxfxXE  

�	� ��� #�	 �� ��� (4.12) 

2224)]([)(])[()( 22
2 ��
��
� XEXEXEXV . 

	�� ���!�� 4.5. 0	 ���&�
��"�� � 
�	����� ��� ���	�	� ���	%&���� � �� 
��������� ��������	� 

!
xf

2
1

)( � , !x! ��� . 



 55 
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��"	�����	� )()( xXPxf �� , 4,3,2,1,0�x . 

 2. +��# ��� � ������ 	�	����� � �� &���� �� ��
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��������� ��������	� )(xf . 

 3. �� "�#������� �� ���	�� ����	�	 ��� ��'�� 
�� 
�	������!�#� ��%#� �	� 
!��# � � ���	�	 ���	%&��� � ����	 ��� ������ ),( ji  ��� 
��
�	����� ����� 
	���������� �� ������ 2�
 ji , 6...,,2,1�i , 6...,,2,1�j . 0	 ���&�
��"��� � 
��������� ��"	�����	� )()( xXPxf X �� , 10...,,1,0�x  �	� � ��������� 
�	�	����� )()( xXPxFX �� , ����� x  ��� ���	�	� ���	%&���� �. 

4. ((��!���	). +��# $ � 	��&��� ���� ��� 
�	 ���� �#� �� 	��$��!�#� �
���. 
0	 ���&�
��"��� � ��������� ��"	�����	� )()( yYPyfY �� , 5...,,1,0�y  �	� � 
��������� �	�	����� )()( yYPyFY �� , ����� y  ��� ���	�	� ���	%&���� $. 
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	� ��� �� 	�	���"�� ����������� 	�� ��	 ��	 �	� (
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��������	� ��� ����� 22XY � . 
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1. ����
�
��� 
 
 � 	
�
�
�� ���
�����
�, � ���� ���� 	
� � ��
��
�� ��
� ���
�
� ���
� ���� 
�!������	
� ��
 ��"� 
�
 2. #�
 	�"� 
�
 
��� �� ��$��
� ���!
��	� 
� ���
���-
	������ ��
	����� 	
�
�
���. %�
 ��&	�	�����
 ��
���$�
��
� �
 ��
 �
��	� 	
� 
������
 ��
�
���	� ������
 (�
��� 
) 	
�’ ��
 
�� �
 
�
�
 �'�
�
� �
 
������
�
����� &�
 ��� ����&�
"� ��
� �����
� 	 ���� ��
�
���	$� (���
�(�) 
����
���(� � "
��
���(�. ���)
��
� ��
	����� ���
��� ���
� ���� 	
� �� 	��� 
������(�� ��
���
��)��
� � 	
�
�
�� �
��, ��
 
&�)
��
� �� ��������� ���
��-
���
� 
����. ������ ��
 
&�)
��
� � ���� ���� 	
� � ��
��
�� ��� 	
�
�
��� 	
� 

�
���	�'
��
� �������� ��������� ���. *�
 �� ����	� ���� �(� �"
��
&$� &����
� 
����� �(� ����	(� �(� 	
�
�
�$� 
��$�. #�
 ������
 	�"� 
�
 �� ��$��
� �� �
� 
���
 ���!
��	� ����
 
� ��
��
������� �������� 	
�
�
���. 
 
2. ��	�
��� BERNOULLI ��� ���
����� ��	�
��� 
 
2.1. �������� Bernoulli 
 
 �� ��(���
��� ��
 ���
�
 ����
�
 �� ���&�
��	� �$�
 � 	
� ��
 ���������
 � 
��
� �. �� A�  ���
� �
 ���� ��(�
��	� ���������
 �
� � ��
� �, ���� �
 
���������
 ),( AA �  
�
�� 
'� ��
 ��
����� �
� ���&�
��	
' �$�
� �, �"’ ��
� 

���� AA  	
� �AA ��� . +
 ���������
 � �
�
	����)��
� �����(� (� �������
 
	
� �
 A�  (� 
�
����
. %
������
��
� �� � ��� �������
 	
� � ��� 
�
����
, 
 
���&�
��	�� �$�
� �'�
�
� �
 �
�
��
��� (� },{ ��� � . ,�
 ���
�
 ���
�
 ����
�
 
	
 ���
� ����	
 Bernoulli. ,��( 

p�P �})({ , qp�P�P ����� 1})({1})({ ,                         (2.1) 

	
� 
� ��(���
��� ��� 
	� 
��� ���
�
 ���
� ���. 

������� 2.1. ��
� � � ����	�� 
�� ���
����� �� 	�� ����	
 Bernoulli 	� ������
�
� 
���
����� p (��� ���
����� pq �� 1 ). � ��
���	
 
�� ��
�	�� (	����-���) 
������ 
	�
����

� � �����
�� (	����-���) ��
���	
 Bernoulli 	� ����	�
�� p. 

�� ���
������� ���
�����
� 	
� 	
�
�
���, ��(� ������ � ���� ���� 	
� � 
��
��
�� ��� 	
�
�
��� Bernoulli ���
��
� ��
 
	� 
��
 ��$���
. 

������� 2.1. � �����
��� ������
�
�� 
�� ��
���	
� Bernoulli 	� ����	�
�� p 
����
�� ��� 
�� 

xxqpxXPxf ���� 1)()( , 1,0�x .                                (2.2) 
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xF                                         (2.3) 

� 	��� 
�	
 ��� �������� 
�� ��
���	
� Bernoulli 	� ����	�
�� p �����
�� ��� 
�� 

pXE	 �� )( , pqXV� �� )(2 .                                 (2.4) 

� �!��"�. � 
������ � �(� �������$� �� ��
 �
	��� Bernoulli ���
� ��
 ���
�
 
���
� ��� 
������� ��
� },{ ��� �  �� 0)( ��X , 1)( ��X , 	
� ���� ����&
��� ��� 
���
������� 

q�P�X��PXP ������ })({})0)(:({)0( , 

p�P�X��PXP ������ })({})1)(:({)1( , 


� 
�
��� ������&
��
� �� ��������� ���
�����
� (2.2). � ��������� 	
�
�
��� 
(2.3) ��
	'���� ����
 
�� �� (2.2) �� �� ������
�
���� ��� (2.4) �
� ��". 2. 
 H ���� ���� ��� ���
�
� ���
� ���� � ���
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pqxpXE	
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� (� �!��: 
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2.2. ��#�$��%� %������� 
 
������� 2.1. ��
� � � ����	�� 
�� ���
����� �� 	�� ��������� � ��� ��


�� 
����	�� Bernoulli 	� ������
�
� ���
����� p (��� ���
����� pq �� 1 ), 

p�Pi �})({ , pq�Pi ��� 1})({ , �i ...,,2,1� , 

�
����
 (����) �� ���� 
�� ����	��. � ��
���	
 
�� 
������ 	�
����

� � �����
�� 
�����	��
 	� ����	�
���� � ��� p. 

�� ���
������� ���
�����
� 	
� 	
�
�
��� ��� ��(����	�� 	
�
�
��� ����-
&
��
� ��
 
	� 
��
 ��$���
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������� 2.2. � �����
��� ������
�
�� 
�� �����	��
� ��
���	
� 	� ����	�
���� � 
��� p ����
�� ��� 
�� 

xxqp
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�
xXPxf �

��
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�
��
�

�
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� ������� 	���� 
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� �!��"�. � ���&�
��	�� �$�
� �
� ������
� ���
�
� ������
�
� �(� � 

��!
����(� �
	��$� Bernoulli ���
�, �'�"(�
 �� �
 ���"�
 9 �
� ��". 1, �
 �-� � 
	
�����
�� &������
 �
� },{ ��� �  �� �
� �
��� �
�, 

},...,2 ,1  },,{:)...,,,{( 21 �i������� i ��� �
� . 

+
 ���������
 }{ xX �  �
 ��
&�
�
�
���
'� x ��������� ���� � �
	���� 

���� 
������ ��
�

�
��
�

�

x

�
 ��
����$�� ���������
, ��
 	
� 
 
������ �(� ��� 
&$� �(� x 

����(� &�
 ��� ��������� 
�� ��� � ������. ���� �
� 	��� ���
�
 ��
����$��� 
���������
, ������ 
� �
	���� ���
� 
��!�������, ���� ���
�����
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���(� 
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�
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��
�

�
��
�

�
��� �)()( , �x ...,,1,0� . 
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��� ��� 

0)( �xf , �x ...,,1,0� , 0)( �xf , }...,,1,0{ �x�  

	
� �'�"(�
 �� �
� �'�
 �
� ��(�'�
� �
� -�'�(�
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� �
� �

� �����
�

�
��
�

�
�

� �
��
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x x

xx qpqp
x

�
xf , 

��(� 
�
�����
� 
�� �
� 
����� ��� ���������� ���
�����
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 � ��������� 	
�
�
��� (2.6) ��
	'���� ����
 
�� �� (2.5) �� �� ������
�
���� 
��� (2.4) �
� ��". 2. 

 �� ���
	�� ��� ���������� ���
�����
� (2.5) 	
� ��� ���������� 	
�
�
��� (2.6) 
��� ��(����	�� 	
�
�
��� ����	
 '�
�� �
�� ��
 
&���
'� �
� ���� 
����
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��(����	�� ���
������� 	
� ������
�
�
'��
� ���'�
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, ���
����
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%��
	
� 1 �
� �
�
����
�
� ����� �� ��������� ���
�����
� (2.5) &�
 20...,,2,1��  
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�
����
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 ������
 ��$���
 ����&
��
� � ���� ���� 	
� � ��
��
�� ��� ��(����	�� 
	
�
�
���. 

������� 2.3. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ��������� 
� �����	��
 ��
���	
 	� 
�����
��� ������
�
�� 
�� (2.5). !�
� � 	��� 
�	
 ��� � �������� 
�� ��

� �����
�� 
��� 
�� 
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� �!��"�. � ���� ���� ��� �.�. �, �'�"(�
 �� �
� 
�����, �����
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�� ��� 

�
�

�
��
�

�
��
�

�
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�
�

1
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�
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&��'!��(�� 2.1. �� ��(���
��� ��
 
	
 
���
 � �	�
��$� �����(� 
�� ��
 
�
��� 
 
�
�
� �	������ �
 ���
�
 0 	
� 1 ������ ���
 
�
 
&�
. (
) -
 
��
���
������ � ��������� ���
�����
� �
� 
����
' � �(� �	����
���(� �����(� 
1. (�) -
 ��
 
&���
'� 
� ���
������� )2( 
XP  	
� )7( �XP . 

(
) � �	�
��� ���
�
� 
�
�� �� �
	��� Bernoulli ���� 
�
�
 �
 ���������
 
�	�
���� �
� ���
�
� 1 �'�
�
� �
 �
�
	�������� (� �������
 ��$ �
� ���
�
� 0 
(� 
�
����
. %��
����( 
� � �	�
���� ���
� 
��!������� �
	���� Bernoulli �� 
��
���� ���
�����
 �������
� 2/1 . +��� � ���
� 
 
������ �(� �������$� �� � 
�
	���� 	
� ����, �'�"(�
 �� �
 /�$���
 2.2, 

�

�
�

�
�
�

�
��
�

�
��
�

�
���

2
1

)()(
x

�
xXPxf , �x ...,,1,0� . 

(�) .�����
�
�$��
� �
� %��
	
 1 �
� �
�
����
�
� �
���
��� 

�
�

������
�

�
��
�

�
�


2

0

8 1445,01094,00312,00039,0)5,0(
8

)2(
x x
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�
�

�����
�

�
��
�

�
��

8

7

8 0351,00039,00312,0)5,0(
8

)7(
x x
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&��'!��(�� 2.2. �� ��(���
��� ��
� 
���	� � ������ ��
� 
�
�
 
� &
�����
� 
A�AA,  	
� ��  ��"
��)
��
� �� ���
������� qp 2 ,  	
� r , 
��!�����
 "' 
�. 

,��( ��� 	
���
� 
�� �
�� &
���� (�
���
� 	
� �����
) 	 ��
�
���, �'�"(�
 �� �
 
���
 	 ��
�
��	����
� �
� Mendel, �� 	��� �
��� �
� ��
 
�� �
 &
����
 � 	
� �. 
 �� ��(���
��� ��
 )��&��� (����
 	
� &��
�	
) 
�� �
� � ������ 
��� �
 
�
�
 

�
	�� � �
���� 	
� ���( ��� �
 ����
"��
� &�
 	��� �
��� �����)��
� ��
 	
�� ���
� 
���� �
 &
�����
 AA . .
�
	����)
��
� �
 ���������
 1"  ��(� ��
 �
��� ���� �
 
&
�����
 AA  (� �������
 	
� �
 ���� ��(�
��	� �
� (� 
�
����
, � &������ ���� 
�
���
' �'�
�
� �
 ��(����� (� �
	��� Bernoulli �� ���
������� (� . %
�����&�
 
9.2 �
� ��". 1) 

2
11 )()(})({ qp"P�Pp ���� , 2

11 )(1)(})({ qp"P�Pq ������ . 

� ����� �(� � &������(� 
�
�� �� ��
 
	
 
���
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��!
����(� �
	��$� Bernoulli 
	
� ���� 
 
������ � �(� �
���$� �
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�� �
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�����
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���� �� 
��(����	� 	
�
�
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� ������ ���
� 4/1��� rqp , 
���� 4/11 �p , 4/31 �q , 
 
������ � �(� 
�
���$� �
� ��
�� �
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�����
 AA , �� �'�
 
 4��  �
���$�, ���� ��������� 
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�
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���$� �� �
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�����
 AA  ���
� 

1
4
1

4)( ���� XE	 . 

 
3. 
����	���� ��	�
��� ��� ��	�
��� PASCAL 
 
3.1. 
�#�����%� %������� 
 
������� 3.1. �� ����
���	� 	�� ��������� ��� ��


�� ����	�� Bernoulli 	� 
������
�
� ���
����� p (��� ���
����� q), 

p�Pi �})({ , pq�Pi ��� 1})({ , ...,2,1�i , 
�
����
 (����) �� ���� 
�� ����	��. ��
� � � ����	�� 
�� ����	�� 	���� 
�� ���
� 
���
����. � ��
���	
 
�� 
������ 	�
����

� � �����
�� #��	�
���
 	� ����	�
�� p. 

�� ���
������� ���
�����
� 	
� 	
�
�
��� ��� &�(�����	�� 	
�
�
��� 
����&
��
� ��
 
	� 
��
 ��$���
. 
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������� 3.1. � �����
��� ������
�
�� 
�� #��	�
���
� ��
���	
� 	� ����	�
�� p 
����
�� ��� 
�� 

1)()( ���� xpqxXPxf , ...,2,1�x                                (3.1) 

��� � �����
��� ��
���	
� ��� 
�� 

�
	



��
�

����
�

,1,1

1,0
)(

][ xq

x
xF

x
                                      (3.2) 

���� ][x  �����
���� 
� ������� 	���� 
�� x. 

� �!��"�. +
 ���������
 }{ xX � , � ��$�� �������
 �
 ��
&�
�
�
����� ��� x-

��� �
	���, ���� 
������ ��
 ���
 ���&�
��	� �����
 (��
����$��� ���������
) 	
� 
��&	�	�����
 �
 

)},...,,,{( ���� , 

��
� ���� 1�x  ������ (�
	����) ���� 
�
����
 	
� ��� x-
��� ���� (�
	���) ���� 
�������
. .�����
�
�$��
� ��� 
� �
	���� ���
� 
��!������� �
'�
 ���� ���
�����
 

pq x 1� . 

��
���(� � ��������� ���
�����
� ��� �.�. � ���
� � 
1)()( ���� xpqxXPxf , ...,2,1�x . 

#����$�
��� ��� 

0)( �xf , ...,2,1�x , 0)( �xf , ...},2,1{�x  

	
� �'�"(�
 �� �
� �'�
 �
� 
��
���
�
� �(� 
����(� ��(� &�(�����	�� ��
��
� 
(������), 

� �
�

�

�

�

�� ����
1 1

11 1)1()(
x x

x qpqpxf , 

��(� 
�
�����
� 
�� �
� 
����� ��� ���������� ���
�����
�. 
 � ��������� 	
�
�
��� (3.2) ��
	'���� ����
 
�� �� ��������� ���
�����
� 
(3.1) �� �� ������
�
���� ��� (2.4) �
� ��". 2. 

 #�
 ������
 ��$���
 ����&
��
� � ���� ���� 	
� � ��
��
�� ��� &�(�����	�� 
	
�
�
���. 

������� 3.2. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ��������� 
� #��	�
���
 ��
���	
 	� 
�����
��� ������
�
�� 
�� (3.1). !�
� � 	��� 
�	
 ��� � �������� ��

� �����
�� ��� 

�� 

p
XE	

1
)( �� , 2

2 )(
p
q

XV� ��                                   (3.3) 

� �!��"�. � ���� ���� 	
� � ��'����� ��!�� �
�
&
���	� �
�� ��� &�(�����	�� 
	
�
�
��� ���
��
� 
�� ��� 

� �
�

�

�

�

�� ���
1 1

11)(
x x

xx xqpxpqXE	  

	
� 

� �
�

�

�

�

�� ����
2 2

21
22)2( )1()(])[(

x x

xx qxxpqpqxXE	 . 
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%
�
���
'�� ���, �
�
&(&�)
��
� ��
�
��	� �� &�(�����	� ����� 

�
�

�

���
0

1)1(
x

x qq , 

����&
��� ��� ������� 

�
�

�

�� ��
1

21 )1(
x

x qxq , �
�

�

�� ���
2

32 )1(2)1(
x

x qqxx . 

��
���(� 

pq
p

xqpXE	
x

x 1
)1(

)(
1

2
1�

�

�

� �
�

��� , 

	
� 

2
2

3
2

2)2(

2
)1(

2
)1(])[(

p
q

q
pq

pqxxpqXE	
x

x �
�

���� �
�

�

� , 


���� 

22
2

2
2 112

)]([)(])[()(
p
q

ppp
q

XEXEXEXV� �������� . 

 � �����$� 	�
	�� 
�
�� �� �
�
	�������	� �������
 ��� &�(�����	�� 	
�
�
���. 
� �������
 
��� 
�
���	�'��
� ��
 ������
 ��$���
. 

������� 3.3. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ��������� 
� #��	�
���
 ��
���	
 	� 
�����
��� ������
�
�� 
�� (3.1). !�
� 

)()|( rXP�Xr�XP ����� , ...,1 ,0, �r� .                       (3.4) 

� �!��"�. � ���������� ���
�����
 �
� �����
���
� })(:{ r�wXw ��  ���
���
� 
�
� �����
���
� })(:{ �wXw � ,  
����
��
� ���0� ��� })(:{ r�wXw ��  

})(:{ �wXw ��  	
� ������
�
�$��
� ��� (3.2), ���
� ��� �� 

)(
)(

)(
),(

)|(
�XP

r�XP
�XP

�Xr�XP
�Xr�XP

�
��

�
�

���
����  

             r
�

r�

q
q

q
�F

r�F
��

�
��

�
�

)(1
)(1

 

	
� ������ 
rqrFrXP ���� )(1)(  

����&��
� � (3.4). 

#����$�
��� ��� � �������
 
��� ���
���� �����$� 	�
	�� ��� &�(�����	�� 
	
�
�
��� �� ��� 
	� 
��� ���
�
. � ���
�����
 �
 
�
����
'� ����������
 
������������ 
�� r �
	���� ����� ��� ��$�� �������
 ���
���
� ��� ��� ���� 
��
&�
�
�
����� �������
 ���� � ��$��� �
	���� ���
� � ���
 �� ��� (�� ����������) 
���
�����
 �
 
�
����
'� ������������ 
�� r �
	���� ����� ��� ��$�� �������
. 
��
���(� � � ��
"
��
 �� ������!�� �
� ����
� (�������
) !������
� 	
� � 
��
������
 ������)��
� ��(� ��
� ��(�
���)��. 

&��������� 3.1. � ��������� ���
�����
� �
� 
����
' % �(� 
�
����$� ����� 
��� ��$�� �������
 ��
 
&�)��
� �� �� ������
�
���� ��� ������ 1�� XY  	
� ��� 
(3.1) (� �!��: 

ypqyXPyYPyg ������ )1()()( , ...,1,0�y .                    (3.5) 
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� 	
�
�
�� ��� �.�. % 	
 ���
� ������ &�(�����	� �� �
������
 p. H ���� ���� 	
� 
� ��
��
�� 
���� ��
	'��
�� 
�� ��� (3.3): 

p
q

XEXEYE ����� 1)()1()( , 
2)()(

p
q

XVYV �� .                 (3.6) 

&��'!��(�� 3.1. +
 	���
� �	�� ���� &�
 ��$�� "
�� ���� ��&	�	�����
� 
������
�
� ���
� 500 ���$. �� �
 ����
�
 
�
�'���, &�
 
�������� ���
�
 �� �
� 
������ �
 &��
�� ���� 
�� ��� ������� �	�� ��� �
� 
�
�����
� ��
 �������
 �
��� 
100 ���$. 1�
���
��� ��� 
� �
	���� ���
� 
��!������� �� ���
�����
 �������
� 

5/4�p  	
� ��� ������)
��
� ����� ��� ��$�� �������
. -
 ��
 
&���
'� (
) � 
���
�����
 �
 
�
����
'� 4 �
 �
 ' �
	���� ����� ��� ��$�� �������
 	
� (�) �
 

�
�������
 	���
� ����� ��� ��$�� �������
. 
 (
) � 
������ � �(� �
	��$� ����� ��� ��$�� �������
 
	
 
���� �� &�(�����	� 
	
�
�
�� �� ��������� ���
�����
� 

1

5
1

5
4

)()(
�

�
�

�
�
�

����
x

xXPxf , ...,2,1�x  
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�
�
��� 

�
�

�
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�
�

�
�
�
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����

�
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5
1

1

1,0

)( ][

x

x

xF x  

��
���(� 
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5
1

1)4()4(
4

��
�

�
�
�

����
 FXP . 

 (�) �� % ���
� �
 	���
� ����� ��� ��$�� �������
 ���� 

100600)1(100500 ����� XXXY  
	
� 

100)(600)( �� XEYE . 

� ���� ���� ��� ���
�
� ���
� ���� � ���
� ��� �� 

4
51

)( ��
p

XE  

	
� �����$� 

650)( �YE . 
 
3.2. �������� Pascal 
 
������� 3.2. �� ����
���	� 	�� ��������� ��� ��


�� ����	�� Bernoulli 	� 
������
�
� ���
����� p (��� ���
����� q), 

p�Pi �})({ , pq�Pi ��� 1})({ , ...,2,1�i , 

�
����
 (����) �� ���� 
�� ����	��. ��
� � � ����	�� 
�� ����	�� 	���� 
�� r-��

 
���
����. � ��
���	
 
�� 
������ 	�
����

� � �����
�� ��
���	
 Pascal 	� 
����	�
���� r ��� p. 
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�� ���
������� ���
�����
� 	
� 	
�
�
��� ��� 	
�
�
��� Pascal ����&
��
� ��
 

	� 
��
 ��$���
 

������� 3.4. � �����
��� ������
�
�� 
�� ��
���	
� Pascal 	� ����	�
���� r ��� 
p ����
�� ��� 
�� 

rxr qp
r

x
xXPxf �

��
�

�
��
�

�

�

�
���

1
1

)()( , ...,1, �� rrx                      (3.7) 

��� � �����
��� ��
���	
� ��� 
�� 

�
�

�
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�

����

�
�
�

�
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1
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)( x

r

rr xrqp
r

�

rx
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�

�                              (3.8) 

���� ][x  �����
���� 
� ������� 	���� 
�� x. 

� �!��"�. +
 ���������
 }{ xX �  ���� 
������ �
 ���&�
��	� �����
 (��
����$�� 
���������
) ),...,,,( 121 ���� x� , �� 1�r  ��������� ���� 1�x  ��$��� �
	���� 	
� 

�������
 ��� x-
��� �
	���, �
 
�
�
 ���
� � ��
�� ��
�

�
��
�

�

�

�

1
1

r

x
, ��
 	
� 
 
������ �(� 

��� 
&$� �(� 1�r  ����(� &�
 ��� ��������� 
�� ��� 1�x  ���
��� ������. ���� �
� 
	��� ���
�
 ���&�
��	� �����
 ���� ���
�����
 

rxr qp � . 
��
���(� 

rxr qp
r

x
xXPxf �

��
�

�
��
�

�

�

�
���

1
1

)()( , ...,1, �� rrx . 

 #����$�
��� ��� 

0)( �xf , ...,1, �� rrx , 0)( �xf , ...},1,{ �� rrx  

	
� ������
�
�$��
� �
 
�����	� ��(����	� 
�����&�
, 

11  ,)1(
1

0

�������
�

�
��
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�

�
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x
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�
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�
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�

�
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�
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���

�

�
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�
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�
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rx rx
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rrxr qpq
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pqp

r
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xf 1)1(

     
1

1
1

)(
0

, 

��(� 
�
�����
� 
�� �
� 
����� ��� ���������� ���
�����
�. 
 � ��������� 	
�
�
��� (3.8) ��
	'���� ����
 
�� �� ��������� ���
�����
� 
(3.7) �� �� ������
�
���� ��� (2.4) �
� ��". 2. 

 #�
 ������
 ��$���
 ����&
��
� � ���� ���� 	
� � ��
��
�� ��� 	
�
�
��� 
Pascal. 

������� 3.5. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ��������� 
�� ��
���	
 Pascal 	� 
�����
��� ������
�
�� 
�� (3.7). !�
� � 	��� 
�	
 ��� � �������� ��

� �����
�� ��� 

�� 

p
r

XE	 �� )( , 2
2 )(

p
rq

XV� �� .                                (3.10) 
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� �!��"�. � ���� ���� ��� �.�. � �����
� 
�� ��� 
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� ��� (3.9), ����&
��� ��� �	"�
�� 
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�� ��� �.�. � ���
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22 )1(

)]([)()]1([)(
p
rq

p
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p
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p
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XEXEXXEXV� ���
�

������ . 

&��������� 3.2. �� ��(���
��� �
� 
����� % �(� 
�
����$� ����� �� r-
��� 
�������
 �� ��
 
	
 
���
 
��!
����(� �
	��$� Bernoulli �� ���
�����
 �������
� 
p. � ��������� ���
�����
� ��� ���
�
� 
���� ���
� ���� �'�
�
� �
 ��
 
&����� 
���� 
������
� ���� �� �� ������
�
���� ��� ������ rXY ��  	
� ��� ���������� 
���
�����
� (3.7) ��� �. ,�
��� 

yr qp
y

yr
yrXPyYPyg ��

�

�
��
�

� ��
������

1
)()()( , ...,1,0�y .         (3.11) 

� 	
�
�
�� ��� �.�. % 	
 ���
� ������ 	
�
�
�� Pascal � 
�����	� ��(����	� �� 
�
�
����
�� r 	
� p. � ���� ���� 	
� � ��
��
�� 
���� �'�
��
� �
 ��
	'0
�� 
�� 
��� (3.10) (� �!��: 

p
rq

r
p
r

rXEYE	 ������ )()( , 2
2 )()(

p
rq

XVYV� ��� .         (3.12) 
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&��������� 3.3. &'����� 
�� ��
���	�� Pascal ��� �����	��
�. �� 
�
�
����
��� �� PrX ,  �
� 
����� �(� �
	��$� ����� ��� r-
��� �������
 �� ��
 


	
 
���
 
��!
����(� �
	��$� Bernoulli �� ���
�����
 �������
� p 	
� �� �� ,X  

�
� 
����� �(� �������$� �� ��
 
	
 
���
 � 
��!
����(� �
	��$� Bernoulli �� 
���
�����
 �������
� p. +��� 

)()( ,, rXP�XP Pr ��
 �� ,                                     (3.13) 

������ �
 ���������
 ��(� 
 
������ �(� �
	��$� ����� ��� r-
��� �������
 ���
� �
 
�
 ' � ���
� ��
�'�
�
 �� �
 ���������
 ��(� 
 
������ �(� �������$� ���� � 
�
	���� ���
� �
� �����
� r. ������ 

)1()1( ,, ����� � rXpP�XP Pr � ,                               (3.14) 

������ �
 ���������
 ��(� � r-
��� �������
 ��
&�
�
�
����� ���� 1��  �
	��� 
���
� ��
 �� ��� �
�� �(� 
��!
����(� �����
���(� ��(� ��
&�
�
�
���
'� 1�r  
��������� ���� � �
	���� 	
� �������
 ��� 1��  �
	���. � ����� (3.14) �'�
�
� �
 
������
�
����� �
)� �� �
� %��
	
 1 �(� ���
�
���(� ��� ��(����	�� 	
�
�
��� 
&�
 �
� ��
 
&���� �(� ���
�
���(� ��� 	
�
�
��� Pascal. 

&��'!��(�� 3.3. 2�
 &��
�	
 �!
	
 
���� �
 ��	�
�
��� ����� �
 
�
	����� �'
 

&���
. ,��( ��� � ���
�����
 &������� 
&
��
' ���
� 49,0�p . -
 ��
 
&���
'� 
(
) � ���
�����
 ��(� � &��
�	
 
��� 
�
	����� �
 �
 ' 4 �
���� ����� �
 ���'��� 
�
 �	
�� ��� 	
� (�) 
 
�
�������
� 
������ �
���$� ����� �� &������ �
� ��'���
� 

&
��
'. 
 (
) ,��( � 
 
������ �(� �
���$� ����� 	
� �� &������ �
� ��'���
� 
&
��
'. 
+��� � �.�. � ���� ��� 	
�
�
�� Pascal �� �
�
����
�� ,2�r  49,0�p  	
� ���� 

�
�

� ������

4

2

2222 67,0})51,0(3)51,0(21{)49,0()51,0()49,0)(1()4(
�

�
�XP . 

 (�) � 
�
�������
� 
������ �
���$� ����� �� &������ �
� ��'���
� 
&
��
', 
�'�"(�
 �� ��� ��$�� 
�� ��� (3.10), ���
� 

08,4
49,0
2

)( ��� XE	 . 

&��'!��(�� 3.4. !� ������	� 
�� ����
����
�� 
�� Banach. #�� ����	��
 ��
� 
�� ���� ��
� ���� �
� &�(��
' �
���
��	
' Banach, o Steinhaus 
�
"������
� 
��
��
�����	� ���� 	
������	�� ��������� �
� ���
���
� ��(�� �
 
	� 
��
 
�
�����&�
 (� �"
��
&� ��� 	
�
�
��� Pascal. ,�
� �
���
��	�� ���� ����
 �
)� 
�
� ��
 ������	
��
 ��� ��!�� ����� 	
� ��
 �  
 ���� 
�������. 3�
� �����)��
� 
�����
 �
����� ���
�
 ��
 
�� �
 	
���� 	
� ��
���(� 
� ��
�
��	�� �	 
&�� 
������	
��(� 
�
�� 
'� ��
 
	
 
���
 
��!
����(� �
	��$� Bernoulli �� 

2/1�� qp . ,��( ��� 
���	� �
 	��� 	
��� �������� � �����
 	
� 
� ��(���
��� �� 
���&�� 	
�� ��� 
�
�
 &�
 ��$�� "
�� 
 �
���
��	�� 
�
	
 '���� ��� �
 ��
 	
��� 
���
� 	���. +� ���&�� 
��� �
 �  
 	
��� �
 �������� ( �����
. � ���
�
 
��� 
���
� ��� ��
��� �
 ����� ��� ����� �z ...,,1,0� . -
 ��
 
&����� � ��������� 
���
�����
� )()( zZPzf Z �� , �z ...,,1,0� . 
�� ��(���
��� (� �������
 ��� �	 
&� �
� ������	
��
� �
� ����	��
� ��� 

��!�� �����. %
�
���
'�� ��� �
 ������	
��
 ��� ��!�� ����� �
 ������ 	��� ��
� 
�
 �  
 �
 �������� z �����
 
� 	
� ���
 
� 
 
������ � �(� �
	��$� ����� �� 
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)1( ��  �������
 ���
� ��
� �� 12)()1( ������� z�z��x . +
 ���
 ���'�� 	
� �� 
��� ��
  
&� �
� �� 
� �(� �'
 ����$�. ��
���(�, �'�"(�
 �� ��� (3.7), 

z

Z
�

z�
z�ZPzZPzf

�

�
�

�
�
�

�
��
�

�
��
�

� �
�������

�2

2
12

)12(2)()( , �z ...,,1,0� . 

 
4. �&��
����	���� ��	�
��� 
 
 �� ��(���
��� ��
� �����
����
 � ������ �
� 
�
�
� �
 ��
����
, �'�"(�
 �� 
	��
�
 �
�
	�������	�, 	
�
����
��
� �� �'
 	
��&
����. ,��( ��� ��
 ���&�
 
��&	�	�����
� ��&��
�� �	 �&��
� 
�� �
� � ������ 
���, �(��� ��
������. � 

������ �(� ��
����(� ��� ��
� � ��� �  �� 	
��&
��
� �
� ���� 
����
��
� ��
 
���&�
 
�
�� �� 
���	�����
 ���
�
��(����	�� �� ����. #����	� ���
��� �
� 

	� 
��
 
�����. 

������� 4.1. ��
� �
� ��� 	�� ����� ��� �������� r ����� ��� s 	�'�� �)������� 
� �#��
�� ��������� 
� ��� 	�
� 
� ����, ����� ���������, � �)�������. &
� 
����� 
(�
����
���) ��
� �����	� ��
� � o ����	�� 
�� ������ �)�������� 
� ����� 
� �#��
��. � ��
���	
 
�� 
.	. � �����
�� ����#��	�
���
 	� ����	�
���� sr,  ��� �. 

� ��������� ���
�����
� ��� ����&�(�����	�� 	
�
�
��� ����&��
� ��
 

	� 
��
 ��$���
. 

������� 4.1. � �����
��� ������
�
�� 
�� ����#��	�
���
� ��
���	
� 	� 
����	�
���� sr,  ��� � ����
�� ��� 
�� 

��
�

�
��
�

� �
��
�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

�
���

�

sr

x�

s

x

r
xXPxf )()( , �x ...,,1 ,0� .                  (4.1) 

� �!��"�. � ���&�
��	�� �$�
� �  ���� 
������ ��
�

�
��
�

� �
�

�

sr
�N )(  ���&�
��	� �����
, 

��
 	
� 
 
������ �(� �-��(� �"
�����(� �
� �'�
��
� �
 �!
��
'�. +
 ���&�
��	� 


��� �����
 ���
� ��
���
�
. +
 ���������
 }{ xX �  ���� 
������ ��
�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

�

x�

s

x

r
 �-

���� �"
�����(� �� x ����
 
�� �
 r 	
� x� �  �
'�
 
�� �
 s. ��
���(�, �'�"(�
 
�� �
� 	 
��	� 
����� ��� ���
�����
�, 

��
�

�
��
�

� �
��
�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

�
���

�

sr

x�

s

x

r
xXPxf )()( , �x ...,,1 ,0� . 

#����$�
��� ��� 

0)( �xf , �x ...,,1,0� , 0)( �xf , }...,,1,0{ �x�  

	
� �'�"(�
 �� �
� �'�
 �
� Cauchy, 

�
�

��
�

�
��
�

� �
���

�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

��

0x �

sr

x�

s

x

r
,                                          (4.2) 
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� �
� �

���
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�
��
�

� �
��
�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

�
�

� �
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1)(
x x �

sr

x�

s

x

r
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��(� 
�
�����
� 
�� �
� 
����� ��� ���������� ���
�����
�. ������ �
 �����
 �� 
����	� ���
�����
 	
�
��)
��
� 
�� ��� 
��������� 

�x 

0 , rx 

0 , sx� 
�
0  

	
� ���
� 
� 
	��
�
� x �� 

},min{},0max{ r�xs� 

� . 

 #�
 ������
 ��$���
 ����&
��
� � ���� ���� 	
� � ��
��
�� ��� ����&�(-
�����	�� 	
�
�
���. 

������� 4.2. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ��������� 
�� ����#��	�
���
 
��
���	
 	� �����
��� ������
�
�� 
�� (4.1). !�
� � 	��� 
�	
 ��� � �������� ��

� 
�����
�� ��� 
�� 

sr
r

�XE	
�

�� )( , 
1

)(2

��
��

�
�

�
�

��
sr
�sr

sr
s

sr
r

�XV� .              (4.3) 

� �!��"�. � ���� ���� ��� �.�. �, �'�"(�
 �� �
� 
�����, �����
� 
�� ��� 

�
�

��
�

�
��
�

� �
��
�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

�
��

�

1

)(
x �

sr

x�

s

x

r
xXE	 . 

.�����
�
�$��
� �� ����� 

��
�

�
��
�

�

�

�
�

��
�

�
�

���
�

�
��
�

�

1
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)!()!1(
)!1(

)!(!
!

x

r
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xrx
r

r
xrx

r
x

x

r
x  

	
� �
� �'�
 (4.2) �
� Cauchy, 
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�
� ��
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�� �

sr
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s
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r
r

�

sr
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s
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r
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yx
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sr

r
�

�

sr

�

sr
r

�
���

�

�
��
�

� �
��
�

�
��
�

�

�

��
�

1
1

. 

H ��'����� ��!�� �
�
&
���	� �
�� ��� �.�. � �����
� 
�� ��� 

�
�

��
�

�
��
�

� �
��
�

�
��
�

�

���
�

�
��
�

�
����

�

2
)2( )1()]1([

x �

sr

x�

s

x

r
xxXXE	 . 
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��
�

��
�

����
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�
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�
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)1(
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!

)1()1(
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r
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r
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x

r
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� �
� �'�
 (4.2) �
� Cauchy ����&
��� ��� 
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��
���(� 
2

22

)1)((
)1()1(

)]([)()]1([()( �
�

�
�
�

�
�

�
�

�
���
��

������
sr

�r
sr

�r
srsr

rr��
XEXEXXEXV�  

                      
1��

��
�

�
�

�
�

sr
�sr

sr
s

sr
r

� . 

 � ����&�(�����	� 	
�
�
�� �'�
�
� �
 ��
��&&�����, &�
 ��&� 
 sru ��  
�� 
�� ��(����	� 	
�
�
�� �'�"(�
 �� �
 ������
 ��$���
. 

������� 4.3. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ���� 
�� ����#��	�
���
 �����
��� 

������
�
�� (4.1) 	� sru �� . �� ��sru ,,  �
�� ��
� p
u
r

u
�

��
lim , 
�
� 
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u
pp

x

�

u
sr

x

� ��

��
���

�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

� �

�

� )1(
)(
)()(

lim , �x ...,,1,0� .                    (4.4) 

� �!��"�. #'�"(�
 �� ��� ������� p
u
r

u
�

��
lim  	
� ������ 

u
r

u
s

�� 1  ��
��� 

p
u
r

u
s

uu
����

����
1lim1lim . 

������ 0lim �
�� u

c
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 &�
 ��
���� ((� ��
� u) 
����� c. ��
���(� 

x

ux
x

u
p

u
x

u
r

uu
r

u
r

u
r

��
�

�
�
�

� �
��

�

�
�
�

� ��
����
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lim

)(
lim � , 

x

ux
x

u
p

u
x�

u
r

uu
s

u
s

u
s �

���
�

��
���

�

�
�
�

� ��
��

�

�
�
�

� �� �
�
� )1(

11
lim

)(
lim � , 

1
1

1
1

11lim
)(

lim ��
�

�
�
�

� �
��

�

�
�
�

� ���
���� u

�

uu
u

uu
��

� . 

.�����
�
�$��
� ��� 
��
	�� 
���� ������� ����&
��� ��� (4.4). 

&��'!��(�� 4.2. *�
�	��� 
�� ����	�' 
�� $����� ��	��� (Feller, 1968). A� 
��
���
��� ��� �� ��
  ���� ������� ��
� �&�(��
� 
������ u 0
��$�. ��� ��  ���� 

��� 0
��'
��� r 0���
 �
 
�
�
 ���
��'
��� �� ��
 
��!��� � 	�		��� 	� ��
 	
� 

"��
��� 	
� �� � � �'���
. 2��� 
�� 
������
 ����
 0
��'
��� 
�� ��  ���� 

��� � 0���
 	
� �
�
���
'�� ��� � 
�� 
��� ��
�� ��� 	�		��� 	� ��
. -
 
��
 
&����� � ���� �
� u � 
�
�
 ��&���
�
��� ��� ���
�����
 �,up  �
 ��'���
 

���&�
 0
��$� �
 �������� � ���
�����
 0���
. 
 %
�
���
'�� ��� ��
 ��
�
���	� 
��� ����
�
 �	
�
�
�
'��
� 
� ��
������ �
� 
����&�(�����	
' ��
�
���	
' ��
�'�
� (�
��� 
�) 	
� �'�"(�
 �� ��� (4.3) � 
���
�����
 �,up  �����
� 
�� ��� 

��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

�

�
��
�

�
��
�

�
�

�

u

��

ru

�

r
pu �, . 

*�
 �� ��&���
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��� ��� �
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ru��
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u��ru
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�u

���
�

�
���
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�
�

 

���
� ��&
 '���
 �
� 1 
� )/()()/( ru��u� ���  	
� ��	�����
 �
� 1 
� 
)/()()/( ru��u� ��� . ��
���(� � ���
�����
 �up ,  (� ��������� �
� u 
�!���� 

��
 �������
 �r/�u � , "����� ��
 �������
 �r/�u �  	
� �
����� �� ��&���� ���� ��� 
&�
 ][�r/�u � , ��
� ][x  �
�������� �
 
	��
�
 ���
� �
� x. � ���� 
��� �
� u � 

�
�
 ��&���
�
��� ��� ���
�����
 �up ,  
�
�� �� ��
 ��
�	��� �
� 
����
' �(� 

0
��$� ���  �����. 

 
5. ��	�
��� POISSON 
 
������� 5.1. ��
� � 	�� ������

 
����� 	�
����

 	� �����
��� ������
�
�� 

!
)(

x
�

exf
x

��� , ...,1,0�x ,                                       (5.1) 

���� ��� �0 . � ��
���	
 
�� 
.	. � �����
�� ��
���	
 Poisson 	� ����	�
�� �. 

 #����$�
��� ��� 

0)( �xf , ...,1,0�x , 0)( �xf , ...},1,0{�x  

	
� ������
�
�$��
� �
 
�����&�
 ��� �	����	�� ���������� ze  �� ���
�
�����, 

�
�

�

�
0 !x

x
z

x
z

e ,                                                    (5.2) 
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��(� 
�
�����
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�� �
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����� ��� ���������� ���
�����
�. 
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�
�
��� ��� �.�. � �����
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�� ��� 
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x
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�
�                                    (5.3) 

��
� ][x  �
�������� �
 
	��
�
 ���
� �
� x. 

 O %��
	
� 2 �
� �
�
����
�
� ����� �� ��������� ���
�����
� (5.1) ��� 
	
�
�
��� Poisson &�
 10...,,2,0,1,0�� . 

 � 	
�
�
�� Poisson �� �����	� 
�� �
 *�  
 �
���
��	� Simeon Denia Poisson 
(1781-1840) (� ��
��&&����	� 	
�
�
�� ��� ��(����	�� 	
�
�
���. #����	� 
 
Poisson 
�����!� �
 1837 �
 
	� 
��
 ��$���
. 

������� 5.1. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ���� 
� �����	��
 ��
���	
 	� 
�����
��� ������
�
�� 
�� (2.5). �� #�� ���  
� 0�p  �
�� ��
� ��p �  (
 
#�����
��� ��p �

���
lim ), ���� 0��  �
����
, 
�
� 
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!
)1(lim

x
�

epp
x

� x
�x�x

�

��

��
����

�

�
��
�

�
, ...,1,0�x .                           (5.4) 

� �!��"�. � ��������� ���
�����
� (2.5) ��� ��(����	�� 	
�
�
���, �'�"(�
 �� 
��� ������� �/�p � , ...,2,1�� , �'�
�
� �
 &�
"�� (� �!�� 

x

x
x

x
xx

�

�

�

�

�

�

x
�

pp
x

�
�
�

�
�
�

� ��
�

�
�
�

� ������
�

�
��
�

� � 11
)(

!
)1(

�
� . 

.�����
�
�$��
� ��� 
��
	�� ������� 

1
1

1
1

11lim
)(

lim ��
�

�
�
�

� �
��

�

�
�
�

� ���
���� �

x
��

�

�x
x

�
� , 

�
�

�

�

��
��

�

�
�
�

� � e
�

�
1lim , 11lim ��

�

�
�
�

� �
��

x

�

�

�
, 

����&
��� ��� (5.4). 

&��������� 5.1. � ��
��&&��� (5.4) ���
� �	
�
�
����	� &�
 20��  	
� �p /10
 . 
������ � ���
�����
 p ��"������ ���� �����
���
� (�������
�) ��
�����
� ��	�� 
(��(����	� 0�p  &�
 ��� ) � 	
�
�
�� Poisson ��(����
� (� ��
���	
 
�� 
������� ������	����. ������ 
�
"����
� 	
� (� ��	�� 
�� 	����� ����	��. 

 #����	� �� �� ���� ���� 	
� �� ��
��
�� ��� 	
�
�
��� Poisson 
�
���	�'
��� 
�
 
	� 
��
 ��$���
 

������� 5.2. ��
� �
� � 
����� 	�
����

 � ���� 
�� ��
���	
 Poisson 	� 
�����
��� ������
�
�� 
�� (5.1). !�
� � 	��� 
�	
 ��� � �������� ��

� �����
�� ��� 

�� 

�XE	 �� )( , �XV� �� )(2 .                                    (5.5) 

� �!��"�. � ���� ���� ��� �.�. �, �'�"(�
 �� �
� 
�����, �����
� 
�� ��� 

� �
�

�

�

�

�
��

�
���

1 1

1

)!1(!
)(

x x

xx

x
�

�e
x
�

xeXE	 �� , 


����, ������
�
�$��
� ��� (5.2) ����&
��� ��� ��$�� 
�� ��� (5.5). 
� ��'����� ��!�� �
�
&
���	� �
�� ��� �.�. � �����
� 
�� ��� 

��
�

�

�
�

�

�

�

�
�����

2

2
2

2
)2( )!2(!

)1()]1([
 

��

x
�

e�
x
�

exxXXE	
x

x

x

 


����, ������
�
�$��
� ��� (5.2) ������
��
��� ��� 
2

)2( )]1([ �XXE	 ��� . 

��
���(� 

����XEXEXXEXV� ��������� 2222 )]([)()]1([)( . 

&��'!��(�� 5.1. �� ��
���
��� ��� � �
�
&(&� ���� ��
���
��	
' ��
4���
� 
&����
� 	��( 
�� ��
�����	� � �&�
 �
�����
� ���� $��� �
 � ��
'��
� 
� ��
������ 
�
� ��
�
���	
' ��
�'�
� (�
��� 
�) �(� 
��!
����(� �
	��$� Bernoulli. 2�
 



 76 

�
���
 �
� ��
4���
� 
��
' ��(����
� � 
��(�
��	� 
� ��� � ��o� � �� ��� 
	
�
�������� ��
��
&�
"�� 	
� � ���
�����
 &�’ 
��� ���( ��� ���
� 01,0�p . -
 
��
 
&����� � ���
�����
 ��(� �� ��
 	��$��
 20 �
���(� �
� ��
4���
� 
��
' 
������� ��
 �
 �
 ' � 
��(�
��	�. 
 ,��( � 
 
������ �(� � 
��(�
��	$� �
���(� �
� ��
4���
� ��
 	��$��
 �(� 20 
�
���(�. � ���
�
 
��� ���
� ��� ���� �� ��(����	� 	
�
�
�� �� ��������� 
���
�����
� 

xx

x
xXP �

��
�

�
��
�

�
�� 20)99,0()01,0(

20
)( , 20...,,1,0�x . 

E����� �
 20��  ���
� ��&� 
 	
� �
 01,0�p  ��	�� ���� $��� 2,0�� �p�  ���
� 
��	�����
 �
� 10 � ��
��&&��� 
���� 
�� ��� Poisson �� 

!
)2,0(

)( 2,0

x
exXP

x
��� , ...,1,0�x  

���
� �	
�
�
����	�. .�����
�
�$��
� �
� %��
	
 2 �
� �
�
����
�
�, �
���
��� 

9824,01637,08187,0)1()0()1( �������
 XPXPXP . 

#����$�
��� ��� ������
�
�$��
� �� ��(����	� ��������� ���
�����
�, �
���
��� 

9832,01652,08180,0)1()0()1( �������
 XPXPXP . 

&��������� 5.2. &
����
��
 ����� � (����������) Poisson. �� ��(���
��� ��
 
���
�
 ����
�
 ��
 
�
�
 ��
 ���������
 � ��
��� �
 ��"
��)��
� 
(��
&�
�
�
����
�) �� ���"
��� ��
��	�� ���&��� � �� ���"
�
 �����
 �
� �$�
� 
(�
�
�����
�
�, �������
�
� � ��������
�
�). *�
 �
�����&�
 �� ��
 ��
��� 
���)���� �
 ���������
 �"�!�� 
��
	����
� ��
��� �
 ��
&�
�
�
����� �� 

�
�
���
�� ��
��	� ���&�� ��(� 	
� �� ��
 � �	
 Petri �� �
	������
 �
 
���������
 �
�
������� �� �
 ��	�
�	���
 �	
���
' �����
� (�
 
�
�
 ���
���� 
��� '�
�!� 
�
�	�
� �
	������(�) ��
��� �
 ��"
������ �� 
�
�
���
�� �����
 

���� (�� 
�� �����
 �
� ������
�). 1�
���
��� ��� 
� �����	�� �
� ������
�
� 
�
�
���
�� 
����� ���� ��
 ����
 � �
 �$�
 	
� ��� 
 
������ ��"
����(� �
� � 
�� �'
 !��
 ���
!' �
�� ��
��	� � �(��	� ��
����
�
 ���
� 
��!�����
 ���������
. 
���� �
�, ��
���
��� ��� � ���
�����
 ��(� �
 ���������
 � ��
&�
�
�
����� ��
 
"
�� �� ��
 ��	�� ��
��	� �������
 ���
� 
�� 
&� �
� ��	
�� �
�, ��$ � 
���
�����
 ��(� �
 ���������
 � ��
&�
�
�
����� �'
 � ������������ "
��� ��
 
��	�� 
��� ��
��	� �������
 ���
� 
�� ���
. 
 #�
 ���
�
 
��� ����
�
 
� �
�
����
��� �� tX  �
� 
����� ��"
����(� �
� � 
�� ��
��	� � �(��	� �������
 ��	
�� t. *�
 ���
���
 t, � tX  ���
� ��
 ���
�
 
���
� ��� �
� ��
��� �
 ����� ��� ����� ...,1,0 , ��$ ��
� �
 t ���
��  ��
�, � tX , 

0�t , 
��)�� ��
 
�	
&����
 ���
�(� ���
� ��$� � 
�
�
 	
 ���
� �
����
��
 
����� � (
 ����������). 
 *�
 �
� ��
���
����� ��� ���������� ���
�����
� ��� tX  �(��)
��� �
 
�������
 ],0( t  �� ��
 ��&� 
 
����� � ��
��
������(� ��	
�� t/�+t � . #� 	��� 
���
�
 �������
 �
 ��
��� �'�"(�
 �� ��� �����	�� �
� ������
�
� ���� ��
 
��
&�
�
�
���� �
� � (�������
) �� ���
�����
 �t/��+tp �!� , 0�� , ���� 	
���� 
��
&�
�
�
���� �
� � (
�
����
) �� ���
�����
 �� pq �� 1 . � ��������� 
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���
�����
� �
� 
����
' tX  ��"
����(� �
� � ��
 � ��
��
����
�
 (
��!������� 
�
	����) ���
� � 

xx
t qp

x

�
xXP �

��
�

�
��
�

�
!� �

��)( , ...,1,0�x , 
�

�t
p !� . 

������ &�
 0�+t , �
 ���  	
� �t�p� �
���

lim , � ��(����	� 
��� ��������� 

���
�����
� ��
 ���
 &����
� 

!
)(

)(
x
�t

exXP
x

�t
t

���  ...,1,0�x , )0,0( �� t� .                     (5.6) 

 �!�)�� �
 �����$�
��� ����	� 
�� �
 ��
 �
�
	�������	� �
�
���&�
�
 
"
��
���(� �
� ��"
��)
��
� ���� ���!� 	
� �	
�
�
�
'� ��� �����	�� �
� 
���
�
��(����	
' �
��� 
� ��� 	
�
�
��� Poisson. 
 (
) 2�
 �
������&�� ��&� �	������ �(����
 �. � 
������ �(� �(�
��(� �
� 
"���
�� �� ���
���
 ����
 �
� �$�
� �� ����
 t 
�
�� �� �
 ��
 &�(��� 
�
�����&�
 ���
�
� ���
� ���� �
� 
	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson. #�
 ����"��
 
����
�
 �(� Rutherford, Chadwick 	
� Ellis (1920) �
�
������	� ��
 �
������&�� 
��&� &�
 2608��  ��
��	� ��
����
�
 �(� 5,7  ������
 ���(�. +
 �
�
��������
 

�
�� ���
�
 �����	
� �
 ' 	
��� ��
 
�����
��
 ��(����	� �
� ����� � 	
�
�
�� 
Poisson �� 87,3�� . 

 (�) ���
� &�(��� �
 ���� ��
 �(�  
��
����(� �� �"(��	$� �������(�, ��
� 

��� �
� 
����
' �
� ���� ����
������ ��
 	
���� 	
 ���
� �  
� 
������. ,��� 
����
�
��	� �
�
������� ��� 
 
������ �(�  
��
����(� �� �"(��	$� �������(� 

	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson. ������ 
 
������ �(� �� �"(��	$� 	 ���(� �
� 
"���
�� �� ��
 �� �"(��	� 	����
 ��� ����	��
 ��
� ��
��	�� ������
� 
	
 
���� 
��� 	
�
�
�� Poisson. 
 (&) � 
������ �(� ��
�
�(� 
�������(� �� ��
 �� � � �� 	��
�
 ����
 �
� 

��	
' ��	�'
� ��� ����	��
 ��
� ��
��	�� ������
� (����
, ���
�, ����
� 	. �.) 

	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson. +
 �
��� 
 ��(� 
��� ��� ��
��� �
 �"
��
���� 
&�
 ��� ������(�� �
� 
����
' �(� 
��
	����(� �
� ��&	�
'
��
� &�
�� �� ����	� 
��������
�
 ��� �	
��
� ����������
 
�� ��
 
��
	����
. 
 (�) � 
������ �(� ����
�$� ��
� 
��
�
��	�� ������ �
� ��� ��"
��)
��
� ��� 
$�
 ��� 
�
�$����� ��$ ��
�� 	�
����� ������. 2� 
��� ���0� 
� 
��
�
��	�� 
��
������ ��
�� �� 
�
�
�� ��
 ��	�� 	
�� 
&
 ����
�$� 
�� �
� 
�
�
 	
� 
���� ��$�
�� ��� 	���� ������ �
� 
��
�	�"
��. 
 (�) �
�� �
� �
��
������ ���� ����
� 
� ������ ��"�
�� �����(� �� ���"
�
 
�����
 	
��� ��
 ����
. � 
������ �(� �
��$� �
� ��"�
�� �� ���"����
 t 
����
&(��	$� ����(� &'�( 
�� �
 ����
 
	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson. ���� 
���� 
�
������� 	
� 
�� �
 ��
�����	� ��
����
 �
� �
��
�����
' �
� �
����
� �� 
��������� ������ ��� ����	��
 �
� ������
� �
&	
���
� �
 ��
�. 
 (��) 2�
 � �	
 Petri �� 
�
�	��� �
	������(�, 
� 
�
��� �� �
 ��	�
�	���
 ���
� 

�
��� (� �	
������ 	� ����, �(��)��
� �� ��	�� ����
&(����
. � 
������ �(� 
�
	������(� �� ���"����
 t ����
&(����(� 
	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson. 

 �	��� 
�� �
 �
�
���&�
�
 
��� �����
�� 	
� �  
 "
������
 � ������
�
, ��(� 
 �&����
 &�(���, ��
 
�
�
 ��
��� �
 �"
��
���� � 	
�
�
�� Poisson. #�� 
�������
 �
 �!����
��� ����	� 
�������	� �
�
���&�
�
 �"
��
&�� ��� 	
�
�
��� 
Poisson. 
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&��'!��(�� 5.2. #� ��
 ��&	�	������ 
��
�
��	� ����� �
� �!���������
� 
�� 

��
� ��
 80 ����(� ���� �
�
������� ��� 4 �������� 	
�� ���
 ��
 ��� 
��"
��)
��
� 	
�� ��� 
�
�$����. %
�
 ���
� � ���
�����
 ��
�
 �
� ����	��
� (
) 
��� ��'���� ���� 	
� (�) ���� ������ ���� �
� 	
�
 �&
� 
�
�
��� �
 �
!���'���; 
 � 
������ � �(� ����
�$� �
� ��� ��"
��)
��
� 	
�� ��� 
�
�$���� 
	
 
���� 
��� 	
�
�
�� Poisson �� ��������� ���
�����
� 

!
4

)( 4

x
exXP

x
��� , ...,1,0�x . 

��
���(�, ������
�
�$��
� �
� %��
	
 2 �
� �
�
����
�
� �
���
��� &�
 ��� 
������(�� (
) 

9084,00733,00183,01)1()0(1)2( ���������� XPXPXP , 

�
� ���
���� ��� ���
� ������ ���
�
 ��� �
 ��
�
 �
 �
!���0��. *�
 ��� ������(�� 
(�) �
���
��� 

�
�

�����������
4

0

3711,01954,01954,01465,00733,00183,01)(1)5(
x

xXPXP , 

�
� ���
���� ��� ������� ��&� � ���
�����
 �
 ��
�
 �
 �
!���0��. 

&��'!��(�� 5.3. � 
������ � �(� �$� �
� �
�
���
'��
� �� ��&	�	�����
 
��
 
&����	� 	����
 
	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson �� ���� ���� 3 �
'� 
�� ���
. 
-
 ��
 
&���
'� 
� ���
������� ��(� ��
 	����
 
��� �
�
�����
'� (
) �
 �
 ' 2 
�
� �’ ��
 ���
, (�) �
 �
 ' 4 �
� �� ��
��	� �������
 2 ���$�, (&) 2 �
� �����
 
����� �� 2 �
 �
 ' �
'� ��
 ������
 ������
. 
 � 
������ tX  �(� �$� �
� �
�
���
'��
� ��
 ��&	�	�����
 ��
 
&����	� 	����
 
�� ��
��	� �������
 t ���$� 
	
 
���� ��� 	
�
�
�� Poisson �� 

!
)3(

)( 3

x
t

exXP
x

t
t

��� , ...,2,1,0�x . 

��
���(�, ������
�
�$��
� �
� %��
	
 2 �
� �
�
����
�
�, �
���
��� (
)  

�
�

� �����

2

0

3
1 4232,02240,01494,00498,0

!
3

)2(
x

x

x
eXP  

	
� (�) 

�
�

� �������

4

0

6
2 2851,01339,00892,00446,00149,00025,0

!
6

)4(
x

x

x
eXP . 

� 
������ % �(� ���$� �� 2 �
 �
 ' �
'� 
	
 
���� �� ��(����	� 	
�
�
�� �� 

yy

y
yYP �

��
�

�
��
�

�
�� 3)5768,0()4232,0(

3
)( , 3,2,1,0�y  

	
� ���� (&) 

3857,0)4232,0(
3
3

)5768,0()4232,0(
2
3

)2( 32 ���
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��YP . 
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6. �������� 
 
 1. ,��( ��� �'
 ��
	�	�����
� 	'�
� ����
��
� 12 "
���. -
 ��
���
������ � 
��������� ���
�����
� �
� 
����
' � �(� ��0�(� ���� 
�
��� 
 
������ �
� ��$�
� 
	'�
� �����
���� �
� 
����� �
� ������
� 	'�
�. 

 2. ,��( ��� �� 10 ��0��� ���� �� 
���� ���
� �
����
�
� � ���
�����
 �
 
��"
������ 5 "
��� 	�"
 � ���
� ��� ���
 ��� ���
�����
� �
 ��"
������ 4 "
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��%!������ �	�*� ��� }{}{ xXyxX ����  ��� 
���
���	������� ��� (2.2), ����� �
� �� 
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yeyFyXP ������ )(1)(  

"	���� � (2.4). 
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����#$���� 2.1. �� �����
���� ��� ��"
�.� Poisson tX , 0�t  �� �"
� ���� 

�tXE t �)(  (%
. /�������
� 5.2 ��� ���. 3) ��� �� 	���
��
���� �� ! �� ����� 
�������� �"��� ��� 	��#����	���
� ��� 	����� �	������� (���!��
�� ��� 
�� ����"��� #). �	�� � �� �� ������� }{ tT � , �	�� � 	���� �	������ 
	��#����	������ ���! �� ������� 
��#�� t, ����� �
� ����� �� �� �� ������� 

}0{ �tX , �	�� � ������� ��� �	������� �"��� �� ������� 
��#�� t ����� �� "�, 
���
���	������� ��� (5.6) ��� ���. 3, 
��!#���� �� 
�"
� 

t�
t eXPtTP ����� )0()( , 0�t  

��� �	� ���� �� 
��!���
� ��������� ��� �.�. !, 

�
�
	


���

��
�
�

� .0,1

0,0
)(

te

t
tF

t�
                                       (2.5) 

�	��"���, 
������ �� �� (2.2) � ������ �������� ! �"��� ��� 	��#����	���
� ��� 
	����� �	������� 
� ��� ��"
�.� Poisson "��� �������� ��������. 0��������� 
 ������ ��  ������ ��� �� �� �!��
�� ������ ����.�  �� ������ �	������� 
� ��� 
��"
�.� Poisson "���� �������� ��������. 

������� �� 2.1. -
�� ��� �  �!����� 
� 
�	�! ���� ��
����������, 
’ "��  ���
�� 
��
������� �!
���, ���
����� ��� �������� �������� �� �"
� ���� 10 
�	�!. 
�	�
��, "
�� ��� �� 
��#�� 	�� �!	���� �	����� 
��� ��
������� ���� �!
��� #�� 
"�� ��
������� "��� !

�� ��!��� ���� ���  �� 
�����! ���"�� �� 	����"���. +� 
�	�
�#�
���� �� 	���������� �  ������� �� 	����"��� (�) 	���

����� �	� 10 
�	�! 
(%) ����.� 10 ��� 20 
�	���. 
 �� � ����� �  �!����� ��� ��
���������� ��� 	����� ������, ���� 

�
�
	

��

�
�

� 0,1

0,0
)(

10/ xe

x
xF

x
 

��� �� '��������� 	���������� ����� (�) 
3679,0)10(1)10( 1 ����� �eFXP , 

��� (%) 
2326,01353,03679,0)10()20()2010( 21 ��������� �� eeFFXP . 

 
2.2. ��#�%&�$ Erlang 
 
������� 2.2. ���� � 	
� ���
��� ������ 	
������� 	
 ��������� ���������� 

�
�

�
�

	

��
�


��
��

��

,0,0

0,
)!1()(

1

x

xex
�

�

xf
x��

�

                               (2.6) 

���� � �
�
��� ��"��
�� ��
 
�� �0 . � ������	� ��� �.	. � ���
���
 ������	� 
Erlang 	
 ����	"����� � ��
 �. 

 $���������� ��� � 
��!���
� (2.6) ����� �� �������� ��� �	�� � 

!)1(
0

1 ��� �



��
�dxexI x�

� , ,...2 ,1�� ,                               (2.7) 
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��	��������� ��� 

� � �
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���� �

�
�

�
�

0 0

11 1
)!1(

1
)!1(

)( dyey
�

dxex
�

�
dxxf yx

�
��� , 

�	�� �	�������� �	� ��� ���
�� ��� 
��!���
�� 	���������. 

 )� �
��
����� �I , ,...2 ,1��   ������ �� �	�
�#�
���, ������'����� ��� 
�
��
���
� ���! 	��!#�����, �� �.��: 

� � �
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���
� ������

0 0 0

1
01 ][ dxex�exdexdxexI xxxx

�

����  

��� "�
� 

�� �II ��1 , ,...2 ,1�� .                                           (2.8) 

������'�����  �� ����! ��� ���#�#��� ���� 
�"
� ��� �	�� � 

1
0

1 �� �



� dxeI x , 


��!#���� �� (2.7). 

������� 2.3. ���� ��
 � ������ 	
������� � "�

 ��� ������	� Erlang 	
 ��������� 
���������� �� (2.6). !��
 � 	"�� �
	� ��
 �  
������ �����  � ����
 ��� �
� 

�

�
XE	 �� )( , 2

2 )(
�

�
XV� �� .                                  (2.9) 

��������. & �"
� ���� ��� ������� ����%
���� �,  � ���� �	� ��� 
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����#$���� 2.2. �� �����
���� ��� ��"
�.� Poisson tX , 0�t  �� �"
� ���� 

t�XE t �)(  (%
. 	�������
� 5.2 ��� ���. 3) ��� �� 	���
��
���� �� �T  �� ����� 
�������� �"��� ��� 	��#����	���
� ��� �-�
��� �	������� (���!��
�� ��� 
�� ����"��� #). �	�� � �� �� ������� }{ tT �� , �	�� � �-�
�� �	������ 
	��#����	������ ���! �� ������� 
��#�� t ����� �
� ����� �� �� �� ������� 

}{ �X t � , �	�� � ������� ��� �	������� �"��� �� ������� 
��#�� t ����� ���������� 
��� �, ���
���	������� ��� (5.6) ��� ���. 3, 
��!#���� �� 
�"
� 
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etF , 0�t ,                                   (2.10) 
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��� �	��"��� � 
��!���
� 	��������� ��� �.�. �T  ����� � 

t�et
�

�
tf ��

�
� 1

)!1(
)( �

�

, 
�� t0 . 

& �������� ���� ��
������� �	� �� 1��� ���������� A. K. Erlang (1878-1929). 
$���������� ��� � 
�"
� (2.10), �	�� � 
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������� �� 2.2. & �����
�� �����!
�
� �
�������� ��"�#���� 
� ���������� 
��
�%������ 
� ��� 	�
� ����� ��� ������ ����%
��� � � �	��� ���
����� ��� 
�������� Erlang �� �"
� ���� 10)( �XE  ���������� ��
�%������ ���  ��
	��! 

5)( �XV  ���������� ��
�%������. & �"#�
�� 	�
����� ��"�#���� 	�� �	���� �� 
 ���� 
��� 	�
� 
� ��� �"�� ����� 15 ���������� ��
�%������. +� �	�
�#�
��� � 
	��������� �� �� �����	������� �� �����
��� ��!#��� ��� 	�
�� 
� �
������� 
��"�#���. 

& ������ ����%
��� � "��� 
��!���
� 	��������� 

x�ex
�

�
xf ��

�
� 1

)!1(
)( �

�

, 
�� x0  

�	�� � ������� ��"����� ��� 
�� �0 . & �"
� ���� ���  ��
	��! ��� �, 
������ 
�� ��� (2.9) ����� 

�

�
XE �)( , 2

)(
�

�
XV �  
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��� �	�� � 10)( �XE , 5)( �XV , 	�������� 

4�� , 5/2�� . 
�	��"��� 

5/23
4

!3
)5/2(

)( xexxf �� , 
�� x0  

��� � 	��������� �� �� �����	������� �� �����
��� ��!#��� ��� 	�
�� 
� �
������� 
��"�#���  � ���� �	� ��� 

�



���
15

5/23
4

!3
)5/2(

)15( dxexXP x . 

,��
���	������� �� (2.11) ��� ��� /����� 2 ��� 
��!���
�� 	���������� ��� 
���������  	�������� 

1422,0
!

6
)15(

3

0

6 ��� �
�

�

�

�

�
eXP . 

������� �� 2.3. -
�� ��� � ������� ��� ���������� 
� ����������
���! 
 �
�������� �� 
�%��! ���!#���� 	�� ��
!#����� 
� ��
������� ��� ������ 
���
����� ��� �������� Poisson �� �"
� ���� 8 !���� ��! ��"��. +� �	�
�#�
���� 
(�) � 	��������� �	�� � ������ �������� �"��� ��� !��.� ��� ������ ���������, 
����������� �	� ��� ���� ��� ��"���, ����� ���
!��
�� 12 ���� ��� (%) � �"
�� 
������ �������� �"��� ��� !��.� ��� ������ ���������. 
 (�) � ������� tX  ��� ���������� 
� �������  �!
���� t ���� ���
����� ��� 
�������� Poisson �� �"
� ���� �tXE t �)( , �	�� 3/124/8 ��� . � ������ 
�������� 3T  ���
����� ��� �������� Erlang �� 
��!���
� ��������� 

�
�

���
2

0

3/

!
)3/(

1)(
�

�
t

�

t
etF . 

�	��"��� 

�
�

������
2

0

4
3 !

4
1)12(1)12(

�

�

�
eFTP  

��� ���
���	������� ��� /����� 2 ��� 
��!���
�� 	���������� ��� ��������� 
Poisson 	�������� 

7619,0)1465,00733,00183,0(1)12( 3 ������TP . 

 (%) & �"
� ���� ��� 3T , 
������ �� ��� 	���� �	� ��� (2.9), ����� 

9
3

)( 3 ��
�

TE . 

 
3. �ANONIKH KATANOMH 
 
 & 
������������ �������� 	���������� ��
� �	� ��������� !	�*� �
� ��� �	� 
!	�*� ������#�� ����� � �������� ��������. & �������� ���� ���
���	������� 
�����! �	� ���� De Moivre ��� Laplace #�� ��� 	��
"##�
� ���  ��������� 
��������� #�� ��#!
� �. � Gauss, � �	����  ����	�
� �� ������ ��� 
��
�!���, 
���
���	���
� ��� �������� �������� �� 	��
�##�
���� ��� ��������� ��� 
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������� 
��
�!���. & �����
�� �������� ����� 
�����! 	��
���� ��� ����
���� 

��� Karl Pearson. 

������� 3.1. ���� � 	
� ���
��� ������ 	
������� X 	
 ��������� ���������� 

,
2

1
)(

2

2
1

�
�

�
�
�

 �
�

� �

	x

e
��

xf  
��
� x ,                              (3.1) 

���� 
��
� 	  ��
 
�� �0  
���
 ����	
���
. � ������	� ��� ������� 

	
�������� � ��	�����
��
 	
 ),( 2�	N  ��
 ���
���
 �����
�� ������	� 	
 

����	"����� 	  ��
 2� . 

$���������� ��� � 
��!���
� (3.1) ����� �� �������� ��� ���
���	������� 
 �� ����! ���� ����
������
���� �	xz /)( ��  ��� 2/zu �  ��� �� �
��
����� 
��� Euler, 

�
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� �
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2 �
due u , 


��	��������� ��� 

1
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1

2

1
)(

0

2/2
1

 22
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�




�

�
�

�
�
�
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�



�

���� due
�

dze
�

dxe
��

dxxf uz�

	x

, 

�	�� �	�������� �	� ��� ���
�� ��� 
��!���
�� 	���������. 

����#$���� 5.1. & �."���
� �"
� ��� �	��� ���"��� � �������� �������� 
�� 
(����� /���������� ��� $����
���� ����
���� ��� 
�� ��#!
� 	����
�� ��� 
������#�� ���. $�#������"��, �� ������ 
�!
���� 	�� ������'����� 
�  �!����� 
�����
��� "���� �������� ��������. 0�� �� 
�#� ����, � �������� �������� 
����"����� 	�

"� ���"� ��� �� ������	� ����	����. �	�
��, 	�

"� �������"� 
��
�  ������"� �
� ��� 
������� �	����� �!�� �	� ���
�"��� 
������� �� 
	��
�##�
���� �	� ��� �������� ��������. )� !����
�� ��� � �"
�� ���� ��#!
�� 
������� 	�������
��� ���
����� ���! 	��
"##�
� �������� �������� ���.!����� 
�	� �� 	��! �������� ���
������ �� �����"� 	�������
���. �����, 	�

! 	
�-
��
����! ���������
���! (	.�. �*��, %!���, %����
�#�� 
� ��
� �
	) ���
������ 
(	���#�!������ �����	������! �	�) ��� �������� �������� 

& �"
� ���� ��� �  ��
	��! ��� ��������� ��������� 
��!#����� 
�� ���
���� 
�������. 

������� 3.1. ���� ��
 � ������ 	
������� � "�

 ��� �����
�� ������	� 	
 
��������� ���������� ��� (3.1). !��
 � 	"�� �
	� ��
 �  
������ �����  � ����
 ��� 
�
� 

	XE �)( , 2)( �XV � .                                         (3.2) 
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� zz , 

��� "�
� 
��	
�������� � �	� ��.� ��� ����������. 

 )�  �!#����� ��� 
��!���
�� 	��������� )(xf , 
��
� x  ��� ��������� 
��������� ����� �� ����� ��� ������. & 	��!������ 	 	��
 ����'�� �� �"
� ��� 
���	�
�� �� 	��� ��� !.��� ��� x ��� � 	��!������ � �� �.� � 	�	
���
�"�� ��� 

������� ���. $�#������"��, �
� 	�� ����� ����� �� � ��
� 	�� �.��� ����� � 
���	�
� ��� �
� 	�� ��#!
� ����� �� � ��
� 	�� 	�	
���
�"�� ����� ���� (%
"	� 
$���� 3.1). 

 

�'$�� 3.1. & 
��!���
� 	��������� )(xf  ��� ��������� ��������� 

� ������� �� ���"��� 	����
�!'�� � �� ��� 	���	��
� ��������� ��������� �� 
�"
� ���� 0�	  ���  ��
	��! 12 �� . $�����! 
���������� ��� � ��	�	����"�� 
������ ����%
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� 	��������� (%
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& �������� ��� ������� ����%
���� %, � �	��� ����� )1 ,0(N , ��
����� ������
�	"�� 
�����
�� ������	�. & #������ 	��!
��
� ��� 
��!���
�� 	��������� ��� 
��	�	����"��� ��������� ���������  � ���� 
�� $���� 3.2. & ���
������� ��� 
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z �	� 0 �"��� 3 �� %��� 0,01. 0�� ��� 	��
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3�  �"��� 0 ���
���	������� � ���
���� � ������ ��� ��	�	����"��� ��������� 
���������. 
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��� � �	� ��.� �
��
�������. 

& 	��
"##�
� ��� 
��!���
�� 	���������� ���  ��������� ��������� #�� ��#!
� 
� (��������! 
!� ) �	� �� 
��!���
� 	��������� ��� ��������� ���������, � 
�	��� �	� ������� �����! #�� 2/1�p  �	� ��� De Moivre �� 1733 ��� #�� �	���-
 �	��� p  �	� ��� Laplace �� 1812,  � ���� ����� �	� ��.� 
�� �	����� �������. 

������� 3.3. ���� ��
 � ������ 	
������� � �������
� ��  
���	
�� ������	� 	
 
��������� �
��������� 
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������� 3.1. ���� ��
 � ������ 	
������� � �������
� ��  
���	
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������ ���"�

��. & 	��
"##�
� ���  ��������� ��������� 
�	� ��� �������� ��������  �� ����� �����	������� ���� �� �  �� ����� �����! 
��#!
�. 0����!, 
��� 	���	��
��� 	��
"##�
�� ����  �������� ��������� �	� ��� 

����� "��� �	� ������ ��� �� 	��
�##�
��� %�
��������� 
�������! �� �� ���
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	���
� ���  �����
�� 
��"�����. $������ �� ���� � 	��������� )()( xXPxf �� , 

...,1,0�x  	��
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������� �� 3.1. �� �	��"
���� ��� �  �!����� ���
�� X ���� #������� ���
����� 
��� �������� �������� �� �"
� ���� 270�	  ��"��� ��� ��	��� �	��
�
� 30��  
��"���. +� �	�
�#�
��� � 	��������� �	�� �  �!����� ���
�� 	�� ��� ����� 
��������� �	� �	�! �����. 
 ��
!#����� ��� ��	�	����"�� ������ ����%
��� �	XZ /)( �� , �	�� 270�	  
��� 30�� , 
��!#���� #�� �� '�����"�� 	��������� ��� "����
� 

)2(1)2()2(
30

270210
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270
)210( &&ZP

X
PXP ��������
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�
�
�

 �
�

�
�� . 

�	� ��� 	����� ��� ��	�	����"��� ��������� ��������� "����� 9772,0)2( �&  ��� 
"�
� 

%20228,09772,01)210( "����XP . 

������� �� 3.2. -
�� ��� � ������ ����%
��� � ���
����� ��� �������� �������� 
),( 2�	N . +� �	�
�#�
��� � 	��������� �	�� � � �	"��� �	� �� �"
� 	 �� 	�
� � 

��	��"� �	��
�
��� � , #�� 3 ,2 ,1�� . 
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 ��
!#����� ��� ��	�	����"�� ������ ����%
��� �	XZ /)( ��  
��!#���� #�� 
�� '�����"�� 	��������� ��� "����
� 

1)(2)()()()|(|)(| ������������� �&�&�&�Z�P�ZP��	|XP . 

�	� ��� 	����� ��� ��	�	����"��� ��������� ��������� "����� 8413,0)1( �& , 
9772,0)2( �& , 9987,0)3( �&  ��� "�
� 

%686826,0)(|)( "�������� �	|XP�	X�	P , 

%959544,0)2(|)22( "�������� �	|XP�	X�	P , 

%7,999974,0)3(|)33( "�������� �	|XP�	X�	P . 

$��	���
�����!, �� 68% �
����� ��� �
	�� 
��� �����
��' ������	�' ���������
 �
 
�������� �� ���' 	
�� ���
��� �����
���, �� 95% �
����� �
 ��������  '� ���
��� 
�������
�� ��
 �� 99.7% �
����� �
 �������� ��
�� �������
�� ��� �� 	"�� ��� 
������	�'. 

������� �� 3.3. �� �����
���� ��� � ������ ���!��
�� X ���� ����#������� 
��
� ���
����� �������� �������� �� �"
� ���� 30�	  
�	�! ��� ��	��� �	��
�
� 

2,1��  
�	�!. +� �	�
�#�
���� (�) � 	��������� �	�� � ������ ���!��
�� ���� 
��
� �� �	��%�� �� 28 
�	�! ��� (%) � 	��������� �	�� 
� ���
!��
��� 2 �	� 10 
��
� � ������ ���!��
�� �� �	��%�� �� 28 
�	�!. 
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������� �� 3.4. -
�� ��� "��  ��#�� � ������ ��
"#���� ������ �	� "�� 	
���
�� 
#�� ��� ������
� ��� 	�
�
��� p ��� ������ ��� 	
���
��� 	�� 	!
���� �	� ��� 

�#������"�� �
�"����. (�) +� �	�
�#�
��� �� �"#���� � ���  ��#����� "�
� �
�� �� 
	�
�
�� ��� ������ 
��  ��#�� 	�� 	!
���� �	� ��� �
�"���� ��  ���"��� �	� �� 
	��#������ 	�
�
�� p ���’ �	�
��� ���� 
�#����� �	� 1% �� 	��������� 
���
!��
��� 95%. (%) �� ����� #��
�� ��� 03,0�p  ( �
� � ��� 	�������� 	��� 

	!���� �
�"�����) 	��� 	�"	�� �� ����� �� �"#���� � ���  ��#�����; 
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 (�) �� � ����� � ������� ��� ������ ���  ��#����� 	�� 	!
���� �	� ��� 
�
�"����, ���� � ������ ����%
��� � ���
����� ��  �������� �������� �� 
	����"����� � ��� p. )� 	�
�
�� ��� ������ ���  ��#����� 	�� 	!
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�
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)1(38416 qp� �� . 

/���������� ��� � 
��!���
� 2)1()( pppppg ����  ��#�
��	������� #�� 
5,0�p , �	���  

25,0)5,01(5,0)1( ���� pp  

��� "�
� �� �	��������� �"#���� ���  ��#����� ����� 

960425,038416 "$�� . 

(%) �� ����� #��
�� ��� 03,0�p , ���� 

0021,0)03,01(03,0)1( ���� pp  

��� "�
� �� �	��������� �"#���� ���  ��#����� ����� 
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6. ��������  
 

1. -
�� ��� � ������ ����%
��� � "��� ��� ���������� �������� 
��  �!
���� 
],[ �� . �� 1)( �XE  ��� 3)( �XV , (�) �� �	�
�#�
���� �� 
�����"� � ��� �, (%) �� 

	��
 ����
��� � 
��!���
� 	��������� ��� ������� ����%
���� || XY �  ��� (#) �� 
%������ �� )(YE  ��� )(YV . 

2. -
�� ��� � ������ ����%
��� � "��� ��� ���������� �������� 
��  �!
���� 
]1 ,0[ . 1��.��� ��� � 
��!���
� ��������� ��� ������� ����%
���� 

X�
Y

�
�

1
1

log
1

 

 � ���� �	� ��� 

�
�
	


���

��
�
�

� .0 ,1

0,0
)(

ye

y
yF

y�Y  

��� 
��	��!���� ��� ���
����� ��� �������� ��������. 

3. (*��"�

�). -
�� )(XhZ � , �	�� zxh �)(  #�� 111 ����� zz qxq , ,...1 ,0�z , 
�� 10 �� q . 1��.��� ��� � ������ ����%
��� % ���
����� �� #��������� �������� 
�� 
��!���
� 	���������� 

z
Z pqzf �)( , ,...1 ,0�z , 

�	�� qp �� 1 . 

4. -
�� tX  � ������� ��� ���!��� 
� ��
������� ��� ������ �	� ��� 
	!��� 
�
�"���� 
� �������  �!
���� t ����. �� 
� 
�#������"�� �������  �!
���� ],0[ s  

��"%� "��� �!�����,  ��.��� ��� � ������� 
��#�� ! ��� ���!��� ���
����� ��� 
���������� �������� 
��  �!
���� ],0[ s . 

5. � ������ '��� � 
� ���� ���� ���
�"��� �
���������� 
������ ���
����� ��� 
�������� �������� �� �"
� ���� 1000)( �XE  ����. )� ��#�
�!
�� 	�� ����
���-
!'�� ��� 
������  � �� �##��
� � ���� 
���� 	�
!��� ���. +� �	�
�#�
��� �� � "�
� 
�
�� �� 	��������� ���
!��
�� 0,95 �� 
������ �� �	�'��� ��� ������ �##��
��. 

6. � ������ 
������#��� � �������� ����	
!��� ���
����� ��� �������� 
�������� �� �"
� ���� 	XE �)(  ����. 0�� ��� 	��
� ����	
!��� �	�������� � 

������#��  �� ���
!��
�� �	� ���� �"

����� ��������� ���. +� �	�
�#�
��� � 
	��������� �	������� ����	������ �	�
��
�� � ����. 

7. � ������ '��� � ��� ��� ��� #��		�� �"
� 
��� ��#���
�� ���� ������ 
���
����� ��� �������� �������� �� �"
� ���� 3 �"���. +� �	�
�#�
���� (�) � 
	��������� �	�� "�� !���� 	�� 	��
%
����� �	� ��� �� #���� ��
! 
�� ������� 
 �!
���� �	� 2 �"��� 4 �"��� ��� (%) �  �
����"�� 	��������� �	�� "�� !���� 	�� 
	��
%
����� �	� ��� �� #���� ��
! 
� 
�#����� �	� 5 
���
��! �"���  � ��"��� ��� 
"��� 2 �"��� !���
���. (#) �	�
�� �� �	�
�#�
��� � 	��������� �	�� 3 ���
!��
�� 
�	� 10 !���� 	�� 	��
%
������ �	� ��� �� #����� ��
! 
�� �������  �!
���� �	� 
2 �"��� 4 �"���. 
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8. -
�� ��� � 	�
����� � 
� ��
�! �� 
���� 	�� 	�
�� "�� 	������� %��'���� 
� 
��� �"�� 	"��� ��� ��
��� 
����� ���
����� ��� �������� Erlang �� �"
� ���� 5 
��
�! �� 
���� ��� ��	��� �	��
�
� 2,5 ��
�! �� 
����. �� ��  �.����"� ��� 
	�������� ��� 
�#������"�� �"�� "���� 8 ��
�! �� 
���� �� �	�
�#�
���� � 
	��������� �� 	������� �� �� �	��"
�� �� ����	������� 
�� '���
�. 

9. )� %!��� ��� ���#"������ 	�� ��� 
� ��� 
�#������"�� ���� ���
����� ��� 
�������� �������� �� �"
� ���� 3,400 ��
! #�� �� �#���� ��� 3,350 ��
! #�� �� 
�����
�� ��� ��	��� �	��
�
� 0,400 ��
! #�� �� �#���� ��� 0,350 ��
! #�� �� 
�����
��. +� �	�
�#�
���� �� 	���������� (�) "�� ���#"����� �#��� �� "��� %!��� 
��#�
����� ��� 4,000 ��
�� ��� (%) "�� ���#"����� �����
� �� "��� %!��� 
��#�
����� ��� 3,000 ��
�� ��� ��������� ��� 3,700 ��
��. 

10. )� �*�� X ��� �� ��� ���� 	
���
��� ���
����� ��� �������� �������� �� 
�"
� ���� 175 �����
������� ��� ��	��� �	��
�
� 5 �����
�������. +� �	�
�-
#�
���� �� 	�
�
�! ��� 	
���
��� ��� �� ��� �� �*�� (�) ��#�
����� ��� 175, 
(%) ��#�
����� ��� 180 ��� (#) ����.� ��� 170 ��� ��� 180. +� �	�
�#�
���� �� 
	���������� �	�� 
� ������  ��#�� 6 �� ��� ( ) �
�� ����� �*��� !�� ��� 180 ��� 
(�) ��  �� ����� �*�
������ ��� �"
�� ��� �"

����� ����
������ ��� �"
��. 

11. 2�� �������� ������ ����
���!'�� %� �� ��� �	���� �� ����� 
� 
��
��
������� ���
����� ��� �������� �������� �� �"
� ���� 40 ��� ��	��� 
�	��
�
� 1. �� �� ����� ���� %� �� ����� ����� ���  ��
������� ]40 ,39[ , � %� � 
��������� �
����������. +� �	�
�#�
���� (�) �� 	�
�
�� ��� �
����������� 
%� �� 	�� 	��!#�� � ������, (%) � 	��������� �	�� 
� ��� ������ �	�
�#� 5 %� �� 
��� �� 	�
� ����� �
���������� ��� (#) � 	��������� �	�� 
� ��� ������ �	�
�#� 100 
%� �� 20 �� 	�
� ����� �
���������"�. 

12. -
�� ��� � ������ � ���� ��!
����� (��
��#�����  ������) ���
����� ��� 
�������� �������� �� �"
� ���� 50 ���  ��
	��! 4. -�� ��	� 25 �"���� ��� 
��!
����� �� 47�X  �	��"��� �"� �� 25 ����. �� 47�X  �� ���
�� 	�
����� 
��  �������  ��
�#�� ��� �	��"��� �"� �� 15 ����. +� �	�
�#�
��� �� �����-
������ �"� �� ��! ��	�. 

13. (�) �� X ����� ��� �������� ������ ����%
��� �� �"
� ���� 	 ���  ��
	��! 
2�  ��� c "��� 	��#������� ������� �"����� �
�� 

)(2)( cXPcXP ��� , 
��  ������ ��� 

	�c �� 43,0  
(%) �� �� ���"� ��� 
� ���� 
�� ���� ��� �� ��� ���� 	
���
��� ���
������ ��� 
�������� �������� �� �"
� ���� 110 mg/dl ���  ��
	��! 25 mg/dl �� %����� � ���� 
c ��� 
� ���� #�� ��� �	��� �� 	�
�
�� �� ��� 	�� ��� �	��%����� �����  �	
!
�� 
��� 	�
�
��� 	��  �� ��� �	��%�����. 

14. (�) +� �	�
�#�
��� � 	��������� �	�� 
� 40 ��*��� ���� 
������� 
����
����� ������
���� 20 ����
"� ���
���	������� �������� 	��
"##�
� �� 
 �����
� 
��"�����. (%) /��! ����� � ����%�� ���� ��� 	���������� �����; 

15. $� ���  ��� 	�� ������
� ��� 	�������� ���� 	�� ��� � ����#��������� 
�	���
� �� �	� ��.�� ��� %��
����� ����� ��� ����� #�� �� �������  �!
���� 	�� 
!���'� 295 �"��� 	��� �� #"���
� ��� 	�� ��� ��� ��
����� 240 ��"��� 	��� �� 
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#"���
�. �� �	��"
���� ��� �  �!����� ���
�� ���
����� �������� �������� �� 
�"
� ���� 9 ����� ��� ��	��� �	��
�
� 10 ��"���, 	��! ����� � 	��������� � 
����#��������� �� ����� 	�!#���� � 	��"��� ��� 	�� ���; 

16. & ���� � ��� ��
�
����
�� 
�� ���� ��� ������ ���� 
�#������"��� 
	
���
��� ���
����� ���! 	��
"##�
� ��� �������� �������� �� �"
� ���� 250 
��� ��	��� �	��
�
� 50. (�) +� �	�
�#�
��� �� 	�
�
�� ��� ������ ��� 	
���
��� 
��� �	���� � ���� ��
�
������� ����� ����.� 200 ��� 260. (%) +� %����� � ���� ��� 
��
�
����
�� c �"���� �
�� 
�� 10% ��� ������ ��� 	
���
��� � ��
�
����
� 
�	��%����� �� c. 

17. -
�� ��� "��  ��#�� � ������ ��
"#���� ������ �	� "�� 	
���
�� #�� ��� 
������
� ��� 	�
�
��� p ��� ��	��
���. (�) +� �	�
�#�
��� �� � �
�� �� 	�
�
�� 
��� ��	��
��� 
��  ��#�� ��  ���"��� �	� �� 	��#������ 	�
�
�� p ���’ �	�
��� 
���� 
�#����� ��� 0,05 �� 	��������� ���
!��
��� 0,99. (%) �� ����� #��
�� ��� �� 
	��#������ 	�
�
�� ��� ��	��
��� ����� 3,0�p , 	��� 	�"	�� �� ����� �� �"#���� � 
���  ��#�����; 

18. -
�� ��� � �	��
�
� � ��� %�
�� ���� 
��	���� �	� �� �"���� 
����� ����� 
��� 
������ ������ ����%
��� �� 
��!���
� 	��������� 

)1(2)( xxf �� , 10 �� x . 

� 
��	����� ��� �'�� �� 
������� �� � �	��
�
� ��� %�
�� �	� �� �"���� ��� 

�����  �� ����� ��#�
����� �	� �� .2/1  +� �	�
�#�
��� � ������� � ��� %�
�� 
	�� �	��������� "�
� �
�� � 	��������� �� ��� �
�� � 
��	����� �� 
������� �� 
����� ���
!��
�� 0,98. 
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������� ����
�� ���������� 
 
 
 
 
1. 



������ ����
� ��������� ��
 ��������� ��������� 
 
 � �	
��
 �
� �������	��
����� ����	������� 	��� ��������� � ��������� 
������
�������� ���  	�!�����"� �
�	#��  �	���
��	��� �	 �
� �������#�
�
 �	 
���	  	�!������ �
�	#� 	��� ���!������� �������. $��� ��	� � 
 
	����	�"� 
	��	�	# ��� %	��
��� 2 
 �������#�
�
 ���� !#�	��� ��� �#� ������
�
 �	 �	 #� 
������� ��  	�!������ �"�� ��� �	 #� ���"� ��� �������
� ��� ���!�����"� 
�����"�, 
 ���#� ��
	#��� ����#� �	��&

��. �� ������� ���� ��� �	��
���� 
���'
, ��� ��� ��� ���'
 	�����!"� ��������(	� ��� 
 ��� ������ �	
��
  �� 
������
������"� ���  	�!�����"� �
�	#��. )�
� �	�#����
 ���� �������	 �� 
��������������	 �	 ���	  	�!������ �
�	#� ��� (	�!�� ���!�����"� �����"�. � 
�������#�
�
 ���� !#�	��� ��� ��� (	�!�� ���!�����"� ��������	�� �	 (�����) 
�	 #� ������� ��  	�!������ �"��. )�	���� ������	 ��� ���
���� ������. 

������� 1.1. ���� � � ��	
���	
�� ����� ���� �������	
�� (�������) ��	�������. 
��� ���
�� ���
���	
�� ����������� ),( YX  ��� �������	 ��� ��	
���	
� ���� � 

������	 �	�	������ ������ ���������. �� ���
�� ��� ����������� ����� ���	���	��� 
�� 
��� ��	
���	
� ������ ���   �� ���
�� ���
���	
�� ��	���� ),( yx  �� 

)(�Xx �  
�	 )(�Yy � . 

 )
�	�"����	 ��� �� ),( !"  	#��� �#�  � ������
 ����#� �	��&

�� ���	 ���� 
 " 
��� ��� 
 ! 	#��� (���� ������	�) ����#	� �	��&

��� ��� ���#������. 

������� 1.2. # ��������� 

x�"��PyYxXPyxF ������ )(:({),(),( , }))( y�Y � ,           (1.1) 


	� ����� x , ����� y , 
������	 ��������� 
�������� ��� �	�	������� ������� 
���������� ),( YX  � ��� 
�	��� ��������� 
�������� ��� ������� ���������� " 
�	 
!. 

 )��� �	����"�	�� ��� �����	� �#� ���� ��!���
� 
 ������
�
 ��������� �
� 
 � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX  ���&�
#(	��� �	 YXF ,  ��� 
 ���� �
� ��� 

),( yx  �	 ),(, yxF YX . 

 )
�	�"����	 ��� 
 ������
�
 ��������� �� �������
�� 
��&��	� ����� ��� 
 ����
�� ]1,0[ ,  

� � 

1),(0 �� yxF , ����� x , ����� y .                           (1.2) 

��#�
� 
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0)(),(lim),( ������
��	

PyxFyF
x

, 0)(),(lim),( ������
��	

PyxFxF
y

, 

1)(),(lim),( �����
�
�
	
�
	

�PyxFF
y
x

. 

��� 

)()(),(lim),( xFx"PyxFxF X
y

�����

�
	

, ����� x ,             (1.3) 

)()(),(lim),( yFxYPyxFyF Y
x

�����

�
	

, ����� y .             (1.4) 

� ������
�
 ��������� )()( xXPxFX �� , ����� x  �
� ����#�� �	��&

��� X 
�	�����	�
 ��� �
�#��� �
�  � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX  ��
	#���, 
� ��������, ���	���	� ��������� 
�������� �
� ". ���#�� 
 ������
�
 ��������� 

)()( yYPyFY �� , ����� y  �
� ����#�� �	��&

��� ! ��
	#��� ���	���	� 
��������� 
�������� �
� !. 

	��������� 1.1. �� �	�������	  ��  �� ������ 	������� �
����� ��� ���� ����� 
� ���#�� 	�����	� ��� �
� # �� ���
�!#� �� ������ 0, 1 ��� 2. �  	�!������� �"��� 
��� ����������� ����� �	�������� 	#��� �� ����
� 

)}2,2( ),1,2( ),0,2( ),2,1( ),1,1(  ),0,1( ),2,0( ),1,0( ),0,0{(�� , 

��� 932 �   ����*	�� ��� ���"� �
����� }2,1,0{  ���  �� �	 	����

'
, ���� ��� 
 ���	��!���� (	�!�� ),( ji  �� i  	#��� �� ��"�� ��� j 	#��� ��  	��	�� 	��	����	�� 
����. )
�	�"����	 ��� �� 9  	�!������ �
�	#� 	#��� ����#����. +��� " � ������� 
��� 	��	�������� �
����� 1 ��� ! � ������� ��� 	��	�������� �
����� 2 ���� 
 �� 	�������. ,� ���
�!������ 
 ��� ������ ������
�
 ��������� ),( yxF , 

����� x , ����� y  ��� �� �	���"��	� ��������	�� ��������� )(xFX , 
����� x  ��� )( yFY , ����� y  ��� ����#�� �	��&

�"� " ��� !. 

 � ��� ������ ������
�
 ��������� ��� " ��� ! ���
�!#(	��� ������� �	 ��� 
������ 1.1 �� 	*��. -����
����	 ��� �� ����#	� �	��&

��� " ��� !  ������� �� 
������ ��� ����� 2,1 ,0�x  ��� 2,1,0�y  ��� ����  ����#����	 ��� ���
���	� 
�	����"�	��: 

(�) x"(�)�� �� :{ , ��� })( y�Y ,  

!�� 0���� x , ����� y , � ����� x , 0���� y , 

(&) x�"�� �� )(:{ , )}0,0{(})( �� y�Y , 

!�� 10 �� x , 10 �� y , 

(!) x�"�� �� )(:{ , )}0,2(),2,0(),0,0{(})( �� y�Y , 

!�� 10 �� x , 21 �� y , 

( ) x�"�� �� )(:{ , )}2,2(),0,2(),2,0(),0,0{(})( �� y�Y , 

!�� 10 �� x , ��� y2 , 

(	) x�"�� �� )(:{ , )}0,1(),1,0(),0,0{(})( �� y�Y , 

!�� 21 �� x , 10 �� y , 
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(��) x�"�� �� )(:{ , )}1,2(),0,2(),2,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(})( �� y�Y , 

!�� 21 �� x , 21 �� y , 

(() x�"�� �� )(:{ , )}2,2(),1,2(),0,2(),2,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(})( �� y�Y , 

!�� 21 �� x , ��� y2 , 

(
) x�"�� �� )(:{ , )}1,1( ),0,1(),1,0(),0,0{(})( �� yY � , 

!�� ��� x2 , 10 �� y , 

(�) x�"�� �� )(:{ , )}1,2(),0,2(),2,1(),1,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(})( �� y�Y , 

!�� ��� x2 , 21 �� y , ��� 

(�) x�"�� �� )(:{ , �y�Y �� })( , 

!�� ��� x2 , ��� y2 . 

�������� 

�
�
�
�
�
�
�




�
�
�
�
�
�
�

�

�

������

�����

�����

�����

����

����

�����

�����

����

���������

���������

�

.2,2,1

,21,2,9/8

,10,2,9/4

,2,21,9/8

,2121,9/7

,10,21,9/3

,2,10,9/4

,1,10,9/3

,10,10,9/1

,0,�

,,0,0

),(

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yxF  

�� �	���"��	� ��������	�� ��������� ��� ����#�� �	��&

�"� " ��� !, �� ���#	� 
������� �	 ��� (1.3) ��� (1.4),  ������� �� �����'��� ��� �
� ��� ������ 
������
�
 ���������  # ����� ��� ��� 

�
�




�
�

�

�

��

��

��

����

�

.2,1

,21,9/8

,10,9/4

,0,0

)(

yx

x

x

x

xFX      

�
�




�
�

�

�

���

��

��

����

�

.2,1

,21,9/8

,10,9/4

,0,0

)(

y

y

y

y

yFY  

 
2. 

���
��� ��
 ������
� 



������� ����
�� ���������� 
 
������� 2.1. $�� �	�	������ ������ ��������� ),( YX  
������	 �	�
�	�� � 
����	����� �� ������	 �� �	�������� 1 �������� �� � ��	�������� ���	�� ������ 
�	��� ...}),,(...,),,(),,(),,{( 011000, jiYX yxyxyxyxR � . # ��������� f � ����� �� 
��� 

������ ),( ji yx , ...,1,0�i , ...,1,0�j , �
����� ��� �	�������� ��� 

}))( ,)(:({) ,(),( jijiji y�Yx�"��PyYxXPyxf ������� ,       (2.1) 
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...,1,0�i , ...,1,0�j , 
������	 ��������� �	��������� ��� �	�	������� ������� 
���������� ),( YX  � ��� 
�	��� ��������� �	��������� ��� ������� ���������� " 

�	 !. 

)��� �	����"�	�� ��� �����	� �#� ���� ��!���
� 
 ������
�
 �������
��� �
� 
 � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX  ���&�
#(	��� �	 YXf ,  ��� 
 ���� �
� ��� 

),( ji yx  �	 ),(, jiYX yxf . )
�	�"����	 ���, ��
�������"���� �
� ��������
 

�� 



� )},{()},{()},{( 1000, jiYX yxyxyxR , 
 ������
 ]),[( ,YXRYXP �   ���-
��� �� !���	# ��
 ����� 

��
�

�

�

�

�����
0 0

, 1),(]),[(
j i

jiYX yYxXPRYXP . 

��#�
� 
 ������
�
 �������
��� (2.1), ���� �������	� ��	�� ��� ��� ������ �
�, 
	#��� �
 ���
����: 

0),( �ji yxf , ...,1,0�i , ...,1,0�j , 0),( �yxf , YXRyx ,),( �             (2.2) 
��� 

��
�

�

�

�

�
0 0

1),(
j i

ji yxf .                                              (2.3) 

 � ������
�
 �������
��� ),(),( yYxXPyxf iji ��� , ...,1,0�i , ...,1,0�j , 
����  ��������  � ������
� ����#�� �	��&

��� ��� �	��� �	 �
 ������
�
 
��������� ����� ),(),( yYxXPyxF ��� , ����� x , ����� y . )�!�	-
������� ��
 �	���� �	�#����
 ��� ���� 210 xxx  ��� ���� 210 yyy , ������� 
�� ����	�� 

�


�
�

�

�����

������������������

�




� �
� � ...,1,0,,,),,(

,� ,,0
),(

11
0 0

00

sryyxxxyxf

yyxyxx
yxF

ssrr

s

j

r

i
ji

     (2.4) 

��� 

),(),(),(),(),( 1111 ���� 
��� jijijijiji yxFyxFyxFyxFyxf ,           (2.5) 

!�� ...,1,0�i , ...,1,0�j , �	 ����1x , ����1y . .	�����	�� ����	� 
 ����
 

� �
� �

�
yy xx

ji
j i

yxfyxF ),( ),( , ����� x , ����� y , 

���� 
 ������
 	��	#�	��� �	 �
� �� ix  �� ���#� 	#��� ������	�� � #�� ��� x ��� �	 
�
� �� jy  �� ���#� 	#��� ������	�� � #�� ��� y. 

������� 2.2. $	� �	�	������ ������ ��������� ),( YX  
������	 ������� �� ������	 
�� �����	
� ���������, 

0),( �yxf , ����� x , ����� y                               (2.6) 

�� 

� �
�

��

�

��

� 1),( dxdyyxf                                            (2.7) 
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� ��	� ���� 
	� 
��� ���
���	
��� ��	����� 
�� ,,  
�	 � �� �� �  
�	 �
 � , 

� ������
�




�

�

dxdyyxf�!
�,"�P ),( )( .                         (2.8) 

# ��������� ),( yxf , ����� x , ����� y  
������	 ��������� ��
������� ��� 
�	�	������� ������� ���������� ),( YX  � ��� 
�	��� ��������� ��
������� ��� 
������� ���������� " 
�	 !.  

)��� �	����"�	�� ��� �����	� �#� ���� ��!���
� 
 ������
�
 ������
��� �
� 
����#�� �	��&

��� ),( YX  ���&�
#(	��� �	 YXf ,  ��� 
 ���� �
� ��� ),( yx  �	 

),(, yxf YX . )
�	�"����	 ��� 
 (2.8) 	#��� ��� ����
 �	 �
� 

� �
�� ��

�
y x

dtduutfyxF ),( ),( , ����� x , ����� y .               (2.9) 

�� 
 ������
�
 ),( yxf  	#��� ���	��� ��� �
�	#� ),( yx  ���	 ����!�!#(����� �
 
����
 ���� ��#�����	  

),(
),(2

yxf
xy

yxF
�

��

�
.                                           (2.10) 

�� ����	�� (2.9) ��� (2.10) 	#��� �� ���#�����	� ��� (2.4) ��� (2.5) !�� ���	�	#� 
����#	� �	��&

���. )������ �	 ��� ������ �
� �	����� ����!"!�� ��� 
��
�������"���� �
� (2.10) ����!���	 �
� ����	!!������ ����
 

2121 ),(),( hhyxfhyYyhxXxP �
��
��  

!�� ����� 01 �h , 02 �h . 

 �� 	����
����	 ��
� �	�#����
 ����  ��������  � ������
� ����#�� �	��&

��� 
),( YX  �	 ������
�
 �������
��� 

),(),( jiji yYxXPyxf ��� , ...,1,0�i , ...,1,0�j  

��� �� �	�������	 �
 ������
�
 

�
�

�

�
0

),()(
j

jiiX yxfxf , ,...1,0�i .                                 (2.11) 

/�
�������"���� �
 ����
 

�
�

�

����
0

),()(
j

jii yYxXPxXP , ...,1,0�i  

����	��#����	 ��� 
 ������
�
 ���� 	#��� 
 ������
�
 �������
��� �
� ����#�� 
�	��&

��� ", 

)()( iiX xXPxf �� , ,...1,0�i , 


 ���#� �	�����	�
 ��� �
�#��� �
�  � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX  
��
	#���, � ��������, ���	���	� ��������� �	��������� �
� ". ���
�!� �������	� 
��� 
 �	���"��� ������
�
 �������
��� )()( jiY yYPyf �� , ...,1,0�j  �
� ����#�� 
�	��&

��� !: 

�
�

�

�
0

),()(
i

jijY yxfyf , ...,1,0�j .                                (2.12) 
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 � ������
������ ��� ��������	�� �������
��� )( iX xf  ��� )( jY yf  �� �	��-

���#��, �	��������� ��� �
�#��� �
� ������
�
� �������
��� ),( ji yxf  �
� 

 � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX ,  �����
�!	#��� ��� �
 ��
������ ������#� 
������ ���� -#���� 2.1. )
�	�"����	 ��� ���� �#���� ���� �� �����	#� �
� 
�	
	���#�� ���

� ��� �� �����	#� �
� �	
	���#�� !������ ���������� ������� �	 
��� (2.11) ��� (2.12) �	 ������
 ��� �����	#�� ��� �������#��� !����"� � ��

"�. 

),( yxf  

      ! 
   " 

0y  1y  �  
jy  �  )(xf X  

0x  ),( 00 yxf  ),( 10 yxf  �  ),( 0 jyxf  �  )( 0xf X  

ix  ),( 01 yxf  ),( 11 yxf  �  ),( 1 jyxf  �  )( 1xf X  

�  �  �  �   �  �  

ix  ),( 0yxf i  ),( 1yxf i  �  ),( ji yxf  �  )( iX xf  

�  �  �  �   �   

)(yfY  )( 0yfY  )( 1yfY  �  )( jY yf  �  1 

	� �!�� 2.1. � ��� ������ ��� �� �	���"��	� ��������	�� �������
���. 

 )�
� �	�#����
 ���� ���	����  � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX  �	 
������
�
 ������
��� ),( yxf , ����� x , ����� y  �� �	���"��	� 
��������	�� ������
��� ��� ����#�� �	��&

�"� " ��� !  # ����� ��� ��� ����	�� 

�
�

��

� dyyxfxf X ),()( , ����� x                               (2.13) 

��� 

�
�

��

� dxyxfyfY ),()( , ����� y .                              (2.14) 

	��������� 2.1. �� �	�������	 ��� ����#	� �	��&

��� " ��� ! ��� -��� 	#!����� 
1.1. � ��� ������ ��� �� �	���"��	� ��������	�� �������
��� ��� " ��� !, �� ���#	� 
���
�!#(����� ������� �	 ��� ������ 2.1 ��� ��� ����	�� (2.11) ��� (2.12),  # ����� 
���� -#���� 2.2. 

),( yxf  

           ! 
" 

0 1 2 )(xf X  

0 1/9 2/9 1/9 4/9 

1 2/9 2/9 0 4/9 

2 1/9 0 0 1/9 

)(yfY  4/9 4/9 1/9 1 

	� �!�� 2.2. � ��� ������ ��� �� �	���"��	� ��������	�� �������
���. 
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	��������� 2.2. �� �	�������	 �#�  � �������
 ����#� �	��&

�� ),( YX  
 ���#� 
�������	��� ���������� ��� �	���!��� 10 �� x , 10 �� y . ,� ���� ��������� �� 
��� ������ ��������	�� ��������� ��� ������
��� ��� �� �	���"��	� ��������	�� 
������
��� ��� ����#�� �	��&

�"� " ��� !. 
 � ����	�
 �
� ���������
� ��������� �
� �������
��� ���	��!	��� ��� 

))((),( 12122121 yyxxCyYyxXxP ��������  

���� 10 21 ��� xx , 10 21 ��� yy  ��� C 	#��� 
 ����	�� ���
�!#��. 0������� 
01 �x , 12 �x , 01 �y , 12 �y  ��
 ����
 ���� ��#�����	 

CYXP ����� )10,10(  

��� 	�	� � 10( �� XP , 1)10 ��� Y  ����	��#����	 ��� 1�C . �������� 
 
������
�
 ��������� xXPyxF �� (),( , )yY � , ����� x , ����� y  �
� 
 � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX   # 	��� ��� �
� 

�
�
�
�




��
�
�

�

�

������

�����

�����

����

���������

���������

�

.1     ,1           ,1
,10     ,1          ,
,1      ,10          ,

,10      ,10        ,
,0  ,   �    
,  ,0      ,0

),(

yx

yxy

yxx

yxxy

yx

yx

yxF  

-���!�!#(����� ���� ����!���	 �
 ������
�
 ������
��� �
� ),( YX : 



�
� ����

�
� �����	���,0

10,10,1
),(

yx
yxf  

�� �	���"��	� ��������	�� ������
��� ��� " ��� !, ������� �	 ��� (2.13) ��� 
(2.14),  # ����� ��� ��� 

� ��
1

0

1)( dxxf X , 10 �� x  

��� 

� ��
1

0

1)( dyyfY , 10 �� y . 

 
3. 
���������� ��������� 
 
 /�����
 ��
� �������	��
���� �	
��
 ����  � ������
� ����#�� �	��&

��� 
	#��� 
 �������� �
� ���� ����#�� �	��&

��� !��  	 ����
 ���� �
� �


� ����#�� 
�	��&

���. � 	���!�!� �
� ��������� ����� ��
 !	���� �	�#����
 	#��� ���	�� 
 ����

. .�� �� 
�!� ���� 	���!���	 ����� *	������� !��  �������� ��� ���	�	#� 
����#	� �	��&

���. 
 �� �	�������	 �#�  �������  � ������
 ����#� �	��&

�� ),( YX  ��� ���� 

),(),(, jijiYX yYxXPyxf ��� , ...,1,0�i , ...,1,0�j  
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 ������
�
 �������
��� ����� ��� 

)()( jjY yYPyf �� , ...,1,0�j  


 �	���"��� ������
�
 �������
��� �
� !. � ������
�
 

)(

),(
)|( ,

|
jY

jiYX
jiYX yf

yxf
yxf � , ...,1,0�i                               (3.1) 

�	�����	�
 �� ������
�
 ��� ix , �	 jy   	 ����
 ���� �
� ����#�� �	��&

��� ! 

!�� �
� ���#� 0)( �jY yf , 	#��� �#� ������
�
 �������
���. )�!�	�������, 
������� �	 ��� ������ �
�  	��	����
� �������
���, 

)(

),(
)|(

j

ji
ji yYP

yYxXP
yYxXP

�

��
��� , ...,1,0�i  

����	��#����	 ��� 

)|()|(| jijiYX yYxXPyxf ��� , ...,1,0�i .                         (3.2) 

� ���
��
 ���� � 
!	# ���� 	���	�� ������. 

������� 3.1. ���� ),( YX  ��� �	�
�	�� �	�	������ ������ ��������� �� ),(, jiYX yxf , 

...,1,0�i , ...,1,0�j  ��������� �	��������� 
�	 )( jY yf , ...,1,0�j  ���	���	� 
��������� �	��������� ��� ������� ���������� !. # ��������� �	��������� (3.1) 

������	 ������� �� ��������� �	��������� ��� " ����� ��� ��� jyY � . 

���
�!� ��#(	��� 
  	��	����
 �������� �
� !  	 ����
� �
� ixX � . 

 �� �	�������	 �"�� �#� ���	��  � ������
 ����#� �	��&

�� ),( YX  ��� ���� 
),(, yxf YX , ����� x , ����� y  
 ������
�
 ������
��� ����� ��� )(yfY , 

����� y  
 �	���"��� ������
�
 ������
��� �
� !. � ������
�
 

)(

),(
)|( ,

| yf

yxf
yxf

Y

YX
YX � , ����� x                                (3.3) 

�	�����	�
 �� ������
�
 ��� x, �	  	 ����� y !�� �� ���#� 0)( �yfY , 	#��� �#� 
������
�
 ������
���. ��#�
� ���� �����!!��
 �����	 !�� ����� 01 �h , 02 �h  

1|21 )|()|( hyxfhyYyhxXxP YX�
��
�� .                      (3.4) 

1	�� �
� ���
��
 ���� ������	 ��� ���
���� ������. 

������� 3.2. ���� ),( YX  ��� ������� �	�	������ ������ ��������� �� ),(, yxf YX , 

����� x , ����� y  ��������� ��
������� 
�	 )(yfY , ���� y  ���	���	� 
��������� ��
������� ��� ������� ���������� !. # ��������� ��
������� (3.3) 

������	 ������� �� ��������� ��
������� ��� " ����� ��� ��� yY � . 

 ���
�!� ��#(	��� 
  	��	����
 �������� �
� !  	 ����
� �
� xX � . 

	��������� 3.1. +��� ),( YX  �#�  �������  � ������
 ����#� �	��&

�� �	 
������
�
 �������
��� 
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21
),(,

yx
yxf YX



� , 2,1�x , 3,2,1�y . 

,� ���
�!������ ��  	��	����	� ��������	�� �������
��� �
� "  	 ����
� �
� 
yY �  ��� �
� !  	 ����
� �
� xX � . 

 �� �	���"��	� ��������	�� �������
��� ��� " ��� ! 	#��� 

�
�



�



�

3

1 21
63

21
)(

y
X

xyx
xf , 2,1�x , 

�
�



�



�

2

1 21
32

21
)(

x
Y

yyx
yf , 3,2,1�y , 

��� 	������� �� (
����	�	�  	��	����	� ��������	�� �������
���  # �����, 
������� �	 �
� (3.1), ��� ��� 

32
)|(|






�

y
yx

yxf YX , 2,1�x , 

62
)|(|






�

x
yx

xyf XY , 3,2,1�y . 

	��������� 3.2. +��� ),( YX  ��� ���	���  � ������
 ����#� �	��&

�� �	 
������
�
 ������
��� 

xyyxf YX 8),(, � , 10 ��� yx . 

,� ���
�!������ ��  	��	����	� ��������	�� ������
��� �
� "  	 ����
� �
� 
yY �  ��� �
� !  	 ����
� �
� xX � . 

 �� �	���"��	� ��������	�� ������
��� ��� " ��� ! 	#��� 

� �
�

��

����
1

2 )1(48),()(
x

X xxydyxdyyxfxf , 10 �� x , 

� �
�

��

���
y

Y yxdxydxyxfyf
0

348),()( , 10 �� y . 

��������, ������� �	 �
� (3.3), 
  	��	����
 ������
�
 ������
��� �
� " 
 	 ����
� �
� yY �   # 	��� ��� �
� 

2|
2

)|(
y
x

yxf YX � , yx ��0 . 

%�� ��� # �� ����� 

2| 1
2

)|(
x
y

xyf XY
�

� , 1�� yx . 

 
4. �������
�� ���"�����
� ����
�� ���������� 
 
 � ������ �
� ����������� ��	*���
�#�� ����#�� �	��&

�"� 	���!	��� ���� �
� 
��� ������ ������
�
� ��������� ��� ��� �	�����#�� ��������	�� ��������� 
��� ����#�� �	��&

�"�. )�	���� ������	 ��� ���
���� ������. 
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������� 4.1. %	 ������� �������� � " 
�	 ! 
�������	 �������	
� ���&������� � 
����� ���&������� �� 
�	 ���� �� 
	� 
��� ���
���	
��� ��	����� x 
�	 y 	����	 � 
�� �� 

)()(),(, yFxFyxF YXYX � .                                        (4.1) 

 )�� 	���	�� �	"�
��  # 	��� �������� �
� ��	*���
�#��  �� ����#�� 
�	��&

�"� &�������� ��
� ��� ������ ��� ���� �	���"��	� ��������	�� 
�������
��� � ������
���. 2� �	"�
�� ����  ������ 	���
� �� ��� 	���	# �	 �
 
��
������#
�
 ��� ����	�� (2.4), (2.5), (2.9) ��� (2.10) ��� �	��
�#�� ����� ��� 
��� ����	�� (2.4), (2.5), (2.9) ��� (2.10) ��� %	��
�#�� 2 �� ���#	� ��� ���� ��� 
��������	�� ��������� ��� ��� ��������	�� �������
��� � ������
���. 

��#�$�� 4.1. (�) '� �	 ������� �������� � " 
�	 ! ����	 �	�
�	� � �� ��� 
�	��� 
��������� �	��������� ),(, jiYX yxf , ...,1,0�i , ...,1,0�j  
�	 ���	���	�� 

���������	� �	��������� )( iX xf , ...,1,0�i  
�	 )( jY yf , ...,1,0�j  ���� ����	 
���&������� �� 
�	 ���� �� 

)()(),(, jiXjiYX yfxfyxf � , ...,1,0�i , ...,1,0�j                      (4.2) 

(&) '� �	 ������� �������� � " 
�	 ! ����	 �������� �� ��� 
�	��� ��������� 
��
������� ),(, yxf YX , ����� x , ����� y  
�	 ���	���	�� ���������	� 

��
������� )(xf X , ����� x , 
�	 )(yfY , ����� y , ���� ����	 ���&������� �� 

�	 ���� �� 

)()(),(, yfxfyxf YXYX � , ����� x , ����� y .                   (4.3) 

	���%&�$�$ 4.1. (������ ��� 
������ � 
�	 �������	
� ���&������� ������� 
����������. +��� " ��� !  �������� ����#	� �	��&

��� �	 ��������	�� �������
��� 

)( iY xf , ...,1,0�i  ��� )( jY yf , ...,1,0�j . 2��	 ��  	��	����	� ��������	�� 

�������
��� )|(| jiYX yxf , ...,1,0�i , ��� )|(| ijXY xyf , ...,1,0�j , 	#��� 

)(
)(

),(
)|( |

| iX
jY

jiYX
jiYX xf

yf

yxf
yxf �� , ...,1,0�i  

!�� ���	 jy  �	 0)( �jY yf , 

)(
)(

),(
)|( |

| jY
iX

jiYX
ijXY yf

xf

yxf
xyf �� , ...,1,0�j  

!�� ���	 ix  �	 0)( �iX xf , ��	*���
�	� �
� ����� �
�  	��	������ ����#�� 
�	��&

��� �� ��� ���� �� �� ����#	� �	��&

��� " ��� ! 	#��� ���������� 
��	*���
�	�. ���� �
��#�	� ��� ���#� ���� �
�  	��	������ ����#�� �	��&

���  	� 
 #�	� ����� ����	 �

�����#� !�� �
� �������� �
� �


� ����#�� �	��&

���. 
���
�!
 �������
�
 ����	� ��� ��
� �	�#����
 ��� �� " ��� ! 	#��� ���	�	#� 
����#	� �	��&

���. 

 )�	���� �	 �
� ��	*���
�#� ��������	�� ����#�� �	��&

�"� �
�	�"����	 ��� 
�� �� ����#	� �	��&

��� " ��� ! 	#��� ��	*���
�	� ���	 ��� �� ����#	� �	��&

��� 

)(XgZ �  ��� )(YhW �  	#��� ��	*���
�	�. 

	��������� 4.1. �� �	�������	 �#� �

���# � ��� �	����	� 5 �����
���� 
�����# �� }5,4,3,2,1{  ��� �� ���#� �� }1{  	#��� ����� �� }3,2{  	#��� ����� ��� �� 
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}5,4{  	#��� �������. +��� ��� 	*�!�����  �� �����# �� (�) ���#� 	�����	�
 ��� (&) 
�	 	�����	�
. �� " 	#��� � ������� ��� 	*�!������ ������ ������ #�� ��� ! � 
������� ��� 	*�!������ ������ ������ #��, �� ���
�!������ 
 ��� ������ ��� �� 
�	���"��	� ��������	�� �������
�	� ��� ����#�� �	��&

�"� " ��� ! ��� �� 
	*	����	# ���� ���� ����� 	#��� ��	*���
�	�. 
 (�) �  	�!������� �"��� ��
� �	�#����
 ��� 
 	*�!�!� ��� ������ #�� !#�	��� 
���#� 	�����	�
 	#��� �� ����
� 

),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(��  

       )}4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( , 

��� 20 �	�����	�� ��� 5 ��� 2. 2� 20 ����  	�!������ �
�	#� 	#��� ����#����. � 
��� ������ ������
�
 �������
��� ),( yxf  ��� �� �	���"��	� ��������	�� 
�������
��� )(xf X  ��� )(yfY  ���
�!#(����� ������� �	 ��� ������ 2.1 ��� ��� 
(2.11) ��� (2.12) ���  # ����� ���� -#���� 2.3. 

),( yxf  

      ! 

" 

0 1 2 )(xf X  

0 1/10 4/10 1/10 3/5 

1 2/10 2/10 0 2/5 

)(yfY  3/10 6/10 1/10 1 

	� �!�� 2.3. 

-����
����	 ��� )()(),( yfyfyxf YX� , 1,0�x , 2,1,0�y  ��� 	������� �� ����#	� 
�	��&

��� " ��� !  	� 	#��� ��	*���
�	�. 
 (&) �  	�!������� �"��� ��
� �	�#����
 ��� 
 	*�!�!� ��� ������ #�� !#�	��� 
�	 	�����	�
 �  	�!������� �"��� 	#��� �� ����
� 

),3,3(),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),2,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1(),1,1{(��  

              )}5,5(),4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),4,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( , 

��� 25 �	�����	�� ��� 5 ��� 2 �	 	����

'
. 2� 25 ����  	�!������ �
�	#� 	#��� 
����#����. � ��� ������ ������
�
 �������
��� ),( yxf  ��� �� �	���"��	� 
��������	�� �������
��� )(xf X  ��� )(yfY  ���
�!#(����� ������� �	 ��� ������ 
2.1 ��� ��� (2.11) ��� (2.12) ���  # ����� ���� -#���� 2.4 

),( yxf  
      ! 

" 
0 1 2 )(xf X  

0 4/25 8/25 4/25 16/25 

1 4/25 4/25 0 8/25 

2 1/25 0 0 1/25 

)(yfY  9/25 12/25 4/25 1 

	� �!�� 2.4 
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-����
����	 ��� )()(),( yfxfyxf YX� , ,2,1,0�x  2,1,0�y  ��� 	������� �� 
����#	� �	��&

��� " ��� !  	� 	#��� ��	*���
�	�. 

	��������� 4.2. .�� �
 �	
��
 �
� 
�
����� ���� �#������  � ����
#�� �	������ 
 
������
�� ��� ���� �	  ������ �
�	#� �����. +��� ��� 
 ������
�� ��� ���� ��� 
�
�	#�� ),( YX  	#��� ���	��� ����#� �	��&

�� �	 ������
�
 ������
��� 

2/)(
,

22

),( yx
YX xyeyxf 
�� , ��� x0 , ��� y0 . 

H �	���"��� ������
�
 ������
��� �
� " 	#��� 
 

� �
�

��

�
��� ���

0

2/2/2/
,

222

),()( xyx
YXX xedyyexedyyxfxf , ��� x0 . 

���#�� 
2/2

)( y
Y yeyf �� , ��� y0 . 

�������� 

)()(),(, yfxfyxf YXYX � , ��� x0 , ��� y0  

��� �� " ��� ! 	#��� ��	*���
�	�. 
 
5. ���

�������� ��
 ����������� ������
��� 
 
 � ������ �
� ����� (�
� ��������� �������
���) ���� (���� ������
�) ����#�� 
�	��&

���, ��� �� !����� ����	
	# �� �������	��
���� ���
�!� �
� ����� �
� 
(���� ������
�) ��������� ��(�� ��
 �
������,  ������ �� 	�	����	# ��� ��
� 
�	�#����
 ����  � ������
� ����#�� �	��&

���. )�	���� �� �	�������	 �#� 
 � ������
 ����#� �	��&

�� ),( YX  ��� �#� ������
�
 ����� ),( YXgZ � . � ) �#� 
(���� ������
) ����#� �	��&

�� ��� 
 ������
�
 �������
��� �)( 
Z zf  

)( 
zZP � , ...,1,0�
  � ������
��� )(zfZ , ����� z  ����� ���� ���#(	��� ���� 
�
� ������
�
� �������
��� ) ,(),(, jijiYX yYxXPyxf ��� , ...,1,0�i , ...,1,0�j  

� ������
��� ),(, yxf YX , ����� x , ����� x  �
�  � ������
� ����#�� 

�	��&

��� ),( YX . �#��� 	������� 	� ������� ��� ��	� ������ � ���
�!����� �
� 
���
� ����� �
� ),( YXgZ � . � ���
�!����� �����  ������ �� !#�	�, ������� �	 
��� ������ �
� ���
� ����� ���� (���� ������
�) ����#�� �	��&

���, ���� ��"�� 
���� ������	# 
 ������
�
 �������
��� � ������
��� �
� ). 2����  	� 	#��� 
���!��#� �� !#�	��� �	 ���	 �	���� �	�#����
. )�	���� ����	� 
 ���
���
 ������
 

��
�

�

�

�

��
0 0

, ),(),()],([)(
j i

jiYXji yxfyxgYXgEZE                       (5.1) 

�� 
  � ������
 ����#� �	��&

�� ),( YX  	#���  ������� ��� 
 ������
 

� �
�

��

�

��

�� dxdyyxfyxgYXgEZE YX ),(),( )],([)( ,                        (5.2) 

�� 
 ),( YX  	#��� ���	���. /�
�������"���� ��� ����	�� ����� ����!���	 ��	�� �
 
����
 

)],([)],([)],(),([ YXhEYXgEYXhYXgE 
�
                        (5.3) 
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��� �� �	���� �	�#����
 ����� �
 ����
 

)]([)]([)]()([ YhEXgEYhXgE 
�
 .                               (5.4) 

�������� "�Xg �)(  ��� Y�!h �)(  �	 � ��� � ����	��� ����	��#����	 ��� 

)()()( !*�"*�!�"�E 
�
 .                                    (5.5) 

��#�
� �� " ��� ! 	#��� ��	*���
�	� ����#	� �	��&

���, ���	 ��
�������"���� ��� 
��
�� ��� ����	�� (5.1) ��� (5.2) ����!���	 ��	�� �
 ����
 

)]([)]([)]()([ YhEXgEYhXgE �                                    (5.6) 
��� 	� ����	�� �
 ����
 

)()()( YEXEXYE � .                                            (5.7) 

 �� ����� (�
� ��������� �������
���) ����  � ������
� ����#�� �	��&

��� 
��#(����� �� ���
 ���� ���� ��!�	������
�, �	 ���	 �	�#����
, ������
�
� �����. 
+��� !�� ��� ���
�!���� ����  ������� �� ��
�������
���� �� 	�����	�� (5.1) ��� 
(5.2). )�	���� ������	 ���� ���
������ ��������. 

������� 5.1. ���� ),( YX  ��� �	�	������ ������ ��������� �� )("*�" �  
�	 
)(!*�! � . # ����	�
������ (� ����	������) ��� ������� ���������� " 
�	 !, 

������	������ �� ),( Y"C  � !"� , , �������	 ��� �� �� �� 

)])([(),(, !"!" �!�XEYXC� ���� .                             (5.8) 

 )�� 	���	�� �	"�
�� ��� 	�������	 &������ � ���
�	� �
� ��� ��������
�. 

��#�$�� 5.1. (�) '� " 
�	 ! ����	 ������� �������� � 
�	 
�� ,,  
�	 � ����	 ������ � 
���� 

),()( YX�
C��, 
!�"C �

 .                                    (5.9) 

(&) # ����	�
������ ��� ������� ���������� " 
�	 ! �
+������	 �� �&��: 

)()()(),( YEXEXYEYXC �� .                                  (5.10) 

�'����($. (�) )������ �	 ��� ������ 5.1 ��� ��
�������"���� �
 !��������
�� 
�
� ���
� �����, 

�"*��"�E 
�
 )()( , �!*
�!
* 
�
 )()( , 

����!���	  �� ����� 

�"�C 
( , })]()][([{) �!
*�!
�"�*�"�*�!
 
�

�
�
  

   }])(][)([{ �!*
�!
�"*��"�* ��
��
�  

          ),(})]()][([{ YXC�
!*!"*"*�
 ���� . 

(&) /�
�������"���� ��� (5.3) ��� (5.5) ��#�����	 

)()])([),( !"!!!" ��!�"�"!*�!�XEYXC 
������  

   )()( !""! ��!�"�*"!* �
��  

          )()()()()()( !*"*"!*��!*�"*�"!* !""! ��
��� . 
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 -����
����	 ��� �� �� ����#	� �	��&

��� " ��� ! 	#��� ��	*���
�	�, ���	 
������� �	 �
� (5.10) ��� ��
�������"���� �
� (5.7) ����	��#����	 ��� 

0),( �YXC . 2� ���#������ !	����  	� ����	�. �� ����#	� �	��&

��� �	 
��� ��������
 �
 �� ��������(��� � ��#�	�� 	� �������. +��� �	��	#��� �������� 
� ���
����� ������� 

������� 5.2. ���� ),( YX  ��� �	�	������ ������ ��������� �� ����	�
������ 
),(, YXC� !" � . %	 ������� �������� � " 
�	 ! 
�������	 ����� �	���� �� 
�	 ���� 

�� 0),( �YXC . 

� ��� ��������
 	�����	��� ��� ��
� ������
 �
�  �������� ��� ����#������ 
����#�� �	��&

�"� ������� �	 �� 	���	�� �	"�
��. 

��#�$�� 5.2. ���� " 
�	 ! ������� �������� �. ���� �� � 
�	 � ������ � 	����	 � 
� �� 

),(2)()()( 22 YXC��YV�XV�!�"�V 

�
 .                     (5.11) 

'� �	 ������� �������� � " 
�	 ! ����	 ���&������� (� ����� ����� �	����) ���� 

)()()( 22 YV�XV�!�"�V 
�
 .                                (5.12) 

�'����($. /�
�������"����  �� ����� �
� (5.3) ��#�����	 

})]()([{})]([{)( 22
!" �!��"�*!�"�*!�"�*!�"�V �
��
�
�
  

                           )])([(2])[(])[( 222
!"!" �!�"*���!*��"*� ��
�
��  

            ),(2)()( 22 YXC��YV�XV� 

� . 

)�
� �	�#����
 ��� �� " ��� ! 	#��� ��	*���
�	� (� ��
"� ����������	�) �����	 
0),( �YXC  ��� ���� ��� �
� (5.11) ����	��#����	 �
� (5.12). 

 � ��� ��������
  �� ����#�� �	��&

�"� " ��� !, ������� �	 �
� (5.9), 
�	��&�

	��� �	��&�

����
� �
� �
#����� ����
��� ����. .�� �� 
�!� ���� 
	���!���	 �� ����	
	��� ��������
�  �� ����#�� �	��&

�"� � ���#�� 	#��� 
���

�!����� ��� �� �	������
�� ����. 

������� 5.3. ���� ),( YX  ��� �	�	������ ������ ��������� �� ����	�
������ 

),(, YXC� !" �  
�	 �	����� � )(2 XV� " �  
�	 )(2 YV�! � . % ����������� ���� �	��� 

��� ������� ���������� " 
�	 ! ������	������� �� ),( !"�  � !"� ,  � ����� � 
�������	 ��� �� �� �� 

!"

!"

��

�

YVXV

YXC
!"��

,

)()(

),(
),( ��� .                            (5.13) 

 )�� 	���	�� �	"�
�� ��� 	����	��� ��� � ����	
	���� ��������
�  �� ����#�� 
�	��&

�"�  	� �	��&�

	��� ��� �	��&�
�� �
� �
#����� ����
��� ����. ��#�
�, 
���� ��� 
 ��� ��������
, � ����	
	���� ��������
�  �� ����#�� �	��&

�"�  	� 
�	��&�

	��� ��� �	��&�
�� �
� ���
� ����. 

��#�$�� 5.3. '� " 
�	 ! ����	 ������� �������� � 
�	 
�� ,,  
�	 � ������ � �� 
0��
 , ���� 
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�"�� 
( , 


�
�

��

�
�


.0��),(
,0��),(

)
�
!"�

�
!"�
�!
                       (5.14) 

�'����($. /�
������"���� �
� (5.9) ��� ��� ����	�� 

)()( 2 XV��"�V �
 , )()( 2 !V
�Y
V �
  

����!���	, ������� �	 ��� ������ 5.3, �
 ����
 

                     �X�� 
( , 
)()(

),(
)

�!
V�"�V

�!
�"�C
�!









�
  

                                                    ),(
||)()(

),(
||||

!"�
�


�


YVXV

YXC

�

�

�

�
� , 


 ���#� 	#��� ��� ����
 �	 �
� (5.14). 

��#�$�� 5.4. '� ),( YX�� �  ����	 � ����������� ���� �	��� ��� ������� 
���������� " 
�	 !, ���� 

11 ��� � .                                                   (5.15) 

�'����($. -����
����	 ��� �	��"���� ��� �������
���	� ����#	� �	��&

��� 

"" ��") /)( �� , !! ��YW /)( ��  

����!���	 �� �	���� �	�#����
 �
� (5.14) �	 "�� /1� , "" ��� /��  ��� 

!�
 /1� , !! ��� /�� , ����	 0)/(1 �� !" ���
 , �
 ����
 

),(),( !"�WZ� � . 

��#�
�, ������� �	 ��� ������ 5.3 ��� 	�	� � 0)()( �� W*)* , 1)()( �� WVZV , 

)(),( ZWEWZ� � . 
�������� 

)(),( ZW*!"� � .                                            (5.16) 

�� �	�������	 �
� ����#� �	��&

�� WtZU �� ����� t . 2��	 

)()(2)()( 2222 WEZWtEZEtUE 
�� 1)(22 
�� ZWtEt , ����� t , 

	����� 1)()( 2 �� ZVZE  ��� 1)()( 2 �� WVWE . $��� 0)( 2 �UE  ��� ���� 

01)(22 �
� ZWtEt , ���� t . 

2���� ���&�#�	� �� ��� ���� �� 
  ����#����� �
� �	���!������ ����� ������
� 
 	� 	#��� �	���� ��� ���	�"� 

01)]([ 2 ��ZWE  
� ��� ����� 

1)(1 ��� ZWE . 

� �	
	���#� ���� ����
 ���	��!	���, 
�!� �
� (5.16), �
� (5.15). 

� �
���#� ��� ����	
	��� ��������
�  �� ����#�� �	��&

�"� �� ������ 
��������
� (!�������� 	*���
�
�) ������ ������	� ��� �� ���
���� �	"�
��. 
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��#�$�� 5.5. ���� " 
�	 ! ������� �������� � �� ���������� ���� �	��� 
),( YXrr � . ���� 1���  �� 
�	 ���� �� �������� ���
���	
�� ��	���� � 
�	 � 

� ��	�	 ���� �� �	�������� 1 �� 	����	 � 
����	
� �� �� 

�"�! 
� .                                                  (5.17) 

�'����($. �� �	�������	 ��� ���#�����	� ��� " ��� ! �������
���	� ����#	� 
�	��&

��� 

"" ��") /)( �� , !! ��YW /)( ��  

��� �
� W)�U �� . 2��	 

0)()()( ��� W*)*�UE  
��� 

222 1),(21),(2)()()( �WZC��WZC�WVZV�UV ���
��
�  

	����� �!"�WZ�WZC ��� ),(),(),( . �������� 

1���  �� ��� ���� �� 0)( �UV . 
$��� 

0)( �UV  �� ��� ���� �� 1)0( ��UP  

��� ���� 

1���  �� ��� ���� �� )( "

"

!
! �"

�

�
�! ���  

�	 �������
�� 1 	����� 

!!"" ��!��"�W)�U /)(/)( ������ . 

	���%&�$�$ 5.1. � ����	
	���� ��������
� ),( !"�� �   �� ����#�� �	��&

�"� 
" ��� ! �	#��� ���  ����
�� ]1,1[� , ������� �	 �� 0	"�
�� 5.4. �� 0�� , ����	 

0),( �!XC , �� ����#	� �	��&

��� " ��� ! 	#��� ����������	�. �� 1���  �� ����#	� 
�	��&

��� " ��� ! ��
������ ������ (���	
� � �����	
�) ������	�� ��� ��� 
������� �	 �� 0	"�
�� 5.5 	#��� 
����	
� �&����� ���. 2���� ��� � ��� 
�

���(��� �� 1�  � �� 1 ����	
��� �� 	�*
 ��� �����	� ������ ���
 ���� !������� 
	*���
�
 ��� ����#�� �	��&

�"� " ��� ! 	�" ����� ��� � ��� �

���(��� �� 0 
����	
��� �� 	�*
 ��� 
 ����*
 ������� ���
� 	#��� ���	���. )���	���������, � 
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��� " 
���� !���#(���	 ��� yY �  	#���  �������� �	 ����������� ),( py , 	�" 
 ! 
���
���	# �
� �������� Poisson �	 �����	��� � . ,� ���� ������	# 
 ������
�
 
�������
��� �
� ". 

8. +��� ��� 
  	��	����
 �������� �
� "  	 ����
� �
� yY �  	#���  �������� 
�	 ����������� ),( y� , 	�" 
 �������� �
� ! 	#��� ���������
 ��� )1 ,0( . 3	#*	�	 
��� 
 �������� �
� " 	#��� 
  ������� ���������
 ��� ����
� },...,1 ,0{ � . 

9. +��� ��� 
 ������
�
 ������
��� �
�  � ������
� ����#�� �	��&

��� ),( YX  
 # 	��� ��� �
�  

1),( �yxf , 1|| �� yx . 

3��*	�	 ��� �� ����#	� �	��&

��� " ��� ! 	#��� ����������	� �

� ��� ��	*���
�	�. 

10. +��� " ��� !  ��  �������� ����#	� �	��&

��� �	 ��� ������ ������
�
 
�������
��� 

),( yxf  

       ! 
" 

0 1 2 

-1 0 1/4 0 

0 1/4 0 1/4 

1 0 1/4  

(�) ,� ���
�!������ �� �	���"��	� ��������	�� �������
��� )(xf X , )(xfY  ��� �� 
 	���	# ��� �� ����#	� �	��&

��� " ��� !  	� 	#��� ��	*���
�	�. (&) ,�  	���	# ��� 

)()()( YEXEXYE �  ���� �� ��� �� ����#	� �	��&

��� " ��� !  	� 	#��� 
��	*���
�	�. 

11. ��� ���  ��	#� ��� �	����	� 3 �����, 4 ����� ��� 5 ������� �����# �� 
	*�!���	 ���#� 	�����	�
 3 �����# ��. +��� " � ������� ��� 	*�!������ ������ 
��� ! � ������� ��� 	*�!������ ������ ������ #��. ,� ���
�!������ (�) 
 ��� 
������ ��� �� �	���"��	� ��������	�� ��� X ��� Y. (&) �� ���	� ����� )(XE , )(YE  
��� ��  �������� )(XV , )(YV  ��� (!) 
 ��� ��������
 ),(, YXC� YX �  ��� � 

����	
	���� ��������
� ),(, YX�� YX � . 

12. +��� ��� �� 15% ��� ����!	�	�"� 	��� �

������  	� ����� ��� ��, �� 20% 
����� 1, �� 35% ����� 2 ��� �� 30% ����� 3. �� ���������	 	�# �
��� ��� �	 ���	 
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����!��	�� 
 �������
�� ��� ��� # �� 	#��� �!��� 	#��� 2/1 . �� " 	#��� � ������� 
�!���"� ��� ! � ������� ��� �������"� �	 ��� ����!��	�� ��� �

������, (�) �� 
���
�!������ 
 ��� ������ ��� �� �	���"��	� ��������	�� �������
��� ��� " ��� ! 
��� (&) �� 	*	����	# ���� ����� �� ����#	� �	��&

��� " ��� ! 	#��� ��	*���
�	�. (!) 
,� ���
�!���	# � ����	
	���� ��������
� ),( YX� . 

13. +��� ��� 
  � ������
 ����#� �	��&

�� ),( YX  �������	��� ���������� ��� 
��#!��� �yx ���0 , 0�� . (�) 3	#*	�	 ��� 
 ������
�
 ������
��� �����  # 	��� 
��� �
� 

2

2
),(
�

yxf � , �yx ���0 . 

(&) 4��
�!#��	 �� ����	
	��� ��������
� ),( YX�  ��� ���  	��	����	� ���	� ����� 
)|( yXE , �y ��0  ��� )|( xYE , �x ��0 . 

14. +��� ),( YX  ���  �������  � ������
 ����#� �	��&

�� �	 ������
�
 
�������
��� 

18
2

),(
�


�
yx

yxf , 3 ,2 ,1�x , 3 ,2 ,1�y . 

,� ���
�!������ (�) ����	
	���� ��������
� ),( YX�  ��� (&) 
 �����

 (���
�) 
��
�� ���
�
� �
� " ��
� !, )(| ymx YX�  !�� 3 ,2 ,1�y . 

15. +��� ),( YX  ��� ���	���  � ������
 ����#� �	��&

�� �	 ������
�
 
������
��� 

3
)2(2

),(
yx

yxf



� , 10 �� x , 10 �� y . 

,� ���
�!������ (�) ����	
	���� ��������
� ),( YX�  ��� (&) 
 �����

 (���
�) 
��
�� ���
�
� �
� ! ��
� ", )(| xmy XY�  !�� 10 �� x . 



 
 
K������� 6 
 
 

������ ���	
� ��� ���	
������ ����
�
�� 
 
 
 
 
1. ������ ���	
� 
 
 � �	
	��	��
 
������	
� �� 	� ����������
 ������
� ��������� (�����
���� 
�	
	��	���� ��� 
�!	��, �����
	���"�
), 	� �����	��
 �
 ����
�
 	��� (�� �� 
-
#��
 �	
	��	��
) �
� 	�� �$
���
 ����� 
��!	�� (�	
	��	��
 ����� 
��
-
	�����
). %
 �	
	��	��! �������
 ��# !&��� ����	��! ��
 
 �� ����	� 
 
�
 
�	� ��	��! 	�� �	������� ���� ���������� 	� ����� ������	
� �
	!����
 
�� 
	� �'���� 	�� ��� �$�	
�� �	�������. (��	��! ���!����� 	�� )
����� �	
	��	���� 
������� 	�� ��������' �
� 	�� 	��
��� �����
	��. 
 %� �'���� 	�� ��� �$�	
�� �	�������, �� ��
 �	
	��	��
 ����	�, �
���	
� 
���������. %� �
 
�	� ��	��� 
 	
 �
 
�	� ��	��! 	�� �	������� (���!���) ���� 
��������' ��# !&��	
� ����	��! 
�� ��
 ������!�	
	� 
 ������!�	
	� 	��
�
 
��	
)��	
 �. �� �)��	� 
, �
� ��� 	�� �����
 
�	
, (�	
	��	����) �������	
 
�
���	
� 	� �'���� 	�� 	���� 	�� 	��
�
� ��	
)��	
� �. � 	��
�
 ��	
)��	
 � 

�������� ��
 �
	
���
 �� ���! 	��� �
	
���
� )|( �xF , Rx� , �� � . %� 
�'���� � 	�� ���
	�� 	���� 	�� �
 
��	 �� � �
���	
� ��
����
��	
 ��
�
. *	�� 
�� ��
 �	
	��	��
 �$�	
�� 	�� 
������� 	�� #��	�	�� 	�� %�
�
	�� +
���
	���� 
�	� �!���
 	�� ,��
��	
	��, 	� �'���� 	�� ��� �$�	
�� �	������� ���
� 	� �'���� 
	�� #��	�	�� ��� ��� !#��	
� �	� �!���
 
�	�. %� ��� ����	� �
 
-�	� ��	��� 
	�� �	
	��	���� ���!��� (#��	�	��) ���
� � )
���� (�������) 
�	��. %� �'���� 
	�� )
���� 	�� #��	�	�� �	� �!���
 	�� ,��
��	
	�� 
��	���� 	�� (�	
	��	���) 
��������. � )
���� � ��� ��	
� �� 	��
�
 ��	
)��	
 	�� ����
� � �
	
���
 ���
� 
(�
	! � ��������) � �
�����
 �
	
���
 �� ���� 	��
 � �
� 	����
 
������� �. %� 
&�'��� ),( ��� �  ���
� ��
 ����!�	
	� �
 !��	 �� 	�� ��������' �� �
 
��	 ��� 
�� � }0  ,:),{( ��������� ����� . 
 *�
 ����'���� ���� ��������' �
���	
� ������ 
�� 	�� �������� 
�	�. � �
"� 
���� �����
	�� 
�� 	�� �������� ����	
� �� ������� � 
���� �� �$
�: ������-
���	
� ��
 �
	!����� ������ ��������� 
�� 	� �'���� 	�� ��� �$�	
�� �	������� 
(���!���) ��
 ����'���� � �	������� �
� �
 
	� �'�� 	�� 	���� �xxx ...,,, 21  	�� 
��� �$�	
�� �
 
�	� ��	���' 	�� �	������� 
�	��. *�	� �X  � 	��
�
 ��	
)��	
 
	�� ����
� �� ���
	�� 	���� ���
� �� 	���� �x  	�� ������ ������ �
 
�	� ��	���' 
	�� �-��	�' �	�������, �� ...,,2,1� , �	
 ���
	! ����'���
 � �	������� 	
 ����
 
�������	
� 
�� 	� �'���� 	�� ��� �$�	
�� �	������� �� 	� ������ ����� ������. 
*	�� ��
 �����
 
�� 	�� �������� �	�� ����� 	� ��� �$�	
�� �
 
�	� ��	��� 	�� 
�	
	��	���� ���!��� 	�� ��# !&�	
� ����	��! 
 ����	��! 
�� 	�� 	��
�
 ��	
)��	
 
�, �
�� �&�	
� 
�� 	� �'���� 	�� 	��
��� ��	
)��	�� �XXX ...,,, 21 . �� 
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�
 
	� �'����� 	���� �xxx ...,,, 21  	�� 	��
��� ��	
)��	�� 
��	���'� 
������ ����� �����
. 
 (	� �	
	��	��
 ����� 
��
	�����
 
�	� ���� �������
��	� �����
	�� � �����-
�����	
� ��
 �����
, 	� 	��
�� �����
, � ����� ���"� �	� ����� ���� �	������� 	�� 
��������' ���
� 
��$! 	�	� 
�� �
� �$ ���� ���
�
 �� 	� ����� ���"� �’ 
�	� 
�������
��	� !���� �	������� 	�� ��������'. (����� ����
 ��	���� 	�� 
������� 
� ����. 

������� 1.1. A
 ���
������ ���� �������	 �� ����
���� ��������
 )|( �xF , 
Rx� , �� � . ������ ������ �������
 � ��	 ��� �������	 ���	 �������� ��� ������ � 

�����
����� ��� ����	��� ������� ���� ����� �XXX ...,,, 21  �� ����� ����
���� 
��������
 ��� )|( �xF , Rx� , �� � . 

 H 
�� �����' ���! 	��� �
	
���
� 	�� 	��
��� �����
	�� �XXX ...,,, 21  ����	
� 

�� 	�� 

)|()|()|()|...,,,( 2121 �xF�xF�xF�xxxF � ��� , 

��
 Rx� � , �� ...,,2,1� , �� � . (	�� �� ��	����� ��� � �
	
���
 	�� ��������' 
���
� ��
� �	
 
 �����
� �� ���! 	��� ���
��	�	
� 
 �����	�	
� )|( �xf , � 
�� 
�����' ���! 	��� ���
��	�	
� 
 �����	�	
� 	�� 	��
��� �����
	�� ���� ,...,, 21  
����	
� 
�� 	�� 

)|()|()|()|...,,,( 2121 �xf�xf�xf�xxxf � ��� , 

��
 Rx� � , �� ...,,2,1� , �� � . 

���������� 1.1. ��� 	� �'���� 	�� ! #��	�	�� ��� � ��
��
� �	�� 	����	
��� 
�$�	!���� �	� �!���
 	�� ,��
��	
	�� ������	
� 	��
�
 ��
 ����'���� � 
#��	�	��. %� �����	�, ��	� p, 	�� #��	�	�� ��� ��	��
� �	�� �$�	!���� 
��	���� 	� 

�	�������� 	�� �	
	��	��
� � ���
�. %� �
 
�	� ��	��� 	�� �	
	��	���� ���!��� 
(#��	�	��) 	� ����� ���
� ���	���
 
 
��	���
 �	�� �$�	!���� ��# !&�	
� ����	��! 

�� ��
 ��	��� 	��
�
 ��	
)��	
 � ��� � �&�	
� �� �$
�: 

�
�
	

�
�$�	!����.�	����	���#��	�	
���
�
�,1
�$�	!�����	��
��	���#��	�	
���
�
�,0

X  

H �
	
���
 	�� 	��
�
� ��	
)��	
� � (� ����
 ���
� �
� � �
	
���
 	�� 
��������') ���� ���! 	��� ���
��	�	
� 	� ��	��� Bernoulli, 

xx pppxf ��� 1)1()|( , 1,0�x , 10 �� p . 
*�	� 

�
�
	

�
�$�	!����.�	����	���������	
����#��	�	
��
�1,
�$�	!�����	��
��	���������	
����#��	�	
��
�,0

i

i
X i  

� 
�� �����' ���! 	��� ���
��	�	
� 	�� 	��
��� �����
	�� �XXX ...,,, 21  ���
� � 

)(
21

2121 )1()|...,,,( �� �
�

xxxxxx pppxxxf 


�


 �� �� , 

��
 1,0�ix , �i ...,,2,1� , 10 �� p . 
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1. ���	
�����
�������� 
 
 � �	
	��	��
 ����� 
��
	�����
, �� 
#�	� �
 ��
 	��
�� �����
 
�� 	�� ��� 
�$�	
�� ��������, ���� �� ����� 	� ���
���
 ����� 
��!	�� ��� 
#� �'� 	�� 
����
	� 
 
�	�� ��������. � 
�
�	�'���� ��
 	� ����� 
�	� �$�	
�� �
� ����	� 
���� 	��
��� �����
	�� ���	���!��	
� �� 	� � ����������� 	�� �
	! �� ��	��� ��� 
�
	!������ ���
 	
���� 	�� 	��
��� 
�	�' �����
	��. (��	��! ��	���� 	�� 

������� � ����. 

������� 2.1. "��� �XXX ...,,, 21  ������ ������ ��	 ���� �������	 �� ����
���� 

��������
 )|( �xF , Rx� , �� � . #�� ����
���� )...,,,( 21 �XXXT� �  ��� 

������� ���� ����� �XXX ...,,, 21 , � ����� ��� ��
����� ��� ������� ��
����
� �, 
�������� ������������
���� � ���������� ����
����. 

�� ��������� �	� ��
 �����
	����! 	��� �, �� ���! 	��� 	��
��� ��	
)��	��, 
���
� ������ 	��
�
 ��	
)��	
. �� �������	� 
 � ���������'����� �����
	�-
���
 	
���� ���
� 	
 ��	 
 (
) ����� 
 ���	 ��
� 	!��� �
� ()) ������	 �	���	�	
� 

 ��	
)��	�	�	
� 	�� 	��
��� �����
	�� 	
 ����
 � �&��	
� �
	’ 
�
����
 �� 	
 

�	��	���
 (��� �	��!) ��	 
 	�� �
	
���
� 	�� ��������'. *	��, � ���������	
 
����
 ���� 	��
��� �����
	�� �XXX ...,,, 21 , ���)���&������ �� X , � �&�	
� 
�� 
	�� 

�
�

�
�

1

1

i
iX

�
X                                                    (2.1) 

�
� � ���������� ������
�, ���)���&����� �� 2S , � �&�	
� 
�� 	� ����� 

�
�

��
�

1

22 )(
1

i
i XX

�
S .                                            (2.2) 

�� ��������� �	� �	�� �� ��	����� �����!	�� �� ��� � ������� � � ����������	
� � 

������� 	 ����������� �����
	��
 ��
��� ! 

�
�

�
�

�
�

1

22 )(
1

1

i
iA XX

�
S .                                         (2.3) 

(� ����
�
��	� �� ��	��� � 2SS �  �
���	
� ���������� ������ ��	�����. 
�� ��� 
����� ��
 �	
	��	��
 � ���
 � ����
 
#� ! 	�� 
�� �����' �$�	
�� �'� 

�
 
�	� ��	���� 	�� �	
	��	���� ���!��� ���� ��������'. *�
 	��
�� �����
 
�� 
	�� �������� 
�	� ���
� ��
 �'���� � 
��$
 	
	�� �
� �������� &����� 	��
��� 
��	
)��	�� ),(...,),,(),,( 2211 �� YXYXYX . (	�� �� ��	��� 
�	
 � ���������� 

�������������, ���)���&����� �� XYS , � �&�	
� 
�� 	�� 

�
�

���
�

1

))((
1

i
iiXY YYXX

�
S .                                      (2.4) 

�
� � ���������	
 ����������
 ���������
, ���)���&������ �� r, � �&�	
� 
�� 	�� 

��

�

��

�

��

��
�

�
�

��

�

1

2

1

2

1

)()(

))((

i
i

i
i

i
ii

YX

XY

YYXX

YYXX

SS
S

r .                         (2.5) 
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 � ����������� ��	 �� 
$��������� 	�� ����� 
��!	��, �	
 ����
 �
	
�
��� 
��
 �	
	��	��
 � ���
 �� 	� � ����������� �
	!������ ���! 	���� 	�� 	��
��� 
�����
	��, 
�
�	�� 	� ����� 	�� �
	
���
� 	�� �����
	����! 	���� 
�	
�. +�
 
�� ����	��
 �� �� 
#
 	�� ���
����� �	��
� ����� �#� !� ��
� �����
	�-
���! 	���� �
 ���	
� 
�� 	�� �
 
��	 ��� �����, ������	 �	���	�	
�, �����	 �
� 

 
�����	 �
� �
� �� 	�	�	
� 	�� �
	
���
� 	��. (	� ��!#�� 
�	� �� �� �&��
�	� 
�	�� �
 !���� 	�� ����� 	��
� �
� ��
��� !� 	�� )
����� �����
	����
 	
���� 
X  �
� 2S  ��� �	� ������� ��!#�� �
 ����!&���� 	�� ���
�	���	� �� �����
	���� 
�
	
�����. 

������� 2.1. "��� �XXX ...,,, 21  ������ ������ ��	 �������	 �� ���� ���� � ��� 
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()) �� �XXX ...,,, 21  ���
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3. #������ ���	
������ ����
�
�� 
 
 �� �
	
����� 2�  (�� 	�	 !�����), t (	�� Student) �
� F (	�� Snedecor) ���
� �� ��� 
����! � ���������'����� �� �����
	���� �
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����� 
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��	���� �	� ��!#�� 
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������	
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��� �� )�)��
 	�� .�� �
� ,��
��	
	��). 
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������� 3.5. "��� �XXX ...,,, 21  ��� �YYY ...,,, 21  �����
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�	� ���� ...,,, 21  	����� ������ ��� ���� �������� �� �����	��� 
��	������ )|( �xF , Rx� , �� � . ��	
��	�
� 	�� ������	��� � �����	�
 ��� 
��
���	������	��� )...,,,( 21 �XXXT  �� ����� 	
��� 	�� ������	�
�� ���� �. � 	
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������� 1.2. 
�	� ���� ...,,, 21  	����� ������ ��� 	�� �������� �� �����	��� 
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� ���� �� �                                          (1.1) 
(!) � �
�"��� 
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�����	�
 ������#�� 	�� ��	
��	�
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