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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Óå Ýíá ðñþôï ìÜèçìá óôáôéóôéêÞò ìáèáßíïõìå ãéá ðåñéãñáöéêÜ ìÝôñá, áñéèìçôéêÜ êáé ãñáöéêÜ,
ãéá óõìðåñáóìáôïëïãßá ãéá êÜðïéï ðëçèõóìü ìå âÜóç Ýíá äåßãìá êáé êÜðïéá óôïé÷åßá èåùñßáò
êáôáíïìþí. Ôï ïõóéáóôéêü åíäéáöÝñïí ôçò óôáôéóôéêÞò åðéóôÞìçò ùóôüóï åóôéÜæåé óôçí êáôáíüçóç
óôï÷áóôéêþí öáéíïìÝíùí êáé ôçí ðïóïôéêïðïßçóç ôçò áâåâáéüôçôáò ó÷åôéêÜ ìå áõôÜ. Ãéá ôï
óêïðü áõôü áíáðôý÷èçêáí äýï óçìáíôéêÜ åñãáëåßá: ç óôáôéóôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç êáé ç óôáôéóôéêÞ
óõìðåñáóìáôïëïãßá.

Ç óôáôéóôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç áöïñÜ óôçí êáôáóêåõÞ ìïíôÝëùí/ õðïäåéãìÜôùí ìå ëßãåò ðáñáìÝôñïõò
ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ óôï÷áóôéêþí öáéíïìÝíùí-ó÷Ýóåùí ìåôáîý ôùí ìåôáâëçôþí. Ç óôáôéóôéêÞ
óõìðåñáóìáôïëïãßá áöïñÜ óôçí åêôßìçóç ôùí Üãíùóôùí ðáñáìÝôñùí ìå âÜóç ðáñáôçñÞóåéò/
äåäïìÝíá êáé óôçí ðïóïôéêïðïßçóç ôçò áâåâáéüôçôáò ó÷åôéêÜ ìå ôéò åêôéìÞóåéò.

Ó' áõôü ôï ìÜèçìá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá åîÞò èÝìáôá ôçò óôáôéóôéêÞò åðéóôÞìçò:

• ÁíÜëõóç ðáëéíäñüìçóçò: ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï

• ÁíÜëõóç äéáóðïñÜò

• ÁðáñáìåôñéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá
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ÊåöÜëáéï 2

ÃñáììéêÞ Ðáëéíäñüìçóç

2.1 ÁíÜëõóç Ðáëéíäñüìçóçò

¸óôù äýï ìåôáâëçôÝò X êáé Y . Óôá ìáèçìáôéêÜ Ý÷ïõìå óõíáñôçóéáêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí
ìåôáâëçôþí ôçò ìïñöÞò

Y = f(X)

ç ïðïßá åßíáé ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ó÷Ýóç (deterministic relationship), ðïõ óçìáßíåé üôé ç ôéìÞ ôçò
X êáèïñßæåé ðëÞñùò ôçí ôéìÞ ôçò Y .
ð.÷. Y = �0 + �1X, ãñáììéêÞ ó÷Ýóç.

Ç óôáôéóôéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý äõï ìåôáâëçôþí åßíáé ôçò ìïñöÞò

Y = f(X) + ";

üðïõ " ôõ÷áßïò (óôï÷áóôéêüò) üñïò, äçëáäÞ Ý÷ïõìå óôï÷áóôéêÞ ó÷Ýóç (stochastic relationship).
Ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y åîáñôÜôáé áðü ôçí ìåôáâëçôÞ X (ç ïðïßá Ý÷åé ðñïêáèïñéóìÝíåò ôéìÝò),
áëëÜ êáé áðü êÜðïéïõò ìç ìåôñÞóéìïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ óõíïøßæïíôáé óôïí óôï÷áóôéêü üñï ".
ð.÷. Y = �0 + �1X + ", áðëÞ ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç (regression) Þ áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï
(simple linear model).

Óêïðüò ìáò åßíáé íá åêôéìÞóïõìå ôéò Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò �0; �1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò äåßãìá
(Yi; Xi); i = 1; : : : ; n. ¸÷ïõìå Yi = �0 + �1Xi + "i.

ÃñáöéêÜ
Óçìåéüãñáììá(scatter plot)

Ç Y åßíáé ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ (dependent or response) êáé ç X åßíáé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ
(independent or predictor). Ôá "i åßíáé ôõ÷áßá óöÜëìáôá.
Ðñïóï÷Þ!: Ç Y åßíáé ô.ì. åíþ ç X ü÷é.

ÕðïèÝóåéò ãéá ôá ôõ÷áßá óöÜëìáôá:

• E("i) = 0 ÌçäåíéêÞ ìÝóç ôéìÞ
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• V ("i) = �2 Ïìïóêåäáóôéêüôçôá (ßóç äéáóðïñÜ)

• Cov("i; "j) = 0 Áóõó÷Ýôéóôá óöÜëìáôá (ôï óöÜëìá óå ïðïéáäÞðïôå äïêéìÞ äåí åðçñåÜæåé
ôï óöÜëìá Üëëùí äïêéìþí)

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå
E(Yi) = �0 + �1Xi; V (Yi) = �2; Cov(Yi; Yj) = 0.

Ç ãñáììÞ ðáëéíäñüìçóçò äßíåé ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò Y ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò X.

Áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï

Áðëü ãéáôß õðÜñ÷åé ìéá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ.

Ãñáììéêü ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò ãéáôß êáìßá ðáñÜìåôñïò äåí ðáñïõóéÜæåôáé óáí åêèÝôçò Þ
åßíáé ðïëõùíõìéêÞ Þ äéáéñåìÝíç ìå Üëëç ðáñÜìåôñï.

Ôï õðüäåéãìá Yi = �0 + �1X
2
i + "i åßíáé ãñáììéêü

åíþ ôï Yi = ��1
1 Xi + "i ü÷é.

Åñìçíåßá ôùí ÐáñáìÝôñùí ôçò Ðáëéíäñüìçóçò

�0: åßíáé ôï óçìåßï üðïõ ç åõèåßá ôÝìíåé ôïí Üîïíá ôùí Y , äçëáäÞ áíôéóôïé÷åß óôçí áíáìåíüìåíç
ôéìÞ ôïõ Y ãéá X = 0

�1: åßíáé ç êëßóç ôçò åõèåßáò êáé áíôéðñïóùðåýåé ôçí ìåôáâïëÞ ( áýîçóç Þ ìåßùóç) óôçí áíáìåíüìåíç
ôéìÞ ôïõ Y ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìåôáâïëÞ ôïõ X êáôÜ ìéá ìïíÜäá.

2.2 Åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí

2.2.1 Åêôßìçóç Óõíôåëåóôþí ìå ôç ÌÝèïäï Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíùí

Ç ìÝèïäïò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí óôï÷åýåé óôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ãñáììÞò ðáëéíäñüìçóçò Ýôóé
þóôå ïé áðïóôÜóåéò ôùí óçìåßùí áðü ôçí åõèåßá íá åßíáé åëÜ÷éóôåò (åëá÷éóôïðïßçóç ôùí óöáëìÜôùí).

¸÷ïõìå "i = Yi − E(Yi) = Yi − (�0 + �1Xi).
ÅðåéäÞ E("i) = 0 äåí åîåôÜæïõìå ôçí ðïóüôçôá

∑n
i=1 "i (èá åßíáé 0), áëëÜ ðáßñíïõìå ôï Üèñïéóìá

ôùí ôåôñáãþíùí

Q =
n∑
i=1

"2
i =

n∑
i=1

(Yi − �0 − �1Xi)2



Ïé åêôéìÞôñéåò ôùí �0; �1 ðñïêýðôïõí áðü ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ Q.


dQ

d�0
= −2

n∑
i=1

(Yi − �0 − �1Xi) = 0

dQ

d�1
= −2

n∑
i=1

Xi(Yi − �0 − �1Xi) = 0
⇒


n∑
i=1

Yi = n�0 + �1

n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

XiYi = �0

n∑
i=1

Xi + �1

n∑
i=1

X2
i

ÊáíïíéêÝò Åîéóþóåéò

Ëýíïíôáò ùò ðñïò �0 êáé �1 Ý÷ïõìå

�̂1 =

n∑
i=1

XiYi −
∑n

i=1 Xi
∑n

i=1 Yi
n∑n

i=1 X
2
i −

(
∑n

i=1 Xi)2

n

=

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n
i=1(Xi − X̄)2

�̂0 =
1
n

[ n∑
i=1

Yi − �̂1

n∑
i=1

Xi

]
= Ȳ − �̂1X̄

ÅíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôïõ áðëïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ

Yi = �∗0 + �1(Xi − X̄) + "i; üðïõ �
∗
0 = �0 + �1X̄

Þ Yi = �∗0 + �1X̃i + "i üðïõ X̃i = Xi − X̄

Ç åêôéìÞôñéá ôïõ �1 åßíáé ç ßäéá.
Ãéá ôï �∗0 åßíáé: �̂0 = �̂0 + �̂1X̄ = Ȳ − �̂1X̄ + �̂1X̄ = Ȳ

ÐáñÜäåéãìá 2.1 ¸íá åñãïóôÜóéï îõëåßáò êáôáóêåõÜæåé èñáíßá ìéá öïñÜ ôï ìÞíá óõãêåíôñþíïíôáò
ôéò ðáñáããåëßåò ðïõ ôïõ Ýãéíáí. Ôïõò ôåëåõôáßïõò 10 ìÞíåò ïé áñéèìïß ôùí èñáíßùí ðïõ êáôáóêåýáóå
êáé ïé áíôßóôïé÷åò åñãáôïþñåò äßíïíôáé ðáñáêÜôù.

ÌÞíáò Áñéèìüò èñáíßùí X Åñãáôïþñåò Y

1 30 73
2 20 50
3 60 128
4 80 170
5 40 87
6 50 108
7 60 135
8 30 69
9 70 148
10 60 132

Íá åêôéìçèïýí ïé óõíôåëåóôÝò �0 êáé �1 ôçò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò Y = �0 + �1X + ".



Ëýóç. ÁðëÞ ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç: Yi = �0 + �1Xi + "i; i = 1; : : : ; 10
n = 10

Xi Yi XiYi X2
i

30 73 2190 900
20 50 1000 400
60 128 7680 3600
...

...
...

...∑
Xi = 500

∑
Yi = 1100

∑
XiYi = 61800

∑
X2
i = 28400

ïðüôå

�̂1 =
61800− 1100·500

10

28400− 5002

10

= 2

êáé

�̂0 =
1
10

[1100− 2500] =
1
10

100 = 10

Ïðüôå áöïý Ŷ = �̂0 + �̂1X
⇒ Ŷ = 10 + 2X

ÄçëáäÞ åêôéìÜôáé üôé ï ìÝóïò áñéèìüò ùñþí áõîÜíåôáé êáôÜ 2 ãéá êÜèå áðéðëÝïí èñáíßï.

Èåþñçìá 2.1 Ôá �̂0 êáé �̂1 åßíáé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôùí Yi.

Áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå üôé ç �̂1 =
∑n

i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n
i=1(Xi − X̄)2

ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò �̂1 =
∑

kiYi,

üðïõ ki =
Xi − X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2

Êáé åðåéäÞ ôá Xi åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé ôá ki èá åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé Üñá ôï �̂1 åßíáé
ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí Yi.

¸÷ïõìå

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ) =
n∑
i=1

(Xi − X̄)Yi −
n∑
i=1

(Xi − X̄)Ȳ

=
n∑
i=1

(Xi − X̄)Yi − Ȳ
�
��

�
��
�n∑

i=1

(Xi − X̄)

=
n∑
i=1

(Xi − X̄)Yi

¢ñá �̂1 =
∑n

i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n
i=1(Xi − X̄)2

=
∑

kiYi

Ðñïöáíþò êáé �̂0 = Ȳ − �̂1X̄ = 1
n

∑
Yi − X̄

∑
kiYi ãñáì. óõíäõáóìüò ôùí Yi.



Éäéüôçôåò ôùí ðïóïôÞôùí ki

•
∑

ki = 0, ãéáôß
∑n

i=1(Xi − X̄)∑n
i=1(Xi − X̄)2

=
0∑n

i=1(Xi − X̄)2
= 0

•
∑

kiXi = 1, ãéáôß
∑

kiXi =
∑ Xi − X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2
Xi =

∑
(Xi − X̄)2∑n

i=1(Xi − X̄)2
= 1

áöïý (Xi−X̄)Xi = X2
i −XiX̄) = X2

i −XiX̄+X̄2−X̄2−XiX̄+XiX̄ = (Xi−X̄)2+X̄���
��(Xi − X̄) =

(Xi − X̄)2

•
∑

k2
i =

1∑
(Xi − X̄)2

,

ãéáôß
∑

k2
i =

∑[ Xi − X̄∑
(Xi − X̄)2

]2
= ((((

(((∑
(Xi − X̄)2

(
∑

(Xi − X̄)2)�2
=

1∑
(Xi − X̄)2

Èåþñçìá 2.2 ( Èåþñçìá ôùí Gauss−Markov) Ãéá ôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï ïé åêôéìÞôñéåò
åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí �̂0 �̂1

1) åßíáé áìåñüëçðôåò

2) Ý÷ïõí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ ìåôáîý ôùí áìåñüëçðôùí åêôéìçôñéþí ðïõ åßíáé ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò
ôùí Yi

Áðüäåéîç

Áìåñïëçøßá ôçò �̂1: ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé Å(�̂1) = �1.

Å(�̂1) = Å(
∑

kiYi) =
∑

kiÅ(Yi) =
∑

ki(�0 + �1Xi) = �0

∑
ki︸ ︷︷ ︸

0

+�1

∑
kiXi︸ ︷︷ ︸
1

= �1

¸óôù üôé üëåò ïé áìåñüëçðôåò åêôéìÞôñéåò ôïõ �1 ðïõ åßíáé ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ôùí Yi åßíáé
ôçò ìïñöÞò

b1 =
∑

ciYi;

üðïõ ci áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå áìåñïëçøßá:

Å(bi) = �i ⇒ E(
∑

ciYi) =
∑

ci(�0 + �1Xi) = �0

∑
ci + �1

∑
ciXi = �1:



¢ñá ðñÝðåé
∑

ci = 0 êáé
∑

ciXi = 1:
Ç äéáóðïñÜ ôïõ b1 åßíáé

V (b1) = V (
∑

ciYi) =
∑

c2
iV (Yi) =

∑
c2
i�

2 = �2
∑

c2
i ;

áöïý Cov(Yi; Yj) = 0:

¸óôù üôé ôá ci Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ ci = ki + di üðïõ ôá ki åßíáé üðùò ïñßóôçêáí óôçí åêôéìÞôñéá
�̂1 =

∑
kiYi êáé ôá di åßíáé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Óõíåðþò

V (b1) = �2
∑

c2
i = �2

∑
(ki + di)2

= �2
[∑

k2
i +

∑
d2
i + 2

∑
kidi

]
= �2

∑
k2
i︸ ︷︷ ︸

V (�̂1)

+�2
∑

d2
i + 2�2

∑
kidi

¸÷ïõìå
∑

ki = 0 êáé
∑

ci =
∑

(ki + di) = 0 ⇒
∑

di = 0∑
kiXi = 1 êáé

∑
ciXi =

∑
(ki + di)Xi = 1 ⇒

∑
diXi = 0:

Åßíáé
∑

kidi =
∑

(Xi − X̄)di∑n
i=1(Xi − X̄)2

=
∑

Xidi∑n
i=1(Xi − X̄)2

− X̄

∑
di∑n

i=1(Xi − X̄)2
= 0, ïðüôå V (b1) =

V (�̂1) + �2
∑

d2
i .

Ç ðïóüôçôá �2
∑

d2
i åëá÷éóôïðïéåßôáé ãéá

∑
d2
i = 0: ¢ñá ç äéáóðïñÜ ôïõ b1 åßíáé åëÜ÷éóôç üôáí∑

d2
i = 0:⇔ di = 0 ∀i; äçëáäÞ ci = ki;∀i:

Óõíåðþò ç åêôéìÞôñéá ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí (å.å.ô.), �̂1, Ý÷åé ôçí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ ìåôáîý
ôùí áìåñüëçðôùí ãñáììéêþí åêôéìçôñéþí.

Áìåñïëçøßá ôçò �̂0:

Å(�̂0) = Å(Ȳ − �̂1X̄) = Å
[ 1
n

(
n∑
i=1

Yi − �̂1

n∑
i=1

Xi)
]

=

=
1
n

[ n∑
i=1

Å(Yi)− (
n∑
i=1

Xi)Å(�̂1)
]

=

=
1
n

[∑
(�0 + �1Xi)− �1

∑
Xi

]
=

=
1
n

[
n�0 +

�
��

��
�1

∑
Xi −

�
��

��
�1

∑
Xi

]
= �0:



Ôá Xi äåí åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò.
Ôá Yi åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò áëëÜ ü÷é éóüíïìåò (Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò êáé
êïéíÞ äéáêýìáíóç).

2.2.2 Åêôßìçóç ôçò ÄéáóðïñÜò

Áí Y1; Y2; : : : ; Yn ôõ÷áßï äåßãìá áðü êáôáíïìÞ ìå ãíùóôü ìÝóï ì êáé äéáóðïñÜ �
2, ôüôå ç åêôéìÞôñéá

ôïõ �2 åßíáé ç �̂2 = 1
n

∑
(Yi− �)2. Áí ï ìÝóïò ì åßíáé Üãíùóôïò èá åêôéìçèåß áðü ôï Ȳ êáé ôï �2

åêôéìÜôáé áðü ôï S2 = 1
n−1

∑
(Yi− Ȳ )2, üðïõ Yi− Ȳ åßíáé ïé áðïêëßóåéò ôùí Yi áðü ôïí êïéíü ôïõò

ìÝóï. ¸÷ïõìå E(S2) = �2, äçëáäÞ ç S2 åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò. Äéáéñïýìå
ìå n− 1 âáèìïýò åëåõèåñßáò ãéáôß Ý÷ïõìå åêôéìÞóåé ôï X̄.

Óôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ôá Yi Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò êáôáíïìÝò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôá Xi. ÅðïìÝíùò,
ç áðüêëéóç êÜèå ðáñáôÞñçóçò ðñÝðåé íá õðïëïãéóôåß áðü ôï ìÝóï ôçò, äçëáäÞ áðü ôï Ŷi =
�̂0 + �̂1Xi. ¢ñá, áí óõìâïëßóïõìå ìå "̂i ôéò åêôéìÞóåéò ôùí óöáëìÜôùí, Þ áëëéþò ôá êáôÜëïéðá
(residuals), õðïëïãßæïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí êáôáëïßðùí (error sum of squares or
residuals sum of squares)∑

"̂i
2 =

∑
(Yi − Ŷi)2 =

∑
(Yi − �̂0 − �̂1Xi)2:

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 åßíáé ôï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá (mean square error)

�̂2 =
1

n− 2

∑
(Yi − �̂0 − �̂1Xi)2:

Äéáéñïýìå ìå n− 2 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáèþò Ý÷ïõí åêôéìçèåß äýï ðáñÜìåôñïé.

2.3 Ãñáììéêü ÌïíôÝëï ìå óöÜëìáôá ðïõ áêïëïõèïýí ÊáíïíéêÞ ÊáôáíïìÞ

Óôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï óõ÷íÜ õðïèÝôïõìå üôé ôá ôõ÷áßá óöÜëìáôá áêïëïõèïýí ôçí êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ. ¸÷ïõìå ôüôå ôï ìïíôÝëï

Yi = �0 + �1Xi + "i; i = 1; : : : ; "i ∼ N(0; �2)

ÐáñáôÞñçóç: Ç õðüèåóç Cov("i; "j) = 0 (áóõó÷Ýôéóôá óöÜëìáôá) åßíáé êáé õðüèåóç áíåîáñôçóßáò
(áíåîÜñôçôá óöÜëìáôá) êÜôù áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ.

2.3.1 Åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí ìå ôç ÌÝèïäï ÌÝãéóôçò ÐéèáíïöÜíåéáò

¸÷ïõìå Yi ∼ N(�0 + �1Xi; �
2); i = 1; : : : ; n.



ÓõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò (likelihood function):

L(�0; �1; �
2) =

n∏
1

1√
2��2

exp
{
− 1

2�2
(Yi − �0 − �1Xi)2

}

= (2��2)−n=2exp
{
− 1

2�2
(Yi − �0 − �1Xi)2

}
ÓõíÜñôçóç log-ðéèáíïöÜíåéáò (log − likelihood function):

logL = −n
2

log(2��2)− 1
2�2

∑
(Yi − �0 − �1Xi)2

Ïé åêôéìÞôñéåò ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ðñïêýðôïõí áðü ôç ìåãéóôïðïßçóç ôçò logL ùò ðñïò ôéò
ðáñáìÝôñïõò.

@ logL
@�0

=
1
�2

∑
(Yi − �0 − �1Xi) = 0

@ logL
@�1

=
1
�2

∑
Xi(Yi − �0 − �1Xi) = 0

 áíôßóôïé÷åò ìå ôéò êáíïíéêÝò åîéóþóåéò

⇒ �̂0; �̂1 ßäéåò ìå åêôéìÞôñéåò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí.

@ logL
@�2

= − n

2�2
+

1
2�4

∑
(Yi − �0 − �1Xi)2 = 0

⇒ �̂2 =
1
n

∑
(Yi − �̂0 − �̂1Xi)2

Ç �̂2 äåí åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2.

ÐáñáôÞñçóç
Ïé åêôéìÞôñéåò �̂0 êáé �̂1 óáí åêôéìÞôñéåò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí
1) åßíáé áìåñüëçðôåò
2) Ý÷ïõí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ ìåôáîý ôùí á.å. ðïõ åßíáé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôùí Yi.

Åðßóçò óáí åêôéìÞôñéåò ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò åßíáé
(1) óõíåðåßò
(2) åðáñêåßò
(3) áìåñüëçðôåò åêôéìÞôñéåò åëÜ÷éóôçò äéáóðïñÜò (Ý÷ïõí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ ìåôáîý üëùí ôùí á.å.)

ÊáôáíïìÞ ôçò �̂1

Yi = �0 + �1Xi + "i; i = 1; : : : ; "i ∼ N(0; �2); áíåîÜñôçôá ⇒ Yi ∼ N(�0 + �1Xi; �
2)



Åßíáé �̂1 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

=
∑

kiYi

¢ñá ç �̂1 áêïëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò êáíïíéêþí ô.ì.
¸÷ïõìå äåßîåé üôé

Å(�̂1) = �1

�2(�̂1) = V (
∑

kiYi) =
∑

ki2V (Yi) = �2
∑

k2
i =

�2∑n
i=1(Xi − X̄)2

¢ñá ç �̂1 ∼ N(�1;
�2∑n

i=1(Xi − X̄)2
)

Ç äéáóðïñÜ �2 åßíáé Üãíùóôç. Ìðïñåß üìùò íá åêôéìçèåß áðü ôçí á.å. ôçò

�̂2 =
1

n− 2

∑
(Yi − �̂0 − �̂1Xi)2

Ïðüôå ç åêôéìïýìåíç äéáóðïñÜ ôçò �̂1 åßíáé

S2(�1) =
�̂2∑n

i=1(Xi − X̄)2

.

ÊáôáíïìÞ ôçò �̂0

Åßíáé �̂0 = Ȳ − �̂1X̄ üðïõ ôá Yi åßíáé êáíïíéêÝò ô.ì. êáé ôï �̂1 åßíáé åðßóçò êáíïíéêÞ ô.ì. ¢ñá ôï
�̂0 áêïëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò êáíïíéêþí ô.ì.
Å÷ïõìå äåßîåé üôé

E(�̂0) = �0

�2(�̂0) = V (Ȳ − �̂1X̄) = V (Ȳ ) + V (�̂1X̄)− 2Cov(Ȳ ; �̂1X̄)

=
�2

n
+ X̄V (�̂1)− 2X̄ Cov(Ȳ ; �̂1)︸ ︷︷ ︸

0

=
�2

n
+ X̄

�̂2∑n
i=1(Xi − X̄)2

= �2
[ 1
n

+
X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2

]

Åêôéìïýìåíç äéáóðïñÜ: S2(�̂0) = �̂
[ 1
n

+
X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2

]

Ðñüôáóç 2.1 Åßíáé Cov(�̂1; Ȳ ) = 0



Áðüäåéîç.
Éäéüôçôåò óõíäéáêýìáíóçò: Cov(X + Y; Z) = Cov(X;Z) + Cov(X;Y )
Cov(X + Y; Z + W ) = Cov(X;Z) + Cov(X;W ) + Cov(Y; Z) + Cov(Y;W )

Cov(�̂1; Ȳ ) = Cov(
∑

kiYi;

∑
Yi
n

) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(kiYi;
Yj
n

) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ki
n
Cov(Yi; Yj)

=
∑ ki

n
Cov(Yi; Yj) =

1
n

∑
kiV (Yi) =

�2

n

∑
ki︸ ︷︷ ︸

0

= 0

áöïý Cov(Yi; Yj) = 0; i 6= j �

Ðñüôáóç 2.2 Ç ô.ì.
�̂1 − �1

s(�1)
∼ t(n−2)

Áðüäåéîç.
Éó÷ýåé: Áí Z ∼ N(0; 1); U ∼ X2

(r)êáé Z;U áíåîÜñôçôåò
ôüôå

T =
Z√
U
ô

∼ t(r)

¸÷ïõìå �̂1 ∼ N(�1; �
2(�̂1)) ⇒ �̂1 − �1

�(�1)
∼ N(0; 1)

Åðßóçò éó÷ýåé üôé ∑
"2
i

�2
=
∑

(Yi − Ŷi)
�2

=
∑

(Yi − �̂0 − �̂1Xi)2

�2
∼ X2(n− 2)

Êáé åðåéäÞ �̂2 =
1

n− 2

∑
"̂2
i , Ý÷ïõìå

�̂2(n− 2)
�2

∼ X2(n− 2).

Ôþñá

S2(�̂1) =
�̂2∑n

i=1(Xi − X̄)2

�2(�̂1) =
�2∑n

i=1(Xi − X̄)2

⇒
S2(�̂1)

�2(�̂1)
=
�̂2

�2

¢ñá
S2(�̂1)(n− 2)

�2(�̂1)
∼ X2(n− 2)

ÅðïìÝíùò

�̂1 − �1

�(�̂1)√
S2(�̂1)����(n− 2)

�2(�̂1)����(n− 2)

=
�̂1 − �1

s(�1)
∼ t(n−2)

�



¢óêçóç 2.1 Íá âñåèåß äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ìå óõíôåëåóôÞ åìðéóôïóýíçò 1-á ãéá ôï �1

Ëýóç.

Åßíáé P
(
− t�

2
(n− 2) ≤ �̂1 − �1

s(�̂1)
≤ t�

2
(n− 2)

)
= 1− �

¢ñá ôï æçôïýìåíï ä.å. ãéá ôï �1 åßíáé

�̂1 ± t�
2
(n− 2)s(�̂1)

Ïìïßùò åßíáé
�̂0 − �0

s(�0)
∼ t(n− 2)Üñá ä.å. ìå óõíôåëåóôÞ 1-á ãéá ôï �0:

�̂0 ± t�
2
(n− 2)s(�̂0)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí êáôáíïìÞ t(n − 2) ìðïñïýìå íá êÜíïõìå êáé åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí ãéá ôéò
ðáñáìÝôñïõò �0 êáé �1:

H0 : �0 = 0 H0 : �1 = 0
H1 : �0 6= 0 H0 : �1 6= 0

�

¢óêçóç 2.2 ¸óôù ôï åíáëëáêôéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï

Yi = �∗0 + �1(Xi − X̄) + "i; "i ∼ N(0; �2); áíåî

Íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôïõ �̂∗0

Ëýóç
Áñ÷éêü ìïíôÝëï

Yi = �0 + �1Xi + "i; äçëáäÞ �∗0 = �0 + �1X̄

¢ñá �̂∗0 = �̂0 + �̂1X̄ = Ȳ − �̂1X̄ + �̂1X̄ = Ȳ

ÅðåéäÞ ôá Yi åßíáé êáíïíéêÝò ô.ì., ôï �̂
∗
0 = Ȳ åßíáé åðßóçò êáíïíéêÞ ô.ì. ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò

áíåîÜñôçôùí êáíïíéêþí ô.ì.

E(�̂∗0) = E(�̂0 + �̂1X̄) = E(�̂0) + X̄E(�̂1) = �0 + �1X̄ = �∗0

ÅíáëëáêôéêÜ

E(�̂∗0) = E(Ȳ ) = E
(∑Yi

n

)
=

1
n

∑
E(Yi) =

1
n

∑
(�∗0 + �1(Xi − X̄))

=
1
n
n�∗0 +

1
n

∑
(Xi − X̄)︸ ︷︷ ︸

0

= �∗0

ÄçëáäÞ �̂∗0 áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá.

V (�̂∗0) = �2(�̂∗0) = V (Ȳ ) = V
(∑Yi

n

)
=

1
n2

∑
V (Yi) =

1
n2

∑
�2 =

1
n2
n�2 =

�2

n

¢ñá �̂∗0 ∼ N(�∗0 ;
�2

n ) �



2.4 To Áðëü Ãñáììéêü ÌïíôÝëï ìå Ðßíáêåò

Åßíáé
Yi = �0 + �1Xi + "i; i = 1; : : : ; n

ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå
Y1 = �0 + �1X1 + "1

Y2 = �0 + �1X2 + "2

...

Yn = �0 + �1Xn + "n

Ïñßæïõìå

Y
(n×1)

=


Y1

Y2
...
Yn

 ; X
(n×2)

=


1 X1

1 X2
...

...
1 Xn

 ; B
(2×1)

=
(
�0

�1

)
; E

(n×1)
=


"1

"2
...
"n


Ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá ãñáöôåß óå ìïñöÞ ðéíÜêùí ùò

Y
(n×1)

= XB
(n×1)

+ E
(n×1)

ÈÝëïõìå íá åêôéìÞóïõìå ôï äéÜíõóìá Â.

Èá ÷ñåéáóôïýìå:

• Y ′Y = (Y1; Y2; : : : ; Yn)


Y1

Y2
...
Yn

 =
∑

Yi2

X ′X =
(

1 1 : : : 1
X1 X2 : : : Xn

)
1 X1

1 X2
...

...
1 Xn

 =
(

n
∑

Xi∑
Xi

∑
X2
i

)

X ′Y =
(

1 1 : : : 1
X1 X2 : : : Xn

)
Y1

Y2
...
Yn

 =
( ∑

Yi∑
XiYi

)

• Áíôßóôñïöïò ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá (2× 2)

A =
(
a b
c d

)
êáé Ýóôù ç ïñßæïõóá D = ad− cb 6= 0



Ôüôå ìðïñþ íá âñþ ôïí áíôßóôñïöï: A−1 =
(
d=D −b=D
−c=D a=D

)
⇒ O X ′X =

(
n

∑
Xi∑

Xi
∑

X2
i

)
Ý÷åé ïñßæïõóá D = n

∑
X2
i − (

∑
Xi)2 =

= n
[∑

X2
i −

(
∑

Xi)2

n

]
= n

∑
(Xi − X̄)2 > 0

¢ñá (X ′X)−1 =


∑

Xi)2

n
∑

(Xi − X̄)2
− X̄∑

(Xi − X̄)2

− X̄∑
(Xi − X̄)2

1∑
(Xi − X̄)2


• ¸óôù Y ôõ÷áßï äéÜíõóìá n× 1; äçëáäÞ Y äéÜíõóìá ôïõ ïðïßïõ ôá óôïé÷åßá åßíáé
ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò. Åßíáé

Å(Y ) =


Å(Y1)
Å(Y2)

...
Å(Yn)

 ; �2(Y ) = D(Y )
Ðßíáêáò Óõíäéáêýìáíóçò

n× n ðßíáêáò ìå ij óôïé÷åßï �(Yi; Yj) = Cov(Yi; Yj)

êáé óôç äéáãþíéï ïé äéáóðïñÝò �2(Yi)

¢ñá, óôï ãñáììéêü ìïíôÝëï D(Y ) =


�2 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : �2

 = �2I(n×n)

• ÅÜí Y;W ôõ÷áßá äéáíýóìáôá êáé Á ðßíáêáò óôáèåñþí ôÝôïéá þóôå W = AY , ôüôå
E(A) = A
E(W ) = E(AY ) = AE(Y )
D(W ) = D(AY ) = AD(Y )A′

ÅêôéìÞôñéá åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôïõ Â

ÊáíïíéêÝò åîéóþóåéò:

n�̂0 + �̂1

n∑
i=1

Xi =
n∑
i=1

Yi

�̂0

n∑
i=1

Xi + �̂1

n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

XiYi

Õðü ìïñöÞ ðéíÜêùí:

X ′XB̂ = X ′Y (2.1)

ãéáôß X ′XB̂ =
(

n
∑

Xi∑
Xi

∑
X2
i

)(
�̂0

�̂1

)
=

(
n�̂0 + �̂1

∑
Xi

�̂0
∑

Xi + �̂1
∑

X2
i

)
êáé X ′Y =

( ∑
Yi∑
XiYi

)
(2.1)

Ëýíù ùò ðñïòB̂
=⇒ (X ′X)−1(X ′X)︸ ︷︷ ︸

I

B̂ = (X ′X)−1X ′Y ⇒ B̂ = (X ′X)−1X ′Y



E(B̂) = E
(

(X ′X)−1X ′Y
)

= (X ′X)−1X ′E(Y )

= (X ′X)−1X ′[E(XB + E)]
= (X ′X)−1X ′XB = B

D(B̂) = D
(

(X ′X)−1X ′Y
)

= (X ′X)−1X ′D(Y )
(

(X ′X)−1X ′
)′

= (X ′X)−1X ′�2InX(X ′X)−1

= �2(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1 = �2(X ′X)−1

2.5 Ìåôáó÷çìáôéóìïß ÓõíÜñôçóçò Ðáëéíäñüìçóçò þóôå íá ãßíåé ÃñáììéêÞ

• Ðïëëáðëáóéáóôéêü ÌïíôÝëï

Yi = 0
Xi
1 "i, üðïõ 0; 1 ðáñÜìåôñïé êáé "i ô.ì. ìå Å("i) = 1.

Ðáßñíïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Y ′i = log10 Yi Ý÷ïõìå

Y ′i = log10 Yi = log10 0 + Xi log10 1 + log10 "i

Þ Y ′i = �0 +�1Xi + "′i, üðïõ �0 = log10 0; �1 = log10 1 ðáñÜìåôñïé êáé "
′
i ôõ÷áßá óöÜëìáôá

ìå Å("i) = 0.

• ÌïíôÝëï Yi = �0 +
�1

Xi
+ "i

×ñçóéìïðïéïýìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü X ′i =
1
Xi

; ïðüôå Ý÷ïõìå

Y ′i = �0 + �1X
′
i + "i

• ÌïíôÝëï Yi =
1

1 + exp{�0 + �1Xi + "i}

Ðáßñíïõìå Y ′i =
1
Yi
, ïðüôå

Y ′i = 1 + exp{�0 + �1Xi + "i}

Óõíå÷éæïõìå èÝôïíôáò Y ′′i = ln(Y ′i − 1),ïðüôå

Y ′i = �0 + �1Xi + "i



2.6 ÐïëëáðëÞ Ðáëéíäñüìçóç

Ãåíéêü ãñáììéêü ìïíôÝëï ìå p áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + : : : + �pXip + "i

Ìåôáó÷çìáôéóìïß

• ÌïíôÝëï Yi = �0 + �1Xi + �2X
2
i + "i

ÈÝôïõìå Xi1 = Xi êáé Xi2 = X2
i ïðüôå ðáßñíïõìå

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i

• ÌïíôÝëï Yi =
1

�0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i

ÈÝôïõìå Y ′i =
1
Yi

ïðüôå Ý÷ïõìå

Y ′i = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i

• ÌïíôÝëï Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + �3Xi1Xi2 + "i
èÝôïõìå Xi3 = Xi1Xi2ïðüôå Ý÷ïõìå

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + +�3Xi3 + "i

ÃåíéêÜ ãéá ôï ìïíôÝëï ðïëëáðëÞò ðáëéíäñüìçóçò Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + : : : + �pXip + "i ïé
êáíïíéêÝò åîéóþóåéò åßíáé

X ′XB̂ = X ′Y:

Ãéá ôï ìïíôÝëï Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i Ý÷ïõìå

X =


1 X11 X12

1 X21 X22
...

...
...

1 Xn1 Xn2

 ; B =

�̂0

�̂1

�̂2

 ; Y =


Y1

Y2
...
Yn



X ′XB̂ =

 n
∑

Xi1
∑

Xi2∑
Xi1

∑
X2
i1

∑
Xi1Xi2∑

Xi2
∑

Xi2Xi1
∑

X2
i2


�̂0

�̂1

�̂2

 =

 ∑
Yi∑

Xi1Yi∑
Xi2Yi

 = X ′Y

ÃåíéêÜ Ý÷ïõìå

Y =

Y1
...
Yn

 ; X =

1 X11 : : : X1p
...

...
...

1 Xn1 : : : Xnp

 ; B =


�0

�1
...
�p

 ; E =


"1

"2
...
"p





Ïé êáíïíéêÝò åîéóþóåéò ìáò äßíïõí ôçí åêôéìÞôñéåò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ãéá ôï Â

X ′XB̂ = X ′Y ⇒ B̂ = (X ′X)−1X ′Y

E(B̂) = B

D(B̂) = �2(X ′X)−1

2.7 ÊáôáíïìÝò ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí

Oñéóìüò 2.1 ¸íá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï 2ïõ âáèìïý óå n ìåôáâëçôÝò êáëåßôáé ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ
óå áõôÝò ôéò ìåôáâëçôÝò. ÅÜí êáé ïé óõíôåëåóôÝò êáé ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß
Ý÷ïõìå ðñáãìáôéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ.

ÐáñÜäåéãìáôá 2.1 (1)X2
1 + X1X2 + X2

2 ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ùò ðñïò X1; X2

(2)X2
1 + X2

2 + X2
3 − 2X1X2 ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ùò ðñïò X1; X2; ×3

(3)X2
1 + X2

2 − 2X1 − 4X2 + 5
||

äåí åßíáé ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ùò ðñïò X1; X2

(X1 − 1)2 + (X2 − 2)2 áëëÜ åßíáé ùò ðñïò (X1 − 1); (X2 − 2)

Ðñüôáóç 2.3 ¸óôù X1; X2; : : : ; Xn ô.ä. áðü ôçí ô.ì. × êáé X̄; S2 = 1
n−1

∑
(Xi − X̄)2ï

äåéãìáôéêüò ìÝóïò êáé ç äåéãìáôéêÞ äéáóðïñÜ áíôßóôïé÷á. Ç ô.ì. (n−1)S2 åßíáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ
ìïñöÞ óôéò n ô.ì. X1; X2; : : : ; Xn

Áðüäåéîç

(n− 1)S2 =
∑

(Xi − X̄)2 =
∑

(Xi −
∑

Xi

n )2

=
∑

X2
i +

n(
∑

Xi)2

n2
− 2

∑
Xi

∑
Xi

n
=

=
∑

X2
i +

(
∑

Xi)2

n
− 2
n

(
∑

Xi)2 =

=
∑

X2
i −

(
∑

Xi)2

n
=
∑

X2
i −

1
n

{∑
Xi + 2

n∑
i;j=1
i<j

XiXj

}
=

=
n− 1
n

∑
X2
i −

2
n

n∑
i;j=1
i<j

XiXj ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ �

ÐáñáôÞñçóç. Ãíùñßæïõìå üôé åÜí X ∼ N(�; �2) êáé X1; X2; : : : ; Xn ô.ä. ôüôå
(n− 1)S2

�2
∼

X2
(n−1).



ÐáñáôÞñçóç. Ãíùñßæïõìå üôé åÜí Q1; Q2; : : : ; Qn åßíáé áíåîÜñôçôåò X2 ô.ì. ìå ri; i = 1; : : : ; k
â.å. áíôßóôïé÷á, ôüôå ç ô.ì. Q =

∑k
i=1 Qi åßíáé X

2
(r1+r2+:::+rk).

Èåþñçìá 2.3 ¸óôù Q =
∑k

i=1 Qi üðïõ Q1; Q2; : : : ; Qn åßíáé k ðñáãìáôéêÝò ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò
óå n áíåîÜñôçôåò ô.ì. ðïõ áêïëïõèïýí ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóïõò �1; �2; : : : ; �n áíôßóôïé÷á
êáé ôçí ßäéá äéáóðïñÜ �2.

¸óôù åðßóçò üôé (i)
Q

�2
;
Q1

�2
;
Q2

�2
; : : : ;

Qk−1

�2
Ý÷ïõí ôçí êáôáíïìÞ X2ìå r; r1; r2; : : : ; rk−1 â.å. áíôßóôïé÷á,

êáé (ii) Qk ìç áñíçôéêÞ. Ôüôå
(1)Q1; Q2; : : : ; Qn åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé

(2)
Qk

�2
∼ X2

(rk), üðïõ rk = r − (r1 + r2 + : : : + +rk)

Ðñüôáóç 2.4 ¸óôù ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï

Yi = �0 + �1Xi + "i;

Þ
Yi = �∗0 + �1(Xi − X̄) + "i ìå �

∗
0 = �0 + �1X̄

ÅÜí "i ∼ N(0; �2), ôüôå Yi
áíåî∼ Í(�0 + �1Xi; �

2)
Þ Yi ∼ Í(�∗0 + �1(Xi − X̄); �2).

¸÷ïõìå

∑
"̂2
i

�2
=
∑

(Yi − Ŷi)2

�2
=
∑

(Yi − �̂0 − �̂1Xi)
�2

∼ X2
(n−2)

Þ

∑
(Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)

�2
∼ X2

(n−2)

Áðüäåéîç∑
(Yi − �0 − �1Xi)2 =

∑
(Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄))2 =

=
∑[

(�̂∗0 − �∗0) + (�̂1 − �1)(Xi − X̄) + [Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)]
]2
,

üðïõ Ý÷ù ðñïóèáöáéñÝóåé Ŷi = �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)

= n(�̂∗0 − �∗0)2 + (�̂1 − �1)
∑

(Xi − X̄)2 +
∑[

(Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)
]2

+ 0

Óõìâïëßæïõìå ìå

Q =
∑

(Yi − �0 − �1Xi)2 =
∑(

Yi − �∗0 − �1(Xi − X̄)
)2

Q1 = n(�̂∗0 − �∗0)2

Q2 = (�̂1 − �1)2
∑

(Xi − X̄)2

Q3 =
∑[

Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)
]2



Åßíáé Q = Q1 + Q2 + Q3.

Ôá Q;Q1; Q2; Q3 åßíáé ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò ùò ðñïò êáíïíéêÝò ô.ì.

Åßíáé Yi ∼ Í(�0 + �1Xi; �
2)⇒ (Yi − �0 − �1Xi)2

�2
∼ X2

(1)

Ïé Yi åßíáé áíåîÜñôçôåò Üñá
∑ (Yi − �0 − �1Xi)2

�2
∼ X2

(n)

äçë.
Q

�2
∼ X2

(n)

�̂∗0 ∼ N(�0;
�2

n
)⇒ n(�̂∗0 − �∗0)2

�2
∼ X2

(1) , äçë.
Q1

�2
∼ X2

(1)

�̂1 ∼ N(�1;
�2∑n

i=1(Xi − X̄)2
)⇒

∑n
i=1(Xi − X̄)2(�̂1 − �1)2

�2
=
Q2

�2
∼ X2

(1)

Ôï Q3 åßíáé ìç áñíçôéêü, Üñá ìå âÜóç ôï èåþñçìá

Q3

�2
=

∑[
Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)

]2

�2
=
∑

"̂2
i

�2
∼ X2

(n−1+1) ≡ X2
(n−2)

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ôá äéðëÜóéá ãéíüìåíá åßíáé ìçäåíéêÜ.

(i) 2
∑

(�̂∗0 − �∗0)(�̂1 − �1)(Xi − X̄) = 2(�̂∗0 − �∗0)(�̂1 − �1)
∑

(Xi − X̄) = 0

(ii) 2
∑

(�̂∗0 −�∗0)
(
Yi− �̂∗0 − �̂1(Xi− X̄)

)
= 2(�̂∗0 −�∗0)

∑
(Yi− Ȳ )−2(�̂∗0 −�∗0)�̂1

∑
(Xi− X̄) = 0

(iii) 2
∑

(�̂1 − �1)(Xi − X̄)
(
Yi − �̂∗0 − �̂1(Xi − X̄)

)
=

= 2(�̂1 − �1)
∑

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )− 2(�̂1 − �1)�̂1
∑

(Xi − X̄)2 =

= 2(�̂1 − �1)
[∑

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )−
∑

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

(((
((((

∑
(Xi − X̄)2 ���

���
�∑

(Xi − X̄)2
]

= 0

2.8 ÊáôÜëïéðá Ðáëéíäñüìçóçò

Yi = �0 + �1Xi + "i
Å(Yi) = �0 + �1Xi, "i = Yi − Å(Yi)



Ç ðáëéíäñüìçóç åêôéìÜôáé áðü ôçí åõèåßá Ŷi = �̂0+�̂1Xi (ëÝìå üôé ðñïóáñìüæïõìå áõôÞ ôçí åõèåßá
óôá äåäïìÝíá ìáò). Ç ôéìÞ Ŷi êáëåßôáé ðñïóáñìïóìÝíç ôéìÞ (�tted value) åíþ ç Yi ðáñáôçñïýìåíç
ôéìÞ (observed value). Ôï i êáôÜëïéðï, "̂i , åßíáé ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò ðáñáôçñïýìåíçò êáé ôçò
ðñïóáñìïóìÝíçò ôéìÞò:

"̂i = Yi − Ŷi.

2.8.1 Éäéüôçôåò êáôáëïßðùí

1)
∑

"̂i = 0 (∗)

Åßíáé
∑

"̂i =
∑

(Yi− �̂0− �̂1Xi) =
∑

Yi−n�̂0− �̂1
∑

Xi = 0 (Üðü ôçí ðñþôç êáíïíéêÞ åîßóùóç)
(∗)⇒

∑
(Yi − Ŷi) = 0 ⇒

∑
Yi =

∑
Ŷi Ïé ðáñáôçñïýìåíåò ôéìÝò êáé ïé ðñïóáñìïóìÝíåò ôéìÝò

Ý÷ïõí ßäéï ìÝóï.

2)
∑

"̂2
i = 0 åßíáé åëÜ÷éóôï (áðáßôçóç óôç ìÝèïäï åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí).

3)
∑

Xi"̂i = 0

Åßíáé
∑

Xi"̂i =
∑

Xi(Yi − �̂0 − �̂1Xi) =
∑

XiYi − �̂0
∑

Xi − �̂1
∑

X2
i = 0 (áðü ôçí äåýôåñç

êáíïíéêÞ åîßóùóç)

4)
∑

Yi"̂i = 0

Åßíáé
∑

Yi"̂i =
∑

(�̂0 + �̂1Xi)(Yi − Ŷi) = �̂0

∑
(Yi − Ŷi)︸ ︷︷ ︸

0

+�̂1
∑

Xi(Yi − Ŷi) =

= �̂1
∑(

XiYi −Xi(�̂0 + �̂1Xi)
)

= �̂1

[∑
XiYi − �̂0

∑
Xi − �̂1

∑
X2
i︸ ︷︷ ︸

0(áðü 2ç êáíïíéêÞ åîßóùóç)

]
= 0

Áò ìçí îå÷íÜìå üôé ôá êáôÜëïéðá "̂i åßíáé ïé åêôéìÞóåéò ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜáôùí, "i. ÊÜôù áðü ôéò
õðïèÝóåéò ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ Å("i) = 0; V ("i) = �2, Cov("i; "j) = 0; i 6= j. Ôá êáôÜëïéðá
ëïéðüí ðñÝðåé íá åßíáé ôõ÷áßá êáôáíåìçìÝíá ãýåù áðü ôï 0, áóõó÷Ýôéóôá êáé ïìïóêåäáóôéêÜ. Áí
áõôÜ äåí éó÷ýïõí, ôüôå ôï ìïíôÝëï ðïõ Ý÷ïõìå ðñïóáñìüóåé äåí åßíáé êáôÜëëçëï ãéá ôá äåäïìÝíá
ìáò.

¢óêçóç 2.3 (Ðáëéü èÝìá)



Äßíåôáé ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï

Yi = �(Xi − X̄) + "i; i = 1; : : : ; n; "i ∼ N(0; �2)áóõó÷Ýôéóôá

(i) Íá âñåèåß ç å.å.ô. �̂ ôçò � êáé ç êáôáíïìÞ ôçò.

(ii) Íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò
�̂ − �

s(�̂)
üðïõ s(�̂) åßíáé á.å. ôçò äéáóðïñÜò

ôïõ �̂:
(iii) Ãéá äåäïìÝíç ôéìÞ X0 íá âñåèåß ä.å. óõíôåëåóôÞ 1-á ãéá ôï �(X0 − X̄):

Ëýóç.

(i) Åêôßìçóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí: åëá÷éóôïðïéþ ôçí ðïóüôçôá
Q =

∑
"2
i

∑
(Yi − �(Xi − X̄))2 ùò ðñïò �

@Q

@�
= −2

∑
(Xi − X̄)[Yi − �(Xi − X̄)] = 0

⇒ −
∑

(Xi − X̄)Yi + �
∑

(Xi − X̄)2 = 0⇒ �̂ =
∑

(Xi − X̄)Yi∑
(Xi − X̄)2

Ôï �̂ åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí Yi, áöïý

�̂ =
∑

kiYi; üðïõ ki =
Xi − X̄∑
(Xi − X̄)2

óôáèåñÝò.

ÅðåéäÞ "i ∼ N(0; �2) áóõó÷Ýôéóôåò Üñá êáé áíåîÜñôçôåò ô.ì., éó÷ýåé üôé

Yi ∼ N(�(Xi − X̄); �2)

¢ñá ôï �̂ áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ óáí ãñáììéêüò óõíäõáóìüò áíåîÜñôçôùí êáíïíéêþí ô.ì.
Åßíáé

E(�̂) = E
[∑(Xi − X̄)Yi∑

(Xi − X̄)2

]
=
∑

(Xi − X̄)E(Yi)∑
(Xi − X̄)2

=
∑

(Xi − X̄)�(Xi − X̄)∑
(Xi − X̄)2

=
�
∑

(Xi − X̄)2∑
(Xi − X̄)2

= �

ÄçëáäÞ åßíáé á.å.

V (�̂) = V
[∑(Xi − X̄)Yi∑

(Xi − X̄)2

]
=
∑

(Xi − X̄)2V (Yi)(∑
(Xi − X̄)2

)2 =
�2
((((

(((∑
(Xi − X̄)2(∑

(Xi − X̄)2
)
�2

=
�2∑

(Xi − X̄)2

¢ñá

�̂ ∼ N(�;
�2∑

(Xi − X̄)2
)



(ii) ( Íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôçò
�̂ − �

s(�̂)
üðïõ s(�̂) åßíáé á.å. ôçò �̂:)

Èá äåßîïõìå ðñþôá üôé ôï

∑
(Yi − �̂(Xi − X̄))2

�2
∼ X2

(n−1)

Ïé âáèìïß åëåõèåñßáò åßíáé áñéèìüò ðáñáôçñÞóåùí-áñéèìüò åêôéìïýìåíùí ðáñáìÝôñùí∑
(Yi − �(Xi − X̄))2 =

∑
(Yi − �̂(Xi − X̄) + �̂(Xi − X̄)− �(Xi − X̄))2 =

=
∑[

(�̂ − �)(Xi − X̄) + (Yi − �̂(Xi − X̄)
]2

=

= (�̂ − �)2
∑

(Xi − X̄)2 +
∑(

Yi − �̂(Xi − X̄)
)2]2

+ 2(�̂ − �)
∑

(Xi − X̄)[Yi − �̂(Xi − X̄)] =

= (�̂ − �)2
∑

(Xi − X̄)2 +
∑[

Yi − �̂(Xi − X̄)
]2

ãéáôß
∑

(Xi − X̄)[Yi − �̂(Xi − X̄) =
∑

(Xi − X̄)Yi − �̂
∑

(Xi − X̄)2

=
∑

(Xi − X̄)Yi −
∑

(Xi − X̄)Yi
((((

(((∑
(Xi − X̄)2 ���

���
�∑

(Xi − X̄)2 = 0

¢ñá Ý÷ïõìå

Q = Q1 + Q2, üðïõ

Q =
∑(

(Yi − �(Xi − X̄)
)2

ðñáãìáôéêÝò

Q1 = (�̂ − �)
∑

(Xi − X̄)2 ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò

Q2 =
∑

(Yi − �(Xi − X̄))2 ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò Yi; (Xi − X̄)

ÅðåéäÞ Yi ∼ N(�(Xi − X̄); �2)

[Yi − �(Xi − X̄)]2

�2
∼ X2

(1)

⇒ Q

�2
=
∑

[Yi − �(Xi − X̄)]2

�2
∼ X2

(n)

�̂ ∼ N(�;
�2∑

(Xi − X̄)2
)⇒ (�̂ − �)

∑
(Xi − X̄)2

�2
=
Q1

�2
∼ X2

(n)

ÅðåéäÞ Q2 åßíáé ìç áñíçôéêü, áðü ôï èåþñçìá ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí Ý÷ïõìå

Q2

�2
=
∑

(Yi − �(Xi − X̄))2

�2
∼ X2

(n−1)



ÎÝñïõìå üôé áí W ∼ X2
(n−1); ôüôå E(W ) = n− 1.

¢ñá Å
[∑(Yi − �(Xi − X̄))2

�2

]
= n− 1⇒ Å

[∑(Yi − �(Xi − X̄))2

n− 1

]
= �2:

¢ñá ç �̂2 =
∑

(Yi − �̂(Xi − X̄))2

n− 1
åßíáé á.å. ôïõ �2

êáé ç S2(�̂) =
�̂2∑

(Xi − X̄)2
á.å ôïõ �2(�) =

�2∑
(Xi − X̄)2

¸÷ïõìå âñåß üôé

∑
[Yi − �(Xi − X̄)]2

�2
=

(n− 1)�̂2

�2
∼ X2

(n−1)

¢ñá

(n− 1)S2(�̂)
�2(�)

∼ X2
(n−1)

êáé ç êáôáíïìÞ ôçò åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ �̂.

¢ñá

T =

�̂ − �

�(�̂)√
���(n−1)S2(�̂)

�2(�̂)���(n−1)

=
�̂ − �

s(�̂)
∼ t(n− 1)

(iii) ÆçôÜìå Ä.Å. ãéá ôï �(X0 − X̄):

Åßíáé P
(
− t�

2
(n− 1) <

�̂ − �

s(�̂)
< t�

2
(n− 1)

)
= 1− �

¢ñá ôï æçôïýìåíï ä.å. ãéá ôï � ìå óõíôåëåóôÞ 1-á åßíáé

�̂ ± t�
2
(n− 1)s(�̂)

ïðüôå Ä.Å. ãéá ôï �(X0 − X̄)

�̂(X0 − X̄)± t�
2
(n− 1)s(�̂)(X0 − X̄)

�

2.9 Ðáëéíäñüìçóç êáé ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò

¸óôù ôï ìïíôÝëï Yi = �0+�1Xi+"i; "i ∼ N(0; �2): Ç äéáóðïñÜ ôùí Yi ìåôñéÝôáé áðü ôï Üèñïéóìá
ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí Yi − Ȳ , äçëáäÞ áðü ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí



∑
(Yi − Ȳ )2 Total sum of squares (SST )

Ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí êáôáëïßðùí åßíáé

∑
"̂i =

∑
(Yi − Ŷ )2 Error sum of squares (SSE)

Éó÷ýåé üôé

Yi − Ȳ = (Yi − Ŷi) + (Ŷi − Ȳ )

Èá äåßîïõìå üôé ∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑
(Yi − Ŷi)2 +

∑
(Ŷi − Ȳ )2

Áðüäåéîç

∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑[
(Yi − Ŷi) + (Ŷi − Ȳ )

]2
=
∑

(
[
(Yi − Ŷi)2 + (Ŷi − Ȳ )2 + 2(Yi − Ŷi)(Ŷi − Ȳ )

]
=
∑

(Yi − Ŷi)2 +
∑

(Ŷi − Ȳ )2

Ãéáôß

2
∑

(Yi − Ŷi)(Ŷi − Ȳ ) = 2
∑

Ŷi(Yi − Ŷi)− 2Ȳ
∑

(Yi − Ŷ ) =

= 2
∑

Ŷi"̂i − 2Ȳ
∑

"̂i = 0 Áðü éäéüôçôåò êáôáëïßðùí

∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑
(Yi − Ŷi)2 +

∑
(Ŷi − Ȳ )2

SST SSE
SSR

(Regression
sum of squares)

ÓõíïëéêÞ ìåôáâëçôüôçôá Ìåôáâëçôüôçôá ðïõ Ìåôáâëçôüôçôá ðïõ
ôùí Yi ðïõ áðïäßäåôáé åîçãåßôáé áðü ôçí

óôá óöÜëìáôá ðáëéíäñüìçóç
n− 1 â.å. n− 2 â.å. 1 â.å.

Ôá Yi åßíáé åëåýèåñá ôá Yi åëåýèåñá. Ôá Ŷi ÕðÜñ÷ïõí äõï ðáñÜìåôñïé
Ìéá äÝóìåõóç áðü ôï Ȳ Äõï äåóìåýóåéò: ôï �0 êáé �1êáé∑

(Yi − Ȳi) = 0 �0 êáé �1 ìéá äÝóìåõóç:∑
(Yi − Ŷi) = 0



Ðßíáêáò ÁíÜëõóçò ÄéáóðïñÜò (Analysis of Variance Table ANOVA)
ÐçãÞ Ìåôáâëçôüôçôáò ¢èñïéóìá Ôåôñáãþíùí Â:Å: Mean Square
Source of V ariation SS d:f: MS

Ðáëéíäñüìçóç SSR =
∑

(Ŷi − Ȳ )2 1 MSR =
SSR

1
ÓöÜëìáôá SSE =

∑
(Yi − Ŷ )2 n− 2 MSE =

SSE

n− 2
Óýíïëï SST =

∑
(Yi − Ȳ )2 n− 1

Èåþñçìá 2.4 (Èåþñçìá Cochran). ¸óôù n ðáñáôçñÞóåéò Yi ∼ N(�; �2) êáé
∑

(Yi−Ȳ )2 = Q1+
Q2 + : : :+Qk üðïõ ôá Qi åßíáé ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò ùò ðñïò ôá Y1; Y2; : : : ; Yn ìå j, j = 1; : : : ; k

â.å. áíôßóôïé÷á. Ôüôå ïé ô.ì. Q1; Q2; : : : ; Qk åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé
Qj

�2
∼ X2

(rj)
, j = 1; : : : ; k áí

êáé ìüíï áí
∑k

j=1 rj = n− 1

Ôï èåþñçìá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôïí Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí

H0 : �1 = 0 (äåí õðÜñ÷åé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç)
H1 : �1 6= 0

ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ êñéôçñßïõ F .

ÊÜôù áðü ôçí H0 : Yi ∼ N(�0; �
2), äçëáäÞ ôá Yi åßíáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíá.

¸÷ïõìå
∑

(Yi − Ȳ )2 =
∑

(Yi − Ŷi)2︸ ︷︷ ︸
Q1

+
∑

(Ŷi − Ȳ )2︸ ︷︷ ︸
Q2

Ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò Cochran ðëçñïýíôáé. ¢ñá ïé

∑
(Yi − Ŷi)2

�2
êáé

∑
(Ŷi − Ȳi)2

�2
åßíáé

áíåîÜñôçôåò ìå n− 2 êáé 1 â.å. áíôßóôïé÷á.

ÐáñáôÞñçóç

Áí Õ ∼ X2
(í1) , V ∼ X2

(í2) êáé U; V áíåîÜñôçôåò ôüôå F =
U=í1

V=í2
∼ F (í1; í2)

¢ñá ç ô.ì. ∑
(Ŷi − Ȳi)2

���
2∑

(Yi − Ŷi)2

���
2(n− 2)

=
∑

(Ŷi − Ȳi)2

�̂2
∼ F(1;n−2)



ÁëëÜ ∑
(Ŷi − Ȳ )2 =

∑
(�̂0 − �̂1Xi − Ȳ )2 =

∑
(��̄Y − �̂1X̄ + �̂1Xi − ��̄Y )2

= �̂2
1

∑
(Xi − X̄)2

ÄçëáäÞ

F =
�̂2

1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
∼ F(1;n−2)

H H0 : �1 = 0 áðïññßðôåôáé ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò

F =
�̂2

1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
, äçë. ç H0 : �1 = 0 áðïññßðôåôáé óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò á

ãéá
�̂2

1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
> F�(1;n−2)

Ó÷Ýóç áíÜìåóá óôïí Ýëåã÷ï t êáé óôïí Ýëåã÷ï F

O Ýëåã÷ïò õðïèÝóåùí
H0 : �1 = 0
H1 : �1 6= 0

ìðïñåß íá âáóéóôåß óôç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç Ô =
�̂1 − �1

s(�̂1)
∼ t(n−2), üðïõ

s(�̂1)2 =
�̂2∑

(Xi − X̄)2
.

ÊÜôù áðü ôçí H0 åßíáé

Ô2 =
�̂2

1

s(�̂1)2
=

�̂2
1

�̂2∑
(Xi − X̄)2

=
�̂2

1

∑
(Xi − X̄)2

�̂2
= F

Åðßóçò êÜôù áðü ôçí H0 :
�̂1

s(�̂1)
∼ t(n−2). Áðïññßðôïõìå ôçí H0 : óå å.ó.ó. áí

∣∣∣ �̂1

s(�̂1)

∣∣∣ > ta=2(n−2)

Ðßíáêáò ANOVA ãéá ôçí ÐïëëáðëÞ Ðáëéíäñüìçóç

Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + : : : + �pXip + "i; "i ∼ Í(0; �2); p + 1 ðáñÜìåôñïé.

ÐçãÞ Ìåôáâëçôüôçôáò SS d:f: MS F p− value

Ðáëéíäñüìçóç SSR p SSR=p MSR=MSE
ÓöÜëìáôá SSE n− p− 1 SSE=n− p− 1
Óýíïëï SST n− 1



p− value : ç ðéèáíüôçôá ìéá ô.ì. ðïõ áêïëïõèåß êáôáíïìÞ F(p;n−p−1) íá ðÜñåé ôéìÞ ôüóï áêñáßá
Þ ðåñéóóüôåñï áêñáßá áðü ôçí ôéìÞ ôçò Fðïõ ðáñáôçñÞóáìå.

¸ëåã÷ïò ìå H0 : �1 = �2 = : : : = �p = 0 (äåí õðÜñ÷åé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç ôùí ìåôáâëçôùí × êáé
Õ ).

F =
MSR

MSE
∼ F (p; n− p− 1): Áðïññßðôïõìå ôçí H0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò á áí

F > F�(p; n− p− 1) (Þ áí p− value < �).

Ôï F − test åßíáé ðéï ãåíéêü áðü ôï t − test. ÅëÝã÷åé ôçí ýðáñîç ãñáììéêÞò ó÷Ýóçò êáé óôçí
ðïëëáðëÞ ðáëéíäñüìçóç.

2.9.1 ÓõíôåëåóôÞò Ðñïóäéïñéóìïý

Ï óõíôåëåóôÞò ðñïóäéïñéóìïý ïñßæåôáé ùò

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST

ÔïR2 åêöñÜæåé ôï ðïóïóôü ôçò óõíïëéêÞò ìåôáâëçôüôçôáò ôùí Yi ðïõ ïöåßëåôáé óôçí ðáëéíäñüìçóç.
Åßíáé Ýíá ìÝôñï êáëÞò ðñïóáñìïãÞò ôïõ ìïíôÝëïõ (model �t).

Ï ðñïóáñìïóìÝíïò óõíôåëåóôÞò ðñïóäéïñéóìïý ïñßæåôáé ùò

R2
adj = 1−

( n− 1
n− p− 1

)SSE
SST

< R2

Ï R2
adj ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ êáé ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáôçñÞóåùí óå óõíäõáóìü ìå ôï ðëÞèïò ôùí

áíåîÜñôçôùí ìåôáâëÞôùí (äéüñèùóç).

Áí ðñïóèÝóïõìå áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò óôï ìïíôÝëï ôï R2 ðÜíôá áõîÜíåé åíþ ôï R2
adj ü÷é

áðáñáßôçôá.

2.10 Ðïëõóõããñáìéêüôçôá

Ôï ðñüâëçìá ôçò ðïëõóõããñáììéêüôçôáò ðáñïõóéÜæåôáé üôáí ïé åñìçíåõôéêÝò ìåôáâëçôÝò äåí åßíáé
ãñáìììéêþò áíåîÜñôçôåò.

¸óôù ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï
Yi = �0 + �1Xi1 + �2Xi2 + "i (2.2)



üðïõ ãéá êÜðïéá �1 6= �2 6= 0 éó÷ýåé

�1Xi1 + �2Xi2 = 0⇒ Xi1 = cXi2; c = −�2

�1

Ôüôå ôï ìïíôÝëï (2.2) ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

Yi = �0 + (�1c + �2)Xi2 + "i

êáé äåí ìðïñïýìå íá îå÷ùñßóïõìå ôç óõìâïëÞ êÜèå ìåôáâëçôÞò Xij óôçí åñìçíåßá ôïõ Yi.
ÐñáêôéêÜ, áí åêôéìÞóïõìå ôï ìïíôÝëï (2.2), ïé åêôéìÞóåéò äåí åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÝò êáé
Ý÷ïõí ìåãÜëç äéáóðïñÜ.

Ôé êÜíïõìå?

1. Áöáéñïýìå ìßá áðü ôéò óõó÷åôéóìÝíåò ìåôáâëçôÝò áðü ôçí áíÜëõóç

2. Áí Ý÷ïõìå ðÜñá ðïëëÝò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò áñêåôÝò áðü ôéò ïðïßåò
óõó÷åôéóìÝíåò åöáñìüæïõìå áíÜëõóç óå êýñéåò óõíéóôþóåò

¢óêçóç 2.4 (ðáëéü èÝìá)

Äßíåôáé ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï Yi = 1 + �X2
i + "i; i = 1; : : : ; n; "i ∼ N(0; �2); �2 ãíùóôü.

(á) Íá âñåèåß ç åêôéìÞôñéá åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò � êáé ç êáôáíïìÞ ôçò.
(â) Íá êáôáóêåõáóèåß 95% äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôï Ŷ0 = 1 + �X2

0 üôáí X0 ãíùóôÞ
óôáèåñÜ, �2 ãíùóôü.
(ã) Ðùò èá åëÝã÷áôå ôçí

H0 : � = �0

H1 : � 6= �0

Ëýóç

(á) Åëá÷éóôïðïéþ ôï

Q =
n∑
i=1

(Yi − 1− �Xi)2 =
n∑
i=1

"2
i

dQ

d�
= −2

n∑
i=1

(Yi − 1− �X2
i )X2

i = 0⇒

n∑
i=1

X2
i Yi −

n∑
i=1

X2
i − �

n∑
i=1

X4
i = 0⇒ �̂ =

∑n
i=1 X

2
i Yi −

∑n
i=1 X

2
i∑n

i=1 X
4
i

ÅðåéäÞ "i ∼ N(0; �2) Ý÷ïõìå Yi ∼ N(1 + �X2
i ; �

2)



¢ñá ôï �̂ áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò êáíïíéêþí. ¸÷ïõìå

E(�̂) = E
[∑X2

i Yi −
∑

X2
i∑

X4
i

]
=

1∑
X4
i

[∑
X2
i E(Yi)−

∑
X2
i

]

=
1∑
X4
i

[∑
X2
i (1 + �X2

i )−
∑

X2
i

]
=

1∑
X4
i

[
��

��
∑

X2
i + �

∑
X4
i −��

��
∑

X2
i

]
= �

V ar(�̂) = V ar
[∑X2

i Yi −
∑

X2
i∑

X4
i

]
=

1
(
∑

X4
i )2

[∑
X4
i V ar(Yi)

]
=

1
(
∑

X4
i )2

�2
∑

X4
i =

�2∑
X4
i

¢ñá �̂ ∼ N(�;
�2∑
X4
i

)

(â) Ŷ0 = 1 + �X2
0

Ôï Ŷ0 áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç êáíïíéêÞò, ìå

Å(Ŷ0) = 1 + �X2
0

V ar(Ŷ0) = X4
0V ar(�) = X4

0

�2∑
X4
i

¢ñá Ŷ0 ∼ N(1 + �X2
0 ;
�2X4

0∑
X4
i

)

⇒ Z =
Ŷ0 − 1− �X2

0√
X4

0�
2=
∑

X4
i

∼ N(0; 1)

Ä.Å. : Pr(−Za=2 < Z < −Za=2) = 1− �

⇒ P
(
− Æa=2 <

Ŷ0 − 1− �X2
0√

X4
0�

2
< −Za=2

)
⇒ Ŷ0 − Za=2

√
X4

0�
2=
∑

X4
i < Ŷ0 = 1 + �X2

0 < Ŷ0 − Za=2

√
X4

0�
2=
∑

X4
i

(ã) ¸÷ïõìå äåßîåé üôé

�̂ ∼ N(�;
�2∑
X4
i

)



�̂ − �

�2=
∑

X4
i

∼ N(0; 1)

ÊÜôù áðü ôçí Ç0
�̂ − �0

�2=
∑

X4
i

∼ N(0; 1)

¢ñá áðïññßðôïõìáé ôçí Ç0 áí
 �̂ − �0

�2=
∑

X4
i

 > Za=2 �





ÊåöÜëáéï 3

ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò

3.1 Ç ó÷Ýóç ìåôáîý ðáëéíäüìçóçò êáé áíÜëõóçò äéáêýìáíóçò

Ç áíÜëõóç ðáëéíäñüìçóçò ìåëåôÜ ôç óôáôéóôéêÞ ó÷Ýóç áíÜìåóá óå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò êáé ìéá åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò åîáñôçìÝíçò
ìåôáâëçôÞò åêöñÜæåôáé ùò ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí. Áðü ôçí Üëëç
ðëåõñÜ, ç áíÜëõóç äéáêýìáíóçò åßíáé Ýíá ðéï ãåíéêü óôáôéóôéêü åñãáëåßï. Åðßóçò ìåëåôÜ ôç
óôáôéóôéêÞ ó÷Ýóç áíÜìåóá óå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò êáé ìéá åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ, ÷ùñßò üìùò íá õðïèÝôåé áðáñáßôçôá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ
ôçò ó÷Ýóçò áõôÞò.

Åßäáìå ôçí áíÜëõóç äéáêýìáíóçò óôá ðëáßóéá ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ. ÃåíéêÜ ç áíÜëõóç
äéáêýìáíóçò óôá ðëáßóéá êÜðïéïõ ðáñáìåôñéêïý ìïíôÝëïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óáí Ýíá ìåôñï êáëÞò
ðñïóáñìïãÞò. Äåß÷íåé êáôÜ ðüóï ç ìåôáâëçôüôçôá ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò åîçãåßôáé áðü ôï
ìïíôÝëï ðïõ õðïèÝóáìå. Óõ÷íÜ üìùò óôçí áíÜëõóç äéáêýìáíóçò ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé
ðïéïôéêÝò (ðáñÜãïíôåò) êáé ôï åíäéáöÝñïí ìáò åóôéÜæåé óôï êáôÜ ðüóï ï êÜèå ðáñÜãïíôáò êáé ôá
åðßðåäÜ ôïõ åðçñåÜæïõí êÜðïéá áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ. Ç áíÜëõóç äéáêýìáíóçò êáôÜ ðáñÜãïíôåò
÷ñçóéìïðïéåßôáé ðïëý óôï ó÷åäéáóìü ðåéñáìÜôùí.

3.2 Ðåéñáìáôéêüò Ó÷åäéáóìüò

Ðåßñáìá åßíáé ìéá äïêéìÞ Þ Ýíá óýíïëï äïêéìþí óôéò ïðïßåò óêüðéìåò áëëáãÝò ãßíïíôáé óôá
åðßðåäá ôùí ðáñáãüíôùí ðïõ åðçñåÜæïõí ìéá äéáäéêáóßá ìå óêïðü ôçí ðáñáôÞñçóç êáé áîéïëüãçóç
ôùí áëëáãþí ðïõ óõíåðÜãïíôáé ãéá ôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ. Ç áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé
ìéá óôáôéóôéêÞ ìåôáâëçôÞ, ç ïðïßá åêöñÜæåé ôç ëåéôïõñãßá ôçò õðü ìåëÝôç äéáäéêáóßáò. Ôá
áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðåéñÜìáôïò óõíïøßæïíôáé óå Ýíá óýíïëï áðü ôéìÝò ãéá ôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ
ãéá êÜðïéåò ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò. ÅðïìÝíùò, ïé ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò, ïé ïðïßåò êáèïñßæïíôáé ìå
ôõ÷áßá äåéãìáôïëçøßá ðñéí áðü ôç äéåîáãùãÞ ôïõ ðåéñÜìáôïò, åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ ðåéñÜìáôïò
ãéá ôá ïðïßá Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò.
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Ï ó÷åäéáóìüò ðåéñáìÜôùí ðñáãìáôïðïéåßôáé ìå óêïðü ôçí âåëôßùóç ôçò õðü ìåëÝôç äéáäéêáóßáò.
Áõôü ðåñéëáìâÜíåé ôçí åðßôåõîç ôçò âÝëôéóôçò áíáìåíüìåíçò ôéìÞò ãéá ôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ
êáé ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôçò äéáêýìáíóÞò ôçò. Ìå óõíå÷Þ ðåéñÜìáôá åëÝã÷ïíôáé ïé ðáñÜãïíôåò
(ðñïóäéïñßóéìá ðïéïôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ) ðïõ åðçñåÜæïõí ôçí äéáäéêáóßá, þóôå íá åðéôåõ÷èåß
ôï êáëõôåñï äõíáôü áðïôÝëåóìá. ¸íáò ðñïóäéïñßóéìïò ðáñÜãïíôáò åßíáé äçëáäÞ ìéá ðïéïôéêÞ
ìåôáâëçôÞ ç ïðïßá åê ðñïèÝóåùò åëÝã÷åôáé óå Ýíá ðåßñáìá þóôå íá ðáñáôçñçèåß ç åðßäñáóÞ ôçò
óôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ. ÊÜèå ðáñÜãïíôáò åîåôÜæåôáé óå åðßðåäá, äçëáäÞ óå Ýíá óýíïëï
ðñïêáèïñéóìÝíùí ôéìþí.

ÐáñÜäåéãìá

¸óôù ç äéáäéêáóßá ìéáò äéäáóêáëßáò (ãéá ðáñÜäåéãìá ç äéäáóêáëßá ôùí ìáèçôþí ôçò Ã' ãõìíáóßïõ).
ÐáñÜãïíôåò ðïõ åðçñåÜæïõí ôçí åêðáéäåõôéêÞ äéáäéêáóßá åßíáé:

• ôï åêðáéäåõôéêü õëéêü (âéâëßá, äéäÜóêïíôåò, ê.ë.ð ),

• ôï ãíùóôéêü õðüâáèñï ôùí ìáèçôþí êáé

• ïé åãêáôáóôÜóåéò (êôÞñéá, ôå÷íïëïãéêüò åîïðëéóìüò).

Ïé ðáñáðÜíù ðñïóäéïñßóéìïé (åëÝãîéìïé) ðáñÜãïíôåò åîåôÜæïíôáé óå åðßðåäá. Áîéïëïãïýìå ôçí
åêðáéäåõôéêÞ äéáäéêáóßá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ùò ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò Ýíá äåßãìá ìáèçôþí. ÁðáíôçôéêÞ
ìåôáâëçôÞ åßíáé ï âáèìüò ôùí ìáèçôþí óôéò åîåôÜóåéò. Óôç äéáäéêáóßá õðåéóÝñ÷ïíôáé êáé ìç
åëÝãîéìïé ðáñÜãïíôåò.

3.3 ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò êáôÜ Ýíáí ÐáñÜãïíôá

¸óôù üôé ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåëåôÞóïõìå ìéá äéáäéêáóßá ùò ðñïò ôá åðßðåäá åíüò ìüíï ðáñÜãïíôá.
Èåùñïýìå ëïéðüí üôé ç áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ ãéá ôï i åðßðåäï ôïõ ðáñÜãïíôá áêïëïõèåß êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞN(�i; �2), i = 1; : : : ;m, üðïõ m åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðéðÝäùí ôïõ õðü ìåëÝôç ðáñÜãïíôá.
Óêïðüò ìáò åßíáé íá äéáðéóôþóïõìå áí üíôùò ôá äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá åðçñåÜæïõí ôç
äéáäéêáóßá, äçëáäÞ áí üíôùò ïé ìÝóïé �i ôùí åðéðÝäùí äéáöÝñïõí, Þ áí ï ìÝóïò åßíáé óôáèåñüò ãéá
üëá ôá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá. Óôï åñþôçìá áõôü èá áðáíôÞóïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôáôéóôéêÜ
åñãáëåßá, âáóéæüìåíïé óå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ôéìþí ôçò áðáíôçôéêÞò ìåôáâëçôÞò áðü ôá äéÜöïñá
åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá.

Óôï i åðßðåäï ôïõ ðáñÜãïíôá ëáìâÜíïõìå äåßãìá ìåãÝèïõò ni, i = 1; : : : ;m. Ôá ìåãÝèç ôùí
äåéãìÜôùí óôá äéÜöïñá åðßðåäá äåí åßíáé áðáñáßôçôá ßóá. Ïé ðáñáôçñÞóåéò ôïõ äåßãìáôïò ìÝóá óå
êÜèå åðßðåäï êáé ìåôáîý ôùí åðéðÝäùí ðñÝðåé íá åßíáé áíåîÜñôçôåò.



Åðßðåäá Óýíïëá ÌÝóïé
1 Y11 Y12 : : : Y1n1 Y1: Ȳ1:

2 Y21 Y22 : : : Y2n2 Y2: Ȳ2:
...

...
...

...
...

...
m Ym1 Ym2 : : : Ymnm Ym: Ȳm:

Y:: Ȳ::

üðïõ Yij åßíáé ç j ðáñáôÞñçóç ôïõ i åðéðÝäïõ, n = n1 + n2 + : : : + nm åßíáé ï óõíïëéêüò áñéèìüò
ôùí ðáñáôçñÞóåùí, êáé

Yi: =
ni∑
j=1

; Ȳi: =
1
ni
Yi:;

Y:: =
m∑
i=1

ni∑
j=1

; Y:: =
1
n

m∑
i=1

niȲi:

Ôï ìïíôÝëï áíÜëõóçò äéáóðïñÜò êáôÜ Ýíáí ðáñÜãïíôá åßíáé

Yij = �i + �ij ; �ij ∼ N(0; �2);

üðïõ ôá �ij , j = 1; : : : ; ni, i = 1; : : : ;m, åßíáé áíåîÜñôçôá êáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíá ôõ÷áßá
óöÜëìáôá êáé ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí �i, i = 1; : : : ;m, åßíáé ïé Üãíùóôåò ðáñÜìåôñïé ôïõ ìïíôÝëïõ.
ÄçëáäÞ, ôá äéÜöïñá åðßðåäá ôïõ ýðü ìåëÝôç ðáñÜãïíôá äéáöÝñïõí ùò ðñïò ôï ìÝóï ôïõò áëëÜ Ý÷ïõí
êïéíÞ äéáóðïñÜ.

3.3.1 ¸ëåã÷ïò Éóüôçôáò ÌÝóùí

Ç õðüèåóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå åßíáé

H0 : �i = � ãéá i = 1; : : : ;m
H1 : �i 6= � ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí i

Ãéá íá åëÝãîïõìå ôçí ðáñáðÜíù õðüèåóç èá áíáëýóïõìå ôç óõíïëéêÞ äéáóðïñÜ ôùí äåäïìÝíùí óå
äýï óõíéóôþóåò: ôç äéáóðïñÜ ìÝóá óôá åðßðåäá êáé ôç äéáóðïñÜ áíÜìåóá óôá åðßðåäá. ÄéáéóèçôéêÜ
ðåñéìÝíïõìå üôé áí ç äéáóðïñÜ áíÜìåóá óôá åðßðåäá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéáóðïñÜ ìÝóá óôá
åðßðåäá, ôüôå ï ìÝóïò äåí èá åßíáé óôáèåñüò ãéá üëá ôá åðßðåäá.

Ç óõíïëéêÞ ìåôáâëçôüôçôá ôïõ äåßãìáôïò åêöñÜæåôáé áðü ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí
áðïêëßóåùí ôùí ðáñáôçñÞóåùí áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï ôïõ äåßãìáôïò, äçëáäÞ ôï óõíïëéêü áèñïéóìá
ôåôñáãþíùí (total sum of squares)

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ::)2

Ðáñáôçñþíôáò üôé ç áðüêëéóç ôçò ðáñáôÞñçóçò Yij áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï ôïõ äåßãìáôïò Ȳ:: ìðïñåß
íá ãñáöôåß ùò

Yij − Ȳ:: = (Yij − Ȳi:) + (Ȳi: − Ȳ::);



Ý÷ïõìå üôé

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

[
(Yij − Ȳi:) + (Ȳi: − Ȳ::)

]2
=

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)2 +
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Ȳi: − Ȳ::)2 + 2
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)(Ȳi: − Ȳ::):

ÁëëÜ

2
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)(Ȳi: − Ȳ::) = 2
m∑
i=1

(Ȳi: − Ȳ::)
ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)

 =

2
m∑
i=1

(Ȳi: − Ȳ::)

 ni∑
j=1

Yij − niȲi:

 = 2
m∑
i=1

[
(Ȳi: − Ȳ::)(niȲi: − niȲi:)

]
= 0:

¢ñá

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)2 +
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Ȳi: − Ȳ::)2;

üðïõ ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áðïêëßóåùí ôùí ðáñáôçñÞóåùí áðü ôïõò áíôßóôïé÷ïõò
ìÝóïõò ôùí åðéðÝäùí óôá ïðïßá áíÞêïõí, SSE =

∑m
i=1

∑ni
j=1(Yij−Ȳi:)2, åêöñÜæåé ôç ìåôáâëçôüôçôá

ìÝóá óôá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá, êáé ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áðïêëßóåùí ôùí ìÝóùí ôùí
åðéðÝäùí áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï ôïõ äåßãìáôïò, SSF =

∑m
i=1

∑ni
j=1(Ȳi:−Ȳ::)2 =

∑m
i=1 ni(Ȳi:−Ȳ::)2,

åêöñÜæåé ôç ìåôáâëçôüôçôá áíÜìåóá óôá åðßðåäá. ÄçëáäÞ,

SST = SSE + SSF:

Ç ìåôáâëçôüôçôá áíÜìåóá óôá åðßðåäá åßíáé áõôÞ ðïõ ïöåßëåôáé óôéò äéáöïñÝò ôùí åðéðÝäùí ôïõ
ðáñÜãïíôá êáé åêöñÜæåôáé áðü ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôïõ ðáñÜãïíôá (factor sum of
squares). Ç ìåôáâëçôüôçôá ìÝóá óôá åðßðåäá ïöåßëåôáé óôçí ôõ÷áéüôçôá êáé åêöñÜæåôáé áðü ôï
óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí (error sum of squares).

Ôá m åðßðåäá ôïõ õðü ìåëÝôç ðáñÜãïíôá êéíïýíôáé óå m − 1 âáèìïýò åëåõèåñßáò (degrees of
freedom). ÌÝóá óå êÜèå åðßðåäï ïé âáèìïß åëåõèåñßáò åßíáé ni−1, Üñá óõíïëéêÜ ìÝóá óôá åðßðåäá
Ý÷ïõìå n = m âáèìïýò åëåõèåñßáò. Ïé óõíïëéêïß âáèìïß åëåõèåñßáò óôï ðåßñáìá åßíáé n− 1.

Ãéá êÜèå åðßðåäï ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

W 2
i =

∑ni
j=1(Yij − Ȳi:)2

ni − 1
; i = 1; : : : ;m:

Ïé ðáñáôçñÞóåéò ôïõ i åðéðÝäïõ áðïôåëïýí äåßãìá áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ N(�i; �2). Ïðüôå

Ý÷ïõìå üôé ç ðïóüôçôá
∑ni

j=1(Yij−Ȳi:)2

�2 = (ni−1)W 2
i

�2 áêïëïõèåß êáôáíïìÞ ×é ôåôñÜãùíï ìå ni − 1
âáèìïýò åëåõèåñßáò, äçëáäÞ

(ni − 1)W 2
i

�2
∼ X2

ni−1:

¢ñá

E

[
(ni − 1)W 2

i

�2

]
= ni − 1⇒ E(W 2

i ) = �2:



ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç W 2
i åßíáé ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò �2, âáóéóìÝíç óôï

äåßãìá áðü ôï i åðßðåäï.

Ôþñá, ôï Üèñïéóìá m áíåîÜñôçôùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí ðïõ áêïëïõèïýí êáôáíïìÞ ×é ôåôñÜãùíï
åßíáé ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ åðßóçò áêïëïõèåß êáôáíïìÞ ×é ôåôñÜãùíï, ìå âáèìïýò åëåõèåñßáò
ßóïõò ìå ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí åëåõèåñßáò ôùí m áñ÷éêþí êáôáíïìþí, äçëáäÞ

m∑
i=1

(ni − 1)W 2
i

�2
=

1
�2

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)2 =
SSE

�2
∼ X2

n−m:

¢ñá

E

[
SSE

�2

]
= n−m⇒ E

(
SSE

n−m

)
= �2:

ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç SSE
n−m åßíáé ãåíéêÜ ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò �2.

ÊÜôù áðü ôçí áñ÷éêÞ õðüèåóç H0 üëåò ïé ðáñáôçñÞóåéò Yij åßíáé äåßãìá áðü ôçí ßäéá êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ N(�; �2). ¸óôù ç óõíÜñôçóç

S2 =
1

n− 1

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ::)2 =
SST

n− 1
:

H ðïóüôçôá
∑m

i=1

∑ni
j=1(Yij−Ȳi:)2

�2 = (n−1)S2

�2 áêïëïõèåß êáôáíïìÞ ×é ôåôñÜãùíï ìå n − 1 âáèìïýò
åëåõèåñßáò, äçëáäÞ

(n− 1)S2

�2
∼ X2

n−1:

¢ñá

E

[
(n− 1)S2

�2

]
= n− 1⇒ E

(
SST

n− 1

)
= �2:

ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç S2 = SST=n− 1, êÜôù áðü ôçí H0, åßíáé ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò
äéáóðïñÜò �2.

¸÷ïõìå
SST

�2
=
SSE

�2
+
SSF

�2
:

Áðü ôï èåþñçìá ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí, êÜôù áðü ôçí H0, ç óõíÜñôçóç SSF=�2 áêïëïõèåß ×é
ôåôñÜãùíï êáôáíïìÞ ìå m− 1 âáèìïýò åëåõèåñßáò. ¢ñá

E

[
SSF

�2

]
= m− 1⇒ E

(
SSf

m− 1

)
= �2;

äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç SSF=m−1, êÜôù áðü ôçí H0, åßíáé ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò
�2.

ÅðïìÝíùò, êÜôù áðü ôçí H0, Ý÷ïõìå üôé

SSF=m− 1
SSE=n−m

∼ Fm−1;n−m:



H åëåã÷ïóõíÜñôçóç F0 = SSF=m−1
SSE=n−m ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôïí Ýëåã÷ï éóüôçôáò ìÝóùí óôçí

áíÜëõóç äéáóðïñÜò. Áðïññßðôïõìå ôçí áñ÷éêÞ õðüèåóçH0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò
� áí ç ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôï � ðïóïóôéáßï óçìåßï
ôçò êáôáíïìÞò F ìå m− 1 êáé n−m âáèìïýò åëåõèåñßáò, äçëáäÞ áí

F0 =
SSF=m− 1
SSE=n−m

> F�;m−1;n−m:

ÐáñáôÞñçóç 3.1 Ç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 ðïõ âáóßæåôáé óôï SSE åßíáé ðÜíôá áìåñüëçðôç. ¼ìùò
ç åêôßìçôñéá ðïõ âáóßæåôáé óôï SSF åßíáé áìåñüëçðôç ìüíï êÜôù áðü ôçí H0. Áí ç H0 äåí åßíáé
áëçèÞò ôüôå

1
m− 1

E[SSF ] > �2:

Áðüäåéîç :

E[SSF ] = E[
m∑
i=1

ni(Y i· − Y ··)2]

= E[
m∑
i=1

niY
2
i· − 2

m∑
i=1

niY i·Y ·· + nY
2
··]

∑m
i=1 niY i·=nY ··= E[

m∑
i=1

niY
2
i· − 2nY 2

·· + nY
2
··]

= E[
m∑
i=1

niY
2
i· − nY

2
··]

=
m∑
i=1

niE[Y 2
i·]− nE[Y 2

··]

=
m∑
i=1

ni
[
∆[Y i·] + E2[Y i·]

]
− n

[
∆[Y ··] + E2[Y ··]

]
=

m∑
i=1

ni
[�2

ni
+ �2

i

]
− n

[�2

n
+ �2

]
= (m− 1)�2 +

m∑
i=1

ni
[
�2
i − �2

]
�

3.3.2 ÕðïèÝóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ ANOVA

1. Ç êáôáíïìÞ ôùí ðáñáôçñÞóåùí óå êÜèå åðßðåäï åßíáé êáíïíéêÞ

yij ∼ N(�i; �2); j = 1; : : : ; ni; ãéá ôï åðßðåäï i.



2. Ç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ óå êÜèå åðßðåäï Ý÷åé ôçí ßäéá äéáóðïñÜ �2. Éóïäýíáìá : Ïé ôõ÷áßïé
üñïé �ij åßíáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíïé �ij ∼ N(0; �2) ãéá êÜèå i; j.

3. Ïé ðáñáôçñÞóåéò óå êÜèå åðßðåäï ôïõ ðáñÜãïíôá åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíåò
êáé åßíáé áíåîÜñôçôå áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò óôá Üëëá åðßðåäá.

Óôü÷ïé:

1. ¸ëåã÷ïò áí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí åßíáé ßóïé

H0 : �i = �j ; ãéá üëá ôá i; j

H1 : �i 6= �j ; ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí æåýãïò i; j

2. Áí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí äåí åßíáé ßóïé, Ýëåã÷ïò ãéá ôï ðïéÝò åßíáé ïé äéáöïñÝò.

Áí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí äåí äéáöÝñïõí (óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ), ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ç
áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ äåí åîáñôÜôáé áðü ôá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá.

3.3.3 ¸ëåã÷ïò ãéá ôçí éóüôçôá ôùí äéáóðïñþí

Bartlett's test

Ç áíÜëõóç äéáóðïñÜò õðïèÝôåé üôé ïé äéáóðïñÝò ôùí êáíïíéêþí êáôáíïìþí óå üëá ôá åðßðåäá åßíáé
ßóåò. Ï Bartlett ðñüôåéíå ôïí ðáñáêÜôù Ýëåã÷ï ãéá ôçí õðüèåóç áõôÞ.

H0 : �2
1 = �2

2 = · · · = �2
m = �2

H1 : �2
i 6= �2; ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí i

Ãéá ôïí Ýëåã÷ï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç

X2
0 = 2:3026

q

c
;

üðïõ

q = (n−m) logS2
p −

m∑
i=1

(ni − 1) logS2
i

c = 1 +
1

3(m− 1)
( m∑
i=1

(ni − 1)−1 − (n−m)−1
)
: óôáèåñÜ

S2
i ç äåéãìáôéêÞ äéáóðïñÜ ôïõ i åðéðÝäïõ

S2
p =

1
n−m

m∑
i=1

(ni − 1)S2
i : óôáèìéóìÝíç äéáóðïñÜ



Ç ðïóüôçôá q åßíáé ßóç ìå 0 üôáí ôá S2
i åßíáé ßóá êáé ãßíåôáé ìåãÜëç üôáí ôá S2

i äéáöÝñïõí ðïëý.
ÅðïìÝíùò, áðïññßðôïõìå ôçí H0 ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ X2

0 , äçëáäÞ ãéá X
2
0 > X2

1−�;m−1.

ÐáñáôÞñçóç. Ïé õðïèÝóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ ìðïñïýí íá åëåã÷èïýí ãñáöéêÜ.
ÊáôÜëïéðá : �ij = Yij − �̂i = Yij − Y ·i .

Ãñáöéêïß Ýëåã÷ïé êáôáëïßðùí

{
P-P plot ãéá ôçí êáíïíéêüôçôá
Scatter plot ãéá ïìïóêåäáóôéêüôçôá êáé ôõ÷áéüôçôá{áíåîáñôçóßá

3.3.4 ÅðéìÝñïõò Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí ãéá ôïõò ìÝóïõò

Áí ôï F{test ãéá ôçí éóüôçôá ôùí ìÝóùí äåßîåé üôé ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí äéáöÝñïõí, èá ðñÝðåé íá
ðñï÷ùñÞóïõìå ìå ôçí áíÜëõóç ìáò.

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ ìÝóïõ ôïõ i åðßðåäïõ, �i åßíáé

�̂i = Y ·i (äåéãìáôéêüò ìÝóïõò ôïõ i åðéðÝäïõ)

ç ïðïßá Ý÷åé äéáóðïñÜ �2
Y ·i

= �2

ni
, ìå áíôßóôïé÷ç áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá S2

Y ·i
= MSE

ni
, êáèþò ôï

MSE åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2.

Åöüóïí Y ·i ∼ N(�i; �
2

ni
) Ýðåôáé üôé Y ·i−�i√

MSE=ni
∼ tn−m, üðïõ n−m åßíáé ïé âáèìïß åëåõèåñßáò ðïõ

óõíäÝïíôáé ìå ôï MSE. Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé

Y ·i −
√
MSE=ni t1−�=2;n−m ≤ �i ≤ Y ·i +

√
MSE=ni t1−�=2;n−m:

Áðü ôÝôïéá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá üëá ôá �i ðáßñíïõìå ìéá ðñþôç åéêüíá ãéá ôï ðùò
äéáöÝñïõí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí.

Åêôßìçóç ôçò äéáöïñÜò ôùí ìÝóùí äõï åðéðÝäùí, �i − �j :
Ïñßæïõìå D = Y ·i−Y ·j ∼ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò áíåîÜñôçôùí êáíïíéêþí
ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí. Áöïý ôá Y ·i, Y ·j åßíáé áíåîÜñôçôá ç äéáóðïñÜ ôïõ D åßíáé

�2
D

= �2
Y ·i

+ �2
Y ·j

= �2
[ 1
ni

+
1
nj

]
êáé ç åêôéìÞôñéá ôçò åßíáé

S2
D

= MSE
[ 1
ni

+
1
nj

]
:

¢ñá
D−(�i−�j)√

S2
D

∼ tn−m. Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé áðü

D −
√
S2
D
t1−�=2;n−m ≤ �i − �j ≤ D +

√
S2
D
t1−�=2;n−m;



åíþ ãéá ôïí Ýëåã÷ï

H0 : �i − �j = 0
H1 : �i − �j 6= 0

áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí

∣∣∣∣∣ D√
S2
D

∣∣∣∣∣ > t1−�=2;n−m.

3.3.5 Contrasts

Oñéóìüò 3.1 Contrast ëÝãåôáé ìéá óýãêñéóç ðïõ åìðëÝêåé äõï Þ ðåñéóóüôåñá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá:
L =

∑m
i=1 ci�i, üðïõ ci åßíáé óõíôåëåóôÝò ôÝôïéïé þóôå

∑m
i=1 ci = 0.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 Ôï contrast L = �1−�2, üðïõ c1 = 1, c2 = −1 êáé ci = 0 ãéá êÜèå i = 3; : : : ;m
áíôéóôïé÷åß óå äéáöïñÜ ìÝóùí. Ôï contrast L = �1+�2

2 − �3+�4

2 , üðïõ m = 4 êáé c1 = c2 = 1
2 ,

c3 = c4 = −1
2 óõãêñßíåé ìÝóåò ôéìÝò æåõãþí ìÝóùí åðéðÝäùí.

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ãéá ôï L åßíáé ç L̂ =
∑m

i=1 ciY ·i. Áöïý ôá Y ·i åßíáé áíåîÜñôçôá ç

äéáóðïñÜ ôïõ L̂ åßíáé �2
L̂

=
∑m

i=1
c2i
ni
, ìå åêôéìÞôñéá S2

L̂
= MSE

∑m
i=1

c2i
ni
. Ç åêôéìÞôñéá L̂ áêïëïõèåß

êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò óõíäéáóìüò êáíïíéêþí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí, åðïìÝíùò

L̂− L√
S2
L̂

∼ tn−m

Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé

L̂−
√
S2
L̂
t1−�=2;n−m ≤ �i − �j ≤ L̂ +

√
S2
L̂
t1−�=2;n−m:

Åðßóçò ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé Ýëåã÷ïé

H0 :
�1 + �2

2
=
�3 + �4

2
(L = 0)

H1 :
�1 + �2

2
6= �3 + �4

2
(L 6= 0)

áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí

∣∣∣∣∣ L̂√
S2
L̂

∣∣∣∣∣ > t1−�=2;n−m.

ÐáñÜäåéãìá 3.2 Ìéá åôáéñåßá ãáëáêôïêïìéêþí åíäéáöÝñåôáé íá åëÝãîåé 4 äéáöïñåôéêÝò óõóêåõáóßåò
ãéá Ýíá íÝï óïêïëáôïý÷ï ãÜëá. 10 êáôáóôÞìáôá ìå ðåñßðïõ ßóïõò üãêïõò ðùëÞóåùí åðéëÝ÷èçêáí
ùò ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò êáé óå êÜèå êáôÜóôçìá äüèçêå Ýíá óõãêåêñéìÝíï åßäïò óõóêåõáóßáò.
ÓõãêåêñéìÝíá ïé óõóêåõáóßåò 1 êáé 4 äüèçêáí óå äõï êáôáóôÞìáôá, åíþ ïé óõóêåõáóßåò 2 êáé 3
äüèçêáí óå ôñßá êáôáóôÞìáôá. ¢ëëåò ðáñÜìåôñïé ðïõ èá ìðïñïýóáí íá åðçññåÜóïõí ôéò ðùëÞóåéò
(üðùò ôéìÞ, ðïóüôçôá êáé èÝóç óôï ñÜöé) äéáôçñÞèçêáí óôáèåñÝò ãéá üëá ôá êáôáóôÞìáôá. Ïé



ðùëÞóåéò óå áðüëõôïõò áñéèìïýò êáôáãñÜöçêáí ãéá ìéá ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï 3 çìåñþí óýìöùíá ìå
ôïí áêüëïõèï ðßíáêá.

Åðßðåäï i ÐáñáôçñÞóåéò Y·i Y ·i
(åßäïò óõóêåõáóßáò) (ýøïò ðùëÞóåùí óôá êáôáóôÞìáôá)

1 12 18 30 15
2 14 12 13 39 13
3 19 17 21 57 19
4 24 30 54 27

m=4 n=10 Õ·· = 180 Õ ·· = 18

Analysis of Variance (ANOVA table)

ÐçãÞ äéáóðïñÜò SS df MS F = MSF
MSE

ÁíÜìåóá óôá åðßðåäá SSF = 258 m− 1 = 3 258
3 = 86 = SSF

m−1
86

7:67 = 11:2
ÌÝóá óôá åðßðåäá (óöÜëìá) SSE = 46 n−m = 6 46

6 = 7:67 = SSE
n−m

Óýíïëï SST = 304 n− 1 = 9

Èåùñïýìå ôïí Ýëåã÷ï

H0 : �1 = �2 = �3 = �4

H1 : �i 6= �j ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí æåýãïò i; j

Åöüóïí F = 11:2 > F0:95;3;6 = 4:76 áðïññßðôïõìå ôçí H0 óå åðßðåäï åìðéóôïóýíçò � = 5%.
¢ñá ïé ìÝóïé äéáöÝñïõí ãéá ôá äéÜöïñá åßäç óõóêåõáóßáò. Ãéá ôï ðñþôï åßäïò óõóêåõáóßáò,
äçëáäÞ ãéá ôï �1, Ý÷ïõìå:

Y ·i = 15; n1 = 2

MSE = 7:67 ⇒ S2
Y ·i

=
7:67

2
= 3:835

Ôï áíôßóôïé÷ï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé

Y ·i −
√
MSE=ni t1−�=2;n−m ≤ �1 ≤ Y ·i +

√
MSE=ni t1−�=2;n−m

15−
√

3:835 2:447 ≤ �1 ≤ 15 +
√

3:835 2:447
10:2 ≤ �1 ≤ 19:8

óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%. Ïìïßùò ãéá �2, �3, �4.

Áí åðéðëÝïí äéáèÝôïõìå ôçí ðëçñïöïñßá üôé ôá åßäç óõóêåõáóßáò äéáôßèåíôáé óå ðïéêßëïõò ó÷åäéáóìïýò
(design), óõãêåêñéìÝíá üôé ç óõóêåõáóßåò 1 êáé 2 Ý÷ïõí design 3 ÷ñùìÜôùí, åíþ ïé óõóêåõáóßåò
3 êáé 4 Ý÷ïõí design 4 ÷ñùìÜôùí. Ãéá íá óõãêñßíïõìå ôéò ìÝóåò ðùëÞóåéò ãéá ôï design ôùí 3
÷ñùìÜôùí ìå ôéò ìÝóåò ðùëÞóåéò ãéá ôï design ôùí 4 ÷ñùìÜôùí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå



ôï contrast L = �1+�2

2 − �3+�4

2 . ¸÷ïõìå

L̂ =
Y ·1 + Y ·2

2
− Y ·3 + Y ·4

2
=

15 + 13
2

− 19 + 27
2

= −9

4∑
i=1

c2
i

ni
=

1
4
[1
2

+
1
3

+
1
2

+
1
3
]

=
5
12

= 0:4167

S2
L̂

= MSE
[ 4∑
i=1

c2
i

ni

]
= 7:76 · 0:4167 = 3:196

¢ñá ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé

L̂−
√
S2
L̂
t0:975;6 ≤ L ≤ L̂ +

√
S2
L̂
t0:975;6

−9−
√

3:196 2:447 ≤ L ≤ −9 +
√

3:196 2:447
−13:4 ≤ L ≤ −4:6:

Åöüóïí ôï 0 äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ç äéáöïñÜ ôùí ðùëÞóåùí ãéá ôá 2 design
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ ìå óõíôåëåóôÞ åìðéóôïóýíçò � = 5%.

3.3.6 Ðáñáôçñïýìåíï Åðßðåäï Óçìáíôéêüôçôáò

Observed level of signi�cance Þ p{value

Èåùñïýìå ôïí Ýëåã÷ï

H0 : � = 0
H1 : � 6= 0

ÓôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç : Z0 = X√
�2=n

Ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ : Z∗0
ÊñéôéêÞ ôéìÞ : C1−�=2 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò �
Áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí |Z∗0 | ≥ C1−�=2 .

Oñéóìüò 3.2 p{value êáëåßôáé ç ðéèáíüôçôá íá ðÜñåé ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç åëÝã÷ïõ ôéìÞ
ôüóï áêñáßá Þ ðåñéóóüôåñï áêñáßá áðü áõôÞí ðïõ ðáñáôçñÞóáìå óôï äåßãìá ìáò êÜôù áðü ôçí
ìçäåíéêÞ õðüèåóç.
ÄçëáäÞ p{value=Pr[|Z0| ≥ Z∗0 ].

Ãéá ïðïéáäÞðïôå � >p{value ç ôéìÞ ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò åëÝã÷ïõ ðïõ ðÞñáìå ãéá ôï
óõãêåêñéìÝíï äåßãìá èá âñßóêåôáé óôçí ðåñéï÷Þ áðüññéøçò ôïõ åëÝã÷ïõ.
Áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí � >p{value.
Äåí áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí � <p{value.



3.3.7 Ç ÌÝèïäïò ôçò ÅëÜ÷éóôçò ÓçìáíôéêÞò ÄéáöïñÜò

The Least Signi�cant Di�erence (LSD) method

Ôï LSD test åßíáé ï ðéï äçìïöéëÞò ðïëëáðëüò Ýëåã÷ïò. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýíïëï åëÝã÷ùí ôçò
ìïñöÞò

H0 : �i = �j ; ãéá üëá ôá i 6= j

H1 : �i 6= �j :

Ïé Ýëåã÷ïé ãßíïíôáé ìå ÷ñÞóç ôïõ óôáôéóôéêïý t = Y i·−Y j·√
MSE

(
1
ni

+ 1
nj

) ∼ tn−m. Ïé ìÝóïé �i,

�j äéáöÝñïõí óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò �, áí |Y i· − Y j·| > LSD =
t�=2;n−m

√
MSE

(
1
ni

+ 1
nj

)
[Éóïäýíáìï ìå ôï t{test].

ÌåéïíÝêôçìá : üóï ìåãáëþíåé ï áñéèìüò ôùí t{test ðïõ êÜíïõìå ôüóï áõîÜíåé ç ðéèáíüôçôá
óöÜëìáôïò ôýðïõ É.

¢ëëá êñéôÞñéá : Duncan's, Tukey's, Newman-Keuls.

3.3.8 ÌÝèïäïò Sche��e

Ï Sche��e ðñüôåéíå ìéá ìÝèïäï ãéá ôç óýãêñéóç êÜðïéùí Þ üëùí ôùí äõíáôþí contrasts áíÜìåóá
óå ìÝóïõò åðéðÝäùí. ¸óôù Ýíá óýíïëï áðü contrasts Lj =

∑m
i=1 cij�i, j = 1; : : : ; r. ¸÷ïõìå

L̂j =
∑m

i=1 cij�̂i =
∑m

i=1 cij Ŷ·i = êáé S2
L̂j

= MSE
∑m

i=1

c2ij
ni
. O Sche��e êáôáóêåýáóå ôáõôü÷ñïíá

äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôçò ìïñöÞò

L̂j −
√
S2
L̂j
C ≤ Lj ≤ L̂j +

√
S2
L̂j
C ;

üðïõ C =
√

(m− 1)F1−�;m−1;n−1, ôÝôïéá þóôå ìå ðéáèíüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí 1−� üëá ôá äéáóôÞìáôá
åìðéóôïóýíçò åßíáé áëçèÞ.

Ãéá Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí ôçò ìïñöÞò

H0 : Lj = 0
H1 : Lj 6= 0

ç êñéôéêÞ ôéìÞ åßíáé C, äçëáäÞ, áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí
∣∣ Lj√

S2
L̂j

∣∣ > C. Ç óõíïëéêÞ ðéèáíüôçôá

óöÜëìáôïò ôýðïõ É ãéá ôïõò ðïëëáðëïýò åëÝã÷ïõò åßíáé ôï ðïëý �.

1. Ôá áðëÜ äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôçò êáôáíïìÞò t åßíáé ðéï óôåíÜ áðü ôá áíôßóôïé÷á
äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôçò ìåèüäïõ Sche��e ïöåßëåôáé óôï üôé êáôáóêåõÜæïõìå ôáõôü÷ñïíá
äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá contrasts (ìåãáëýôåñç áâåâáéüôçôá).

2. Ç ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ É óôç ìÝèïäï Sche��e åßíáé � áí ðÜñïõìå üëá ôá contrasts.
ÄéáöïñåôéêÜ åßíáé ìéêñüôåñç áðü �.



3.4 ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò ìå Äõï ÐáñÜãïíôåò (two{factor ANOVA)

¸óôù üôé ôï áðïôÝëåóìá åíüò ðåéñÜìáôïò åîáñôÜôáé áðü 2 ðáñÜãïíôåò, Á êáé Â. Áñ÷éêÜ õðïèÝôïõìå
üôé äåí õðÜñ÷åé áëëçëåðßäñáóç (interaction) ìåôáîý ôùí ðáñáãüíôùí. Èá ìåëåôÞóïõìå ôïí ðáñÜãïíôá
Á óå m åðßðåäá êáé ôïí ðáñÜãïíôá Â óå l åðßðåäá. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí k = m · l óõíäõáóìïß
åðéðÝäùí (treatments) ãéá ôïõò ïðïßïõò ëáìâÜíïõìå ðáñáôçñÞóåéò, Ýóôù ìéá ðáñáôÞñçóç óå êÜèå
treatment. ÄçëáäÞ

B

A

Y11 Y12 · · · Y1l Y1· Y 1·
Y21 Y22 · · · Y2l Y2· Y 2·

...
...

...
Ym1 Ym2 · · · Yml Ym· Y m·
Y·1 Y·2 · · · Y·l
Y ·1 Y ·2 · · · Y ·l

Yi· =
l∑

j=1

Yij

Y i· =
1
l
Yi·

Y·j =
m∑
i=1

Yij

Y ·j =
1
m
Y·j

Y ·· =
1
n

m∑
i=1

l∑
j=1

Yij =
1
m

m∑
i=1

Y i· =
1
l

l∑
i=1

Y ·j :

ÌïíôÝëï ANOVA

Yij = �i + �ij ; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; l

�ij : ôõ÷áßá óöÜëìáôá; �ij
áíåî.∼ Í(0; �2)

�ij = �·· + �i + �j

�i : åðßäñáóç ôïõ i åðéðÝäïõ ôïõ ðáñÜãïíôá Á

�j : åðßäñáóç ôïõ j åðéðÝäïõ ôïõ ðáñÜãïíôá B

Ýôóé þóôå
m∑
i=1

�i = 0 êáé
l∑

j=1

�j = 0

ÄçëáäÞ, Yij ∼ N(�ij ; �2).

ÕðïèÝóåéò :

1. Êáíïíéêüôçôá

2. Ïìïóêåäáóôéêüôçôá

3. Ôõ÷áéüôçôá�Áíåîáñôçóßá

¸÷ïõìå
∑m

i=1 �i = 0 êáé
∑l

j=1 �j = 0. Áõôü öáßíåôáé áí èåùñÞóïõìå �ij = �′·· + �′i + �′j êáé

�′ = 1
m

∑m
i=1 �

′
i = 0 êáé �

′ = 1
l

∑l
j=1 �

′
j = 0. Ôüôå



�ij = �′·· + �′ + �
′︸ ︷︷ ︸ + �′i − �′︸ ︷︷ ︸ + �′i − �

′︸ ︷︷ ︸
�·· �i �j

Ðñïöáíþò
∑m

i=1 �i =
∑m

i=1(�′i − �′) = 0 êáé
∑l

i=j �j =
∑l

j=1(�′j − �
′) = 0.

3.4.1 ¸ëåã÷ïé ÕðïèÝóåùí

Ãéá íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá Á êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï

H0 : �11 = �21 = · · · = �m1

H1 : 2 ôïõëÜ÷éóôïí äéáöÝñïõí

Éóïäýíáìá

H0 : �1 = �2 = · · · = �m

H1 : �i 6= �j ãéá ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá æåýãïò i; j

Áíôßóôïé÷á ãéá íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé åðßäñáóç ôïõ ðáñÜãïíôá Â

H0 : �1 = �2 = · · · = �m

H1 : �i 6= �j ãéá ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá æåýãïò i; j

Ïé ðáñáðÜíù Ýëåã÷ïé ìðïñïýí íá ðñáãìáôïðïéçèïýí ìå áíÜëõóç äéáóðïñÜò êáé Ýëåã÷ï F óå
áíáëïãßá ìå ôçí ANOVA êáôÜ Ýíá ðáñÜãïíôá.
Óõíïëéêü Üèñïéóìá :

SST =
m∑
i=1

l∑
j=1

(Yij − Y ··)2

=
m∑
i=1

l∑
j=1

(
(Y i· − Y ··) + (Y ·j − Y ··) + (Yij − Y i· − Y ·j + Y ··)

)2
=

m∑
i=1

l∑
j=1

(Y i· − Y ··)2 +
m∑
i=1

l∑
j=1

(Y ·j − Y ··)2 +
m∑
i=1

l∑
j=1

(Yij − Y i· − Y ·j + Y ··)2 ;

ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé üëá ôá áèñïßóìáôá äéðëáóßùí ãéíïìÝíùí ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé áðü (Y i· −
Y ··), (Y ·j − Y ··) êáé (Yij − Y i· − Y ·j + Y ··) åßíáé 0. ÅðïìÝíùò

SST =
m∑
i=1

l∑
j=1

(Y i· − Y ··)2

︸ ︷︷ ︸ +
m∑
i=1

l∑
j=1

(Y ·j − Y ··)2

︸ ︷︷ ︸ +
m∑
i=1

l∑
j=1

(Yij − Y i· − Y ·j + Y ··)2

︸ ︷︷ ︸
SSA SSB SSE

SSA : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ìåôáîý åðéðÝäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Á

SSB : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ìåôáîý åðéðÝäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Â



SSE : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí.

Áðüäåéîç ãéá
∑m

i=1

∑l
j=1(Y ·j − Y ··)(Yij − Y i· − Y ·j + Y ··)

m∑
i=1

l∑
j=1

(Y ·j − Y ··)(Yij − Y i· − Y ·j + Y ··) =
l∑

j=1

(Y ·j − Y ··)
m∑
i=1

(Yij − Y i· − Y ·j + Y ··)

=
l∑

j=1

(Y ·j − Y ··)
(
��

�
��

�
��*0

m∑
i=1

(Yij − Y ·j)−
��

�
��

�
��
�*0

(
m∑
i=1

Y i· −mY ··)
)

= 0

�

Óå ðëÞñç áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí ANOVA êáôÜ Ýíáí ðáñÜãïíôá ïé óõíïëéêïß âáèìïß åëåõèåñßáò åßíáé
ml − 1, ïé âáèìïß åëåõèåñßáò ôïõ ðáñÜãïíôá Á åßíáé m− 1 êáé ôïõ ðáñÜãïíôá Â l − 1. ÔÝëïò ïé
âáèìïß åëåõèåñßáò ôùí óöáëìÜôùí åßíáé ml��−1−m��+1− l+1 = m(l−1)− (l−1) = (m−1)(l−1).
To SSE

�2 ∼ X2
(m−1)(l−1).

ÊÜôù áðü ôçí H0 : �1 = �2 = · · · = �m = 0 Ý÷ïõìå SSA
�2 ∼ X2

m−1. ¢ñá áðïññßðôïõìå ôçí Ç0

áí FA = SSA=m−1
SSE=(m−1)(l−1) > F1−�;m−1;(m−1)(l−1).

ÊÜôù áðü ôçí H0 : �1 = �2 = · · · = �m = 0 Ý÷ïõìå SSB
�2 ∼ X2

l−1. ¢ñá áðïññßðôïõìå ôçí Ç0

áí FB = SSB=l−1
SSE=(m−1)(l−1) > F1−�;l−1;(m−1)(l−1).

Ðßíáêáò ANOVA

ÐçãÞ ìåôáâëçôüôçôáò SS df MS F = MSF
MSE p{value

ÐáñÜãïíôáò Á SSÁ m− 1 MSA = SSA
m−1 FA = MSA

MSE ?

ÐáñÜãïíôáò B SSB l − 1 MSB = SSB
l−1 FB = MSB

MSE

ÓöÜëìá(Error) SSE (m− 1)(l − 1) MSE = SSE
(m−1)(l−1)

Óýíïëï(Total) SST ml − 1

ÐáñÜäåéãìá 3.3 Ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåëåôÞóïõìå ôçí êáôáíÜëùóç âåíæßíçò áðü áõôïêßíçôá ìéáò
óõãêåêñéìÝíçò êáôçãïñßáò. ¸÷ïõìå 3 ìÜñêåò áõôïêéíÞôùí êáé 4 äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò âåíæßíçò.
Ï áñéèìüò ôùí ÷éëéïìÝôñùí (km) áíÜ ãáëüíé âåíæßíçò ãéá êáèÝíáí áðü ôïõò óõíäõáóìïýò åßíáé

ôýðïò âåíæßíçò
ìÜñêá áõôïêéíÞôïõ 1 2 3 4 Õ i·

1 16 18 21 21 19
2 14 15 18 17 16
3 15 15 18 16 16

Y ·j 15 16 19 18 Y ··=17



ÌïíôÝëï Yij = � + �i + �j, i = 1; 2; 3, j = 1; 2; 3; 4. Ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå êáôÜ ðüóï ç
ìÝóç êáôáíÜëùóç âåíæßíçò äéáöÝñåé ãéá ôïõò äéÜöïñïõò ôýðïõò âåíæßíçò óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò
óçìáíôéêüôçôáò � = 1%. ÄçëáäÞ, èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

H0 : �1 = �2 = · · · = �m

vs

H1 : � 6 = �j ãéá ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá æåýãïò i; j

Ðßíáêáò ANOVA

ÐçãÞ ìåôáâëçôüôçôáò SS df MS F = MSF
MSE

ÐáñÜãïíôáò Á SSÁ = 24 m− 1 = 2 MSA = 24
2 = 12 FA = 12

2=3 = 18
ÐáñÜãïíôáò B SSB = 30 l − 1 = 3 MSB = 30

3 = 10 FB = 10
2=3 = 15

ÓöÜëìá(Error) SSE = 4 (m− 1)(l − 1) = 6 MSE = 4
6 = 2

3

Óýíïëï(Total) SST = 58 ml − 1 = 11

Óå � = 1% áðïñßðôïõìå ôçí H0 åáí FB > F0:99;3;6 ⇒ FB = 15 > F0:99;3;6 = 9:78, Üñá
áðïññßðôïõìå ôçí H0. ÄçëáäÞ ç ìÝóç êáôáíÜëùóç âåíæßíçò äéáöÝñåé ãéá ôïõò äéÜöïñïõò ôýðïõò
âåíæßíçò, óôéò 3 ìÜñêåò áõôïêéíÞôùí ðïõ åîåôÜóôçêáí.

3.4.2 ANOVA êáôÜ äõï ðáñÜãïíôåò ìå áëëçëåðßäñáóç

Ïé äõï ðáñÜãïíôåò ðïõ åîåôÜæïõìå ìðïñåß íá áëëçëåðéäñïýí ìåôáîý ôïõò. Ãéá íá åëÝãîïõìå
ãéá ðéèáíÞ áëëçëåðßäñáóç (interaction) åîåôÜæïõìå äåßãìá ìåãÜèïõò c ãéá êÜèå óõíäõáóìü ôùí
äõï ðáñáãüíôùí (treatment). ¸÷ïõìå äçëáäÞ ðáñáôçñÞóåéò Yijr ∼ N(�ij ; �2), i = 1; : : : ;m,
j = 1; : : : ; l êáé r = 1; : : : ; c.

ÌïíôÝëï ANOVA

Yij = �·· + �i + �j + ij

Ýôóé þóôå
∑m

i=1 �i = 0 êáé
∑l

j=1 �j = 0 êáé
∑m

i=1 ij = 0, j = 1; : : : ; l êáé
∑l

j=1 ij = 0;
i = 1; : : : ;m.

Y ij· =
1
c

c∑
r=1

Yijr

Y i·· =
1
lc

l∑
j=1

c∑
r=1

Yijr

Y ··· =
1
mlc

m∑
i=1

l∑
j=1

c∑
r=1

Yijr

Y i·r =
1
l

c∑
j=l

Yijr

Y ·j· =
1
mc

m∑
i=1

c∑
r=1

Yijr

Y ·jr =
1
m

m∑
i=l

Yijr

Y ··r =
1
ml

m∑
i=1

l∑
j=1

Yijr



ÓõíïëéêÞ ìåôáâëçôüôçôá :

SST =
m∑
i=1

l∑
j=1

c∑
r=1

(Yijr − Y ···)2

=
m∑
i=1

l∑
j=1

c∑
r=1

(
(Y i·· − Y ···) + (Y ·j· − Y ···) + (Yij· − Y i·· − Y ·j· + Y ···) + (Y ijr − Y ij·)

)2
=

m∑
i=1

lc(Y i·· − Y ···)2 +
l∑

j=1

mc(Y ·j· − Y ···)2 +
m∑
i=1

l∑
j=1

c(Yij· − Y i·· − Y ·j· + Y ···)2

+
m∑
i=1

l∑
j=1

c∑
r=1

(Y ijr − Y ij·)2 ;

Ïñßæïõìå

SSA =
∑m

i=1 lc(Y i·· − Y ···)2

SSA : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ìåôáîý åðéðÝäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Á

SSB =
∑l

j=1 mc(Y ·j· − Y ···)2

SSB : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ìåôáîý åðéðÝäùí ôïõ ðáñÜãïíôá Â

SS(ÁÂ) =
∑m

i=1

∑l
j=1 c(Yij· − Y i·· − Y ·j· + Y ···)2

SS(AB) : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôçò áëëçëåðßäñáóçò

SSE =
∑m

i=1

∑l
j=1

∑c
r=1(Y ijr − Y ij·)2

SSE : Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí.

ÅðïìÝíùò
SST = SSA + SSB + SS(AB) + SSE

Ðßíáêáò ANOVA

ÐçãÞ ìåôáâëçôüôçôáò SS df MS F = MSF
MSE

ÐáñÜãïíôáò Á SSÁ m− 1 MSA = SSA
m−1 FA = MSA

MSE

ÐáñÜãïíôáò B SSB l − 1 MSB = SSB
l−1 FB = MSB

MSE

ÐáñÜãïíôáò AB SS(AB) (m− 1)(l − 1) MS(AB) = SS(AB)
(m−1)(l−1) FAB = MS(AB)

MSE

ÓöÜëìá(Error) SSE ml(c− 1) MSE = SSE
ml(c−1)

Óýíïëï(Total) SST mlc− 1

F{test ãéá interaction

Èåùñïýìå ôïí Ýëåã÷ï

H0 : ij = 0 i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; l
H1 : ij 6= 0 ãéá Ýíá ôïõëá÷éóôïí i; j



Aðïññßðôïõìå ôçí H0 áí FAB = MS(AB)
MSE > F1−�;(m−1)(l−1);ml(c−1). ÅëÝã÷ïõìå ðñþôá ôçí ýðáñîç

óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞò áëëçëåðßäñáóçò êáé Ýðåéôá ôçí óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá ôùí åðéìÝñïõò
ðáñáãüíôùí.

¢óêçóç 3.1 (ðáëéü èÝìá). ¸íáò êáôáóêåõáóôÞò ôçëåïñÜóåùí åíäéáöÝñåôáé íá åëÝãîåé áí ç
áãùãéìüôçôá ôïõ ðåñéâëÞìáôïò ôåóóÜñùí äéáöïñåôéêþí ôýðùí êáëùäéþí ôçëåüñáóçò äéáöÝñåé.
ÌåôñÞóåéò ãéá ôçí áãùãéìüôçôá ôùí ðåñéâëçìÜôùí êáëùäéþí äßíïíôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá.

Ôýðïò êáëùäßïõ i Áãùãéìüôçôá Yij Yi· Y i·
1 143 141 150 146 580 145
2 152 149 137 143 581 145.25
3 144 146 142 137 569 142.25
4 129 127 132 129 517 129.25

Õ·· = 2247 Õ ·· = 140:43

1. Íá åëåã÷èåß óå � = 5% áí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôçí áãùãéìüôçôá ôïõ ðåñéâëÞìáôïò ôùí
ôåóóÜñùí ôýðùí êáëùäéþí.

2. Íá êáôáóêåõáóôåß äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ó.å. 95% ãéá ôïí ìÝóï ôïõ ôÝôáñôïõ ôýðïõ
êáëùäßïõ.

3. Ï êáôáóêåõáóôÞò áðïöáóßæåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôïí ôÝôáñôï ôýðï êáëùäßïõ ãéáôß õðïóôçñßæåé
üôé äßíåé ôç ìéêñüôåñç áãùãéìüôçôá ðåñéâëÞìáôïò óå óýãêñéóç ìå ôïõò Üëëïõò ôñåéò ôýðïõò.
Íá åëåã÷èåß óå � = 5% áí éó÷ýåé ï éó÷õñéóìüò ôïõ êáôáóêåõáóôÞ.

Äßíïíôáé F0:95;3;12 = 3:49, t0:975;12 = 2:179 êáé t0:95;12 = 1:782.

Ëýóç:

1.

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y ··)2 = 925:9375

SSF =
m∑
i=1

ni(Y i· − Y ··)2 = 689:6875

¢ñá SSE = SST − SSF = 236:25 :

Ðßíáêáò ANOVA

ÐçãÞ äéáóðïñÜò SS df MS F = MSF
MSE

F SSF = 689:6875 m− 1 = 3 229:8958 = SSF
m−1 11:6772

E SSE = 236:25 n−m = 12 19:6875 = SSE
n−m

T SST = 925:9375 n− 1 = 15



Èåùñïýìå ôïí Ýëåã÷ï

H0 : �1 = �2 = �3 = �4

vs

H1 : �i 6= �j ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí æåýãïò i; j

Åöüóïí F = 11:6772 > F0:95;3;12 = 3:49 áðïññßðôïõìå ôçí H0 óå åðßðåäï åìðéóôïóýíçò
� = 5%. ¢ñá ïé ìÝóïé äéáöÝñïõí.

2. Ãéá ôï ôÝñôáôï åßäïò, äçëáäÞ ãéá ôï �4, Ý÷ïõìå:

Y 4· = 129:25

S2
Y 4·

=
MSE

n4
= 4:92219

Pr[−t0:975;12 ≤
Y 4· − �4√

S2
Y 4·

≤ t0:975;12] = 0:95

Ôï áíôßóôïé÷ï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò åßíáé

Y 4· −
√
S2
Y 4·

t0:975;12 ≤ �4 ≤ Y 4· +
√
S2
Y 4·

t0:975;12

129:25−
√

4:9219 2:179 ≤ �4 ≤ 129:25 +
√

4:9219 2:179
124:4159 ≤ �4 ≤ 134:0841

óå åðßðåäï åìðéóôïóýíçò 95%.

3. Èåùñïýìå ôï contrast L = �1+�2+�3

3 − �4. ¸÷ïõìå

L̂ =
Y 1· + Y 2· + Y 3·

3
− Y 4· = 14:9167

4∑
i=1

c2
i

ni
=

1
4
[1
9

+
1
9

+
1
9

+ 1
]

=
1
3

S2
L̂

= MSE
[ 4∑
i=1

c2
i

ni

]
= 6:5625

¢ñá ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé

L̂−
√
S2
L̂
t0:975;12 ≤ L ≤ L̂ +

√
S2
L̂
t0:975;12

14:9167− 2:5617 · 2:179 ≤ L ≤ 14:9167 + 2:5617 · 2:179
9:3348 ≤ L ≤ 20:4986:

Åöüóïí ôï 0 äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ç äéáöïñÜ ôïõ ôÝôáñôïõ ôýðïõ
êáëùäßïõ áðü ôïõò Üëëïõò ôñåßò åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ óå � = 5%. ÓõãêåêñéìÝíá
åßíáé �4 <

�1+�2+�3

3 , äçëáäÞ éó÷ýåé ï éó÷õñéóìüò ôïõ êáôáóêåõáóôÞ óå � = 5%. Åöüóïí
áðü ôïí Ýëåã÷ï

H0 : L = 0
H1 : L > 0

Ýðåôáé üôé áðïññßðôïõìå ôçí H0 ìéáò êáé L̂√
S2
L̂

= 5:8230 > 1:782 = t0:975;12.



�



ÊåöÜëáéï 4

ÁðáñáìåôñéêÞ ÓôáôéóôéêÞ

4.1 ÊñéôÞñéï ×2

¸óôù Õ = (Õ1; : : : ; Õk) ìå Õ ∼ Multinomial(n; p) üðïõ p = (p1; : : : ; pk), 0 < pi < 1; i =
1; : : : ; k êáé

∑k
i=1 pi = 1. Ç ðïóüôçôá

Qk−1 =
k∑
i=1

(yi − npi)2

npi
∼ ×2

k−1:

(Âáóßæåôáé óôï ãåãïíüò üôé ç Y áêïëïõèåß áóõìðôùôéêÜ ðïëõäéÜóôáôç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ.)

¸óôù üôé óå Ýíá ðåßñáìá åìöáíßæïíôáé k îÝíá ìåôáîý ôïõò åíäå÷üìåíá Á1; : : : ; Ák. ÈÝëïõìå íá
åëÝãîïõìå ôçí

H0 : pi = pi0; i = 1; : : : ; k H1 : pi 6= pi0; ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí i;

üðïõ pi ç ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ Ai. ¸óôù üôé åðáíáëáìâÜíïõìå ôï ðåßñáìá
n öïñÝò êáé üôé ôï åíäå÷üìåíï Ái åìöáíßæåôáé yi öïñÝò, i = 1; : : : ; k. ÊÜôù áðü ôçí Ç0 ôá
ðáñáôçñïýìåíá yi êáé ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò åìöáíßóåùí ôùí Ái, äçëáäÞ npi0, åßíáé êïíôÜ.
Óõíåðþò ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò Qk−1 ðñÝðåé íá åßíáé ìéêñÞ áí éó÷ýåé ç Ç0, äçëáäÞ ç

ðïóüôçôá qk−1 =
∑k

i=1
(yi−npi0)2

npi0
ðñÝðåé íá Ý÷åé ìéêñÞ ôéìÞ. ¸÷ïõìå Qk−1 ∼ X2

k−1. ¢ñá

áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò � áí qk−1 > X2
k−1;1−�.

ÐáñÜäåéãìá 4.1 Êáíïíéêïðïßçóç ôçò âáèìïëïãßáò åîåôÜóåùí

ÕðïèÝôïõìå üôé ïé âáèìïß ôùí öïéôçôþí óå ìéá åîÝôáóç áêïëïõèïýí Í(�; �2) êáôáíïìÞ. ×ùñßæù
ôï äéÜóôçìá [0,10] óå 5 õðïäéáóôÞìáôá (k = 5) êáé êáèïñßæù åê ôùí ðñïôÝñùí ðüóïé öïéôçôÝò
èá ðÜñïõí 1 Þ 2, 3 Þ 4, 5 Þ 6, 7 Þ 8 êáé 9 Þ 10. Ãéá ðáñÜäåéãìá, êÜèå âáèìüò óôï äéÜóôçìá
(� + k2�; � + k1�) èá ãßíåé 7 Þ 8. Ç åðéëïãÞ ôùí k1; k2; k3; k4 åßíáé áõèáßñåôç, Ýóôù k1 =
3
2 ; k2 = 1

2 ; k3 = −1
2 ; k4 = −3

2 .
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Êáíïíéêïðïßçóç: Z = X−�
� ∼ N(0; 1):

P (âáèìüò 9 Þ 10) = P (X > �+ k1�) = P (X−�� > k1) = P (Z > k1) = P (Z > 3
2) = 1−Φ(1:5) =

0:0668

P (âáèìüò 1 Þ 2) = P (X < � + k4�) = P (X−�� < k4) = P (Z < k4) = P (Z < −3
2) = Φ(−1:5) =

1− Φ(1:5) = 0:0668

¢ñá ôï ðïóïóôü ôùí öïéôçôþí ðïõ èá ðÜñïõí 9 Þ 10 åßíáé 6.68%, êáèþò êáé ôï ðïóïóôü ôùí
öïéôçôþí ðïõ èá ðÜñïõí 1 Þ 2. Ïìïßùò ç áíáëïãßá ôùí 7 Þ 8 åßíáé 0.2417 êáèþò êáé ôùí 3 Þ 4.
¢ñá ç áíáëïãßá ôùí 5 Þ 6 åßíáé 1-2·(0.0668)-2·(0.2417)=0.3830.

¢óêçóç 4.1 ¸óôù üôé óå ìßá ôÜîç ìå n = 487 öïéôçôÝò äüèçêáí ïé âáèìïß

âáèìïß Ái 9-10 7-8 5-6 3-4 1-2
ðáñáôçñïýìåíåò óõ÷íüôçôåò 48 110 219 85 25

Íá åëåã÷èåß óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%, ìå ÷ñÞóç ôïõ êñéôçñßïõ ×2, áí Ýãéíå ç
ðáñáðÜíù êáíïíéêïðïßçóç.

Ëýóç:

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

H0: p1 = P (âáèìüò 9 Þ 10) = 0.0668 = p1;0

p2 = P (âáèìüò 7 Þ 8) = 0.2417 = p2;0

p3 = P (âáèìüò 5 Þ 6) = 0.3830 = p3;0

p4 = P (âáèìüò 3 Þ 4) = 0.2417 = p4;0

p5 = P (âáèìüò 1 Þ 2) = 0.0668 = p5;0

H1: êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ

ÊñéôÞñéï åëÝã÷ïõ (åëåã÷ïóõíÜñôçóç): Qk−1 =
∑k

i=1
(yi−npi0)2

npi0
, üðïõ k = 5.

âáèìïß Ái 9 Þ 10 7 Þ 8 5 Þ 6 3 Þ 4 1 Þ 2
ðáñáôçñïýìåíåò 48 110 219 85 25
óõ÷íüôçôåò yi
áíáìåíüìåíåò 487 · 0:0668 487 · 0:2417 487 · 0:3830 487 · 0:2417 487 · 0:0668

óõ÷íüôçôåò npi0 =32.5 =117.7 =136.6 =117.7 =32.5

Ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ êñéôçñßïõ:



q4 =
5∑
i=1

(yi − npi0)2

npi0
=
(

(48− 32:5)2

32:5

)
+ · · ·+

(
(25− 32:5)2

32:5

)
= 24:35

¸÷ïõìå q4 = 24:35 > 9:488 = X2
0:95;4. ¢ñá áðïññßðôïõìå ôçí Ç0. �

ÐáñÜäåéãìá 4.2 ¸óôù w ôï áðïôÝëåóìá åíüò ôõ÷áßïõ ðåéñÜìáôïò, FW (w) = P (W ≤ w) ç
áíôßóôïé÷ç áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò êáé

F0(w) =


0, w < −1
w3+1

2 ; −1 ≤ w ≤ 1
1, w ≥ 1:

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå ôçí

Ç0 : F (w) = F0(w) Ç1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

Ëýóç:

×ùñßæïõìå ôï äéÜóôçìá [0,1] óå 10 õðïäéáóôÞìáôá ìå ôá óçìåßá bi = i
10 ; i = 0; 1; : : : ; 10.

Ïñßæïõìå ai = F−1
0 (bi); i = 0; 1; : : : ; 10 ïðüôå Ý÷ïõìå F0(ai) = bi. ÁëëÜ F0(w) = w3+1

2 ; −1 ≤
w ≤ 1. ¸ôóé F0(ai) = a3

i+1
2 = bi, äçëáäÞ ai = (2bi − 1)

1
3 . Óõíåðþò êÜôù áðü ôçí Ç0 êáèÝíá

áðü ôá óýíïëá Á1 = [−1; a1], Ai = (ai−1; ai]; i = 2; : : : ; k − 1, Ak = (a9; 1] Ý÷åé ðéèáíüôçôá 1
10 .

ÄçëáäÞ pi0 = 1
10 ; i = 1; : : : ; k. Áðü ôï äåßãìá ìåãÝèïõò n áðü ôçí êáôáíïìÞ FW (w) õðïëïãßæïõìå

ôïí áñéèìü ôùí ðáñáôçñÞóåùí óå êÜèå äéÜóôçìá Ái, Ýóôù yi. ¸÷ïõìå Qk−1 =
∑k

i=1
(Yi−npi0)2

npi0
∼

X2
k−1 êÜôù áðü ôçí Ç0. Áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò � áí

qk−1 =
∑k

i=1
(yi−npi0)2

npi0
> X2

1−�;k−1, üðïõ npi0 ï áíáìåíïìÝíïò ðáñáôçñÞóåùí óôï äéÜóôçìá Ai

êÜôù áðü ôçí Ç0. �

ÐáñáôÞñçóç 4.1 Ôï êñéôÞñéï ×2 ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá ãßíåé ï Ýëåã÷ïò ôçò õðüèåóçò
üôé ç êáôáíïìÞ ìéáò ô.ì. åßíáé ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôáíïìÞ (ð.÷. ÄéùíõìéêÞ(n; p), ÅêèåôéêÞ(�),
ÊáíïíéêÞ (�; �2) êôë). Áíôéêáèéóôïýìå ôçí áñ÷éêÞ õðüèåóç (ð.÷. × ∼ Åêèåôéê(�)) ìå ôçí
õðüèåóç Ç0 : P (X ∈ Ai) = pi0; i = 1; : : : ; k. Óôçí åðéëïãÞ ôùí A1; A2; : : : ; Ak õðÜñ÷åé
õðïêåéìåíéêüôçôá, áëëÜ ç áóõìðôùôéêÞ êáôáíïìÞ ôïõ êñéôçñßïõ êÜôù áðü ôçí Ç0 åßíáé X2

k−1.
ÄçëáäÞ ç êáôáíïìÞ ôïõ Qk−1 åßíáé åëåýèåñç áðü ôá p10; p20; : : : ; pk0 êáé óõíåðþò áðü ôçí
êáèïñéóìÝíç áðü ôçí Ç0 êáôáíïìÞ ôïõ × . ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå Ýíá ìç ðáñáìåôñéêü êñéôÞñéï(non-
parametric) Þ distribution free êñéôÞñéï.

ÌåéïíåêôÞìáôá êñéôçñßïõ

i. Ï Ýëåã÷ïò Ý÷åé ðïëëÝò åíáëëáêôéêÝò Ç1: êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ. Ùóôüóï ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß óáí áñ÷éêü ãåíéêü êñéôÞñéï êáé ìåôÜ ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí Üëëá
ðåñéóóüôåñï åîåéäéêåõìÝíá êñéôÞñéá.



ii. Ãéá ìéêñü pi0, ç áíáìåíüìåíç óõ÷íüôçôá npi0 åßíáé ìéêñÞ êáé ï üñïò
(yi−npi0)2

npi0
åßíáé ìåãÜëïò.

¸ôóé ç ôéìÞ ôïõ êñéôçñßïõ qk−1 =
∑k

i=1
(yi−npi0)2

npi0
åßíáé ðïëý ìåãÜëç. ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå

ôïí ðåñéïñéóìü npi > 5 Þ npi > 1. Áí êÜðïéá áíáìåíüìåíç óõ÷íüôçôá Ý÷åé npi < 1,
ôüôå `åíþíïõìå' ôá ãåéôïíéêÜ êåëéÜ Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé npi > 1 ãéá üëá ôá i. Ðñïöáíþò
ìåéþíïíôáé êáé ïé âáèìïß åëåõèåñßáò. Ç åðéëïãÞ ôùí êåëéþí ðïõ ïìáäïðïéïýíôáé åßíáé
áõèáßñåôç êáé öñïíôßæïõìå íá ðåñéïñßæåôáé óôï åëÜ÷éóôï äõíáôü.

ÐáñÜäåéãìá 4.3 Ôá áêüëïõèá äåäïìÝíá ðáñéóôÜíïõí ôïí áñéèìü áößîåùí ðåëáôþí óå Ýíá êáôÜóôçìá
ãéá Ýíá ÷ñïíéêü äéÜóôçìá ðáñáôÞñçóçò 121 ùñþí.

Áñéèìüò áößîåùí Áñéèìüò
áíÜ þñá ùñþí
(êåëéÜ) (ðáñáôçñïýìåíåò óõ÷íüôçôåò)

0 10
1 31
2 40
3 20
4 10
5 4
≥ 6 6

Áí × åßíáé ï áñéèìüò ôùí áößîåùí áíÜ þñá, íá åîåôáóôåß ç õðüèåóç üôé ïé áößîåéò áêïëïõèïýí
Poisson(�=2) óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%.

Ëýóç:

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

Ç0 : X ∼ Poisson(� = 2) H1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

ÊÜôù áðü ôçí Ç0 Ý÷ïõìå üôé P (X = x) = e−2 2x

x! . ¸ôóé ï Ýëåã÷ïò ìðïñåß íá ãñáöôåß

Ç0 : pi = pi0 = P (X = i) = e−2 2i

i!
; ãéá üëá ôá i H1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

ÄçëáäÞ
H0 : p0 = p00 = e−2 = 0:135

p1 = p10 = 2e−2 = 0:271
p2 = p20 = 0:271
p3 = p30 = 0:180
p4 = p40 = 0:09
p5 = p50 = 0:038
p>6 = p>60 = 1−

∑5
i=0 pi0 = 0:017

(Ôá ðáñáðÜíù õðïëïãßóôçêáí ìå áðëÞ åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý ðéèáíïôÞôùí Poisson.

ÄçëáäÞ pk = e−� �
k

k! êáé pk+1 = e−� �k+1

(k+1)! ïðüôå äéáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ðáßñíïõìå
pk+1

pk
= �

k+1 Þ

pk+1 = �
k+1pk ìå p0 = e−�.)



i 0 1 2 3 4 5 6
yi 10 31 40 20 10 4 6
npi0 121 · 0:135 = 16:376 32.751 32.751 21.834 10.917 4.367 2.000

qk−1 = q5 =
6∑
i=1

(yi − npi0)2

npi0
= 12:4087 > 12:5916 = X2

5;0:95:

¢ñá äåí áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå � = 5%. �

ÐáñÜäåéãìá 4.4 Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá íá åîåôáóèåß ç õðüèåóç üôé ïé áößîåéò áêïëïõèïýí
ôçí êáôáíïìÞ Poisson.

Ëýóç:
Ôþñá

Ç0 : P (X = i) = e−�
�i

i!
; i = 1; : : : ; k (� > 0) H1 : ÊÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

¸÷ïõìå ôþñá pi0 = pi(�) êáé Üñá Qk−1(�) =
∑k

i=1
(Yi−npi(�))2

npi(�) . Ôá pi0 åîáñôþíôáé áðü ôçí
Üãíùóôç ðáñÜìåôñï � ç ïðïßá ðñÝðåé íá åêôéìçèåß. Ðïéá åßíáé ç êáôáíïìÞ ôïõ Qk−1; �

ÃåíéêÜ Ýóôù üôé ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå ôçí

H0 : X ∼ ãíùóôÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï �(ô-äéÜóôáôç) Ç1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

Ôá pi0 êáé Üñá ôï Qk−1(�) =
∑k

i=1
(Yi−npi(�))2

npi(�)
åîáñôþíôáé áðü ôçí ðáñÜìåôñï �. ÈÝëïõìå íá

åëÝãîïõìå áí ãéá êÜðïéá ôéìÞ ôïõ è ôá pi(�); i = 1; : : : ; k äßíïõí ìéá êáëÞ ðñïóáñìïãÞ óôá
äåäïìÝíá. ÈÝëïõìå íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ôï Qk−1(�).

Èåþñçìá 4.1 ¸óôù �̂ ç åêôéìÞôñéá ôïõ è ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôï Qk−1(�). ÊÜôù áðü ïñéóìÝíåò

óõíèÞêåò êáé ãéá ìåãÜëï n, ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç Q(�̂) =
∑k

i=1
(Yi−npi(�̂))2

npi(�̂)
áêïëïõèåß áóõìðôùôéêÜ

×2
k−1−ô, üðïõ ô ç äéÜóôáóç ôïõ è.

Ðñüôáóç 4.1 Éó÷ýåé üôé ãéá ìåãÜëï n ôï �̂ åßíáé êáôÜ ðñïóÝããéóç ç åêôéìÞôñéá ìÝãéóôçò
ðéèáíïöÜíåéáò.

Ãéá ôçí ÜóêçóÞ ìáò 4.4 (êáôáíïìÞ Poisson) ç å.ì.ð. åßíáé �̂ = X. Ïðüôå ìå âÜóç ôá äåäïìÝíá
ðáßñíïõìå �̂ = 0·10+1·31+···+6·6

121 = 2:207



H0 : p0 = p00 = e−2:207

p1 = p10 = 2:207e−2:207

...

Óõíå÷ßæïõìå ôïõò õðïëïãéóìïýò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ç ôéìÞ ôïõ êñéôçñßïõ

õðïëïãßæåôáé ìÝóù ôçò qk−1−ô = q5 =
∑k

i=1
(Yi−npi(�̂))2

npi(�̂)
ìå Q5 ∼ X2

5 êáé ×2
5;0:95 = 11:0705. �

4.2 Ðßíáêåò ÓõíÜöåéáò

Ïé ðßíáêåò óõíÜöåéáò åßíáé ðßíáêåò ôáîéíüìçóçò äýï Þ ðåñéóóüôåñùí äéáóôÜóåùí ìå ôá êåëéÜ ôïõò
íá ðáñéóôïýí óõ÷íüôçôåò åìöÜíéóçò óõãêåêñéìÝíùí ÷áñáêôçñéóôéêþí.

Ó Ô Ç Ë Ç
1 2 · · · j · · · k Óýíïëá óôçëþí

Ã 1 y11 y12 · · · y1j · · · y1k n1·
Ñ 2 y21 y22 · · · y2j · · · y2k n2·

A
...

...
...

...
...

...
...

M i yi1 yi2 · · · yij · · · yik ni·

M
...

...
...

...
...

...
...

H l yl1 yl2 · · · ylj · · · ylk nl·
Óýíïëá ãñáììþí n·1 n·2 · · · n·j · · · n·k n

yij : ç ðáñáôçñïýìåíç óõ÷íüôçôá óôï êåëß ij.

×ñÞóåéò ôùí ðéíÜêùí óõíÜöåéáò (äýï äéáóôÜóåéò)

1) Ïé ãñáììÝò ôïõ ðßíáêá áíôéóôïé÷ïýí óå l áíåîÜñôçôá äåßãìáôá åíþ ïé óôÞëåò ôïõ ðßíáêá
áíôéóôïé÷ïýí óå k êáôçãïñßåò. Ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå áí ïé ðéèáíüôçôåò åìöÜíéóçò
ôùí êáôçãïñéþí äéáöÝñïõí ãéá ôá äéÜöïñá äåßãìáôá.

2) ¸÷ïõìå Ýíá äåßãìá ôáîéíïìçìÝíï óå k êáôçãïñßåò ùò ðñïò Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü Á êáé óå l
êáôçãïñßåò ùò ðñïò Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü Â. Ôï êåëß ij ôïõ ðßíáêá óõíÜöåéáò áíôéóôïé÷åß óôï
óõíäõáóìü ôçò i êáôçãïñßáò ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý Â êáé ôçò j êáôçãïñßáò ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý
Á. Ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïìå áí ïé ðéèáíüôçôåò åìöÜíéóçò ôùí êáôçãïñéþí ôïõ åíüò
÷áñáêôçñéóôéêïý åðçñåÜæïíôáé áðü ôéò êáôçãïñßåò ôïõ Üëëïõ.



4.2.1 Ï Ýëåã÷ïò ×
2 ãéá ôçí ýðáñîç äéáöïñþí óôéò ðéèáíüôçôåò åìöÜíéóçò k

êáôçãïñéþí óå l áíåîÜñôçôá äåßãìáôá

¸óôù l áìïéâáßá áíåîÜñôçôá ôõ÷áßá äåßãìáôá ìåãÝèïõò n1·, n2·,..., nl· ôáîéíïìçìÝíá óå k êáôçãïñßåò
(äçëáäÞ ôá ni· åßíáé ãíùóôÜ åê ôùí ðñïôÝñùí). ¸óôù yij ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí ôïõ i

äåßãìáôïò ðïõ áíÞêïõí óôçí êáôçãïñßá j, i = 1; : : : ; l, j = 1; : : : ; k. ¸÷ïõìå ni· =
∑k

j=1 yij ; i =
1; : : : ; l êáé n·j =

∑l
i=1 yij ; j = 1; : : : ; k êáèþò êáé n =

∑l
i=1

∑k
j=1 yij =

∑l
i=1 ni· =

∑k
j=1 n·j .

ÊÜèå ðáñáôÞñçóç ìðïñåß íá áíÞêåé óå ìßá áêñéâþò áðü ôéò k êáôçãïñßåò. ¸óôù pij ç ðéèáíüôçôá
ìßá ôõ÷áßá åðéëåãüìåíç ðáñáôÞñçóç áðü ôïí i ðëçèõóìü, i = 1; : : : ; l íá áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá
j; j = 1; : : : ; k. ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå:

Ç0 : p1j = p2j = · · · = plj ; j = 1; : : : ; k

H1 : ÊÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

ÊÜôù áðü ôçí Ç0, ç áíáìåíüìåíç óõ÷íüôçôá ôïõ êåëéïý ij åßíáé

Eij = ni· ·
(n·j
n

)
;

üðïõ
n·j
n åßíáé ôï ðïóïóôü ôùí óõíïëéêþí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óôçí j êáôçãïñßá, äçëáäÞ

ç ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò ôçò j êáôçãïñßáò êÜôù áðü ôçí Ç0.

ÓôáôéóôéêÞ ÓõíÜñôçóç: Q(k−1)(l−1) =
∑k

i=1

∑l
j=1

(yij−Eij)2
Eij

ÁóõìðôùôéêÜQ(k−1)(l−1) ∼ X2
(k−1)(l−1). ÅðïìÝíùò áðïññßðôïõìå ôçíÇ0 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò

� áí q(k−1)(l−1) > X2
(k−1)(l−1);1−�.

4.2.2 Ï Ýëåã÷ïò áíåîáñôçóßáò ×
2

¸óôù Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ìåãÝèïõò n ôáîéíïìçìÝíï óå k êáôçãïñßåò ùò ðñïò Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü
Á êáé óå l êáôçãïñßåò ùò ðñïò Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü Â êáé yij :ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ
áíÞêïõí óôçí i êáôçãïñßá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý Â êáé óôç j êáôçãïñßá ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý Á,
i = 1; : : : ; l, j = 1; : : : ; k. ÊÜèå ðáñáôÞñçóç ìðïñåß íá áíÞêåé óå ìßá áêñéâþò áðü ôéò k êáôçãïñßåò
ôïõ Á êáé óå ìßá áêñéâþò áðü ôéò l êáôçãïñßåò ôïõ Â.

ÐáñáôÞñçóç 4.2 Ôá óýíïëá ôùí ãñáììþí ni·; i = 1; : : : ; l äåí åßíáé ôþñá ãíùóôÜ åê ôùí
ðñïôÝñùí.

ni· =
∑k

j=1 yij ; i = 1; : : : ; l êáé n·j =
∑l

i=1 yij ; j = 1; : : : ; k êáèþò êáé n =
∑l

i=1

∑k
j=1 yij =∑l

i=1 ni· =
∑k

j=1 n·j .

pij :ç ðéèáíüôçôá ìéá ôõ÷áßá åðéëåãüìåíç ðáñáôÞñçóç áðü ôïí ðëçèõóìü íá áíÞêåé óôï êåëß ij,
(pij = P (Y áíÞêåé óôï êåëß ij)).



pi· :ç ðéèáíüôçôá ìéá ôõ÷áßá åðéëåãüìåíç ðáñáôÞñçóç áðü ôïí ðëçèõóìü íá áíÞêåé óôç ãñáììÞ i,
(pi· = P (Y áíÞêåé óôç ãñáììÞ i)).

p·j :ç ðéèáíüôçôá ìéá ôõ÷áßá åðéëåãüìåíç ðáñáôÞñçóç áðü ôïí ðëçèõóìü íá áíÞêåé óôç óôÞëç j,
(p·j = P (Y áíÞêåé óôç óôÞëç j)).

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå:

Ç0 : pij = pi·p·j ; i = 1; : : : ; l; j = 1; : : : ; k(Áíåîáñôçóßá Áêáé Â)

H1 : ÊÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ.

ÊÜôù áðü ôçí Ç0, ç áíáìåíüìåíç óõ÷íüôçôá ôïõ êåëéïý ij åßíáé

Åij = n
(ni·
n

)(n·j
n

)
=
ni·n·j
n

;

üðïõ

ni·
n : ôï ðïóïóôü ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óôçí i ãñáììÞ, êáé

n·j
n : ôï ðïóïóôü ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óôç j óôÞëç.

ÓôáôéóôéêÞ ÓõíÜñôçóç ÅëÝã÷ïõ: Q(k−1)(l−1) =
∑l

i=1

∑k
j=1

(yij−Eij)2
Eij

∼ X2
(k−1)(l−1)

Áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò � áí

q(k−1)(l−1) > X2
(k−1)(l−1);1−�:

ÐáñÜäåéãìá 4.5 Ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò óõíÜöåéáò ðáñïõóéÜæåé äåäïìÝíá ðïõ áöïñïýí 141 áóèåíåßò
ìå üãêï óôïí åãêÝöáëï ïé ïðïßïé ôáîéíïìÞèçêáí ìå âÜóç ôïí ôýðï êáé ôç èÝóç ôïõ üãêïõ óôïí
åãêÝöáëü ôïõò.

Ôýðïò üãêïõ
Á Â Ã Óýíïëá

É 23 9 6 38
ÈÝóç ÉÉ 21 4 3 28

ÉÉÉ 34 24 17 75
Óýíïëá 78 37 26 141

Íá åëåã÷èåß áí ï ôýðïò êáé ôï ìÝãåèïò ôïõ üãêïõ åßíáé áíåîÜñôçôá, ìå ÷ñÞóç ôïõ åëÝã÷ïõ
áíåîáñôçóßáò ×2 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%.

Ëýóç:



ÊÜôù áðü ôçí Ç0 Ý÷ïõìå

E11 =
n1·n·1
n

=
38 · 78

141
= 21:02

E12 =
n1·n·2
n

=
38 · 37

141
= 9:97

...
...

E33 =
n3·n·3
n

=
75 · 26

141
= 13:83

q(3−1)(3−1) = q4 =
(23− 21:02)2

21:02
+

(9− 9:97)2

9:97
+ · · ·+ (17− 13:83)2

13:83
= 0:19 + 0:09 + · · ·+ 0:72 = 7:84 < 9:49 = X2

4;0:95

ÅðïìÝíùò äåí áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå � = 5% êáé Üñá äåí ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå üôé ç
èÝóç êáé ôï ìÝãåèïò ôïõ üãêïõ åßíáé áíåîÜñôçôá, ìå âÜóç áõôÜ ôá äåäïìÝíá. �

ÐáñÜäåéãìá 4.6 Óå äýï áíåîÜñôçôá ôõ÷áßá äåßãìáôá 20 áôüìùí æçôÞèçêå íá äïêéìÜóïõí ìéá
íÝá ìÜñêá áðïññõðáíôéêïý êáé íá ôï óõãêñßíïõí ìå áõôü ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýóáí. Ïé áðáíôÞóåéò
ôïõò óõíïøßæïíôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá.

êáìéÜ äéáöïñÜ ÷åéñüôåñï êáëýôåñï Óýíïëï
Äåßãìá 1 4 7 9 20
Äåßãìá 2 1 6 13 20
Óýíïëï 5 13 22 40

Äåß÷íïõí ôá áðïôåëÝóìáôá óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ óôéò áðáíôÞóåéò óôá äýï äåßãìáôá;
(� = 5%)

Ëýóç:
ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

Ç0 : p1j = p2j ; j = 1; 2; 3 H1 : p1j 6= p2j ; ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí j:

ÊÜôù áðü ôçí Ç0, ç áíáìåíüìåíç óõ÷íüôçôá ôïõ êåëéïý ij (Eij = ni·n·j
n ) åßíáé

êáìéÜ äéáöïñÜ ÷åéñüôåñï êáëýôåñï
Äåßãìá 1 2.5 6.5 11
Äåßãìá 2 2.5 6.5 11

q(3−1)(2−1) = q2 =
(4− 2:5)2

2:5
+ · · ·+ (13− 11)2

11
= 2:604 < 5:991 = X2

2;0:95:



¢ñá äåí áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%. ÅðïìÝíùò (óå � = 5%) äåí
öáßíåôáé íá äéáöÝñïõí ôá äýï äåßãìáôá. �

ÐáñáôÞñçóç 4.3 Äýï áíáìåíüìåíåò óõ÷íüôçôåò åßíáé 2:5 < 5. Ìðïñïýìå íá åðáíáëÜâïõìå ôïí
Ýëåã÷ï åíþíïíôáò ôéò êáôçãïñßåò `êáìéÜ äéáöïñÜ' êáé `÷åéñüôåñï'.

4.2.3 Óýãêñéóç l áíåîÜñôçôùí ðïëõùíõìéêþí êáôáíïìþí

ÐïëõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ: ¸óôù Ýíá ðåßñáìá ìå k äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá ìå áíôßóôïé÷åò ðéèáíüôçôåò
åìöÜíéóçò p1; p2; : : : ; pk: ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôï ðåßñáìá n áíåîÜñôçôåò öïñÝò êáé Ýóôù

X1 ï áñéèìüò åìöáíßóåùí ôïõ áðïôåëÝóìáôïò Á1

X2 ï áñéèìüò åìöáíßóåùí ôïõ áðïôåëÝóìáôïò Á2
...

...
...

Xk ï áñéèìüò åìöáíßóåùí ôïõ áðïôåëÝóìáôïò Ák

ìå
∑k

j=1 Xj = n. Ôï äéÜíõóìá × = (×1; : : : ; Xk) áêïëïõèåß ðïëõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ

P (× = x) =
n!

x1!x2! · · ·xk!
px1

1 px2
2 · · · p

xk
k ;

üðïõ
∑k

j=1 pj = 1; 0 ≤ pj ≤ 1; j = 1; : : : ; k:

¸óôù l áíåîÜñôçôåò ðïëõùíõìéêÝò êáôáíïìÝò ìå ðéèáíüôçôåò pi1; pi2; : : : ; pik; i = 1; : : : ; l.
ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå:

Ç0 : p1j = p2j = · · · = plj = pj ; j = 1; 2; : : : ; k

H1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ:

¸óôù Õij ï áñéèìüò åìöáíßóåùí ôïõ Aj óôï äåßãìá ìåãÝèïõò ni áðü ôçí i ðïëõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ,
i = 1; : : : ; l; j = 1; : : : ; k:

Åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí: Ïé Üãíùóôåò ðáñÜìåôñïé pj åêôéìþíôáé ùò

p̂j =
∑l

i=1 Yij∑l
i=1 ni

=
1
n

l∑
i=1

Yij :

ÊñéôÞñéï ÅëÝã÷ïõ: Q =
∑l

i=1

∑k
j=1

(Yij−nipij)2
nipij

ÊÜôù áðü ôçí Ç0: Q =
∑l

i=1

∑k
j=1

(Yij−nip̂j)2
nip̂j

∼ X2
(l(k−1)−(k−1)) ≡ X2

(l−1)(k−1)

Áðïññßðôù ôçí Ç0 áí
q(l−1)(k−1) > X2

(l−1)(k−1);1−�



ÐáñÜäåéãìá 4.7 ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå äýï äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò äéäáóêáëßáò. Ó÷çìáôßæïõìå
ôõ÷áßá äýï ôìÞìáôá áðü 50 öïéôçôÝò êáé óå êÜèå ôìÞìá åöáñìüæïõìå äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï óôç
äéäáóêáëßá åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ìáèÞìáôïò. Óôï ôÝëïò ôïõ åîáìÞíïõ ïé öïéôçôÝò ðÞñáí ôïõò
âáèìïýò:

A B C D F Óýíïëï
ÔìÞìá 1 8 13 16 10 3 50
ÔìÞìá 2 4 9 14 16 7 50
Óýíïëï 12 22 30 26 10 100

Íá âñåèåß áí õðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôçí áðüäïóç ôùí öïéôçôþí óôá äýï ôìÞìáôá (� = 5%).

Ëýóç:
(k = 5; l = 2; n1 = n2 = 50) ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

H0: p1Á = p2Á = pÁ
p1Â = p2Â = pÂ
p1C = p2C = pC
p1D = p2D = pD
p1F = p2F = pF

H1: êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ

Åêôßìçóç ðéèáíïôÞôùí:

p̂A =
8 + 4

50 + 50
= 0:12 → n1p̂A = n2p̂A = 6

p̂B =
13 + 9
50 + 50

= 0:22 → n1p̂B = n2p̂B = 11

p̂C =
30
100

= 0:30 → n1p̂C = n2p̂C = 15

p̂D =
26
100

= 0:26 → n1p̂D = n2p̂D = 13

p̂F =
10
100

= 0:10 → n1p̂F = n2p̂F = 5

Ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ êñéôçñßïõ:

q(l−1)(k−1) = q4 =
(8− 6)2

6
+

(13− 11)2

11
+ · · ·+ (3− 5)2

5
+

+
(4− 6)2

6
+

(9− 11)2

11
+ · · ·+ (7− 5)2

5
= 5:18 < 9:49 = X2

4;0:95

¢ñá äåí áðïññßðôïõìå ôçí Ç0. ÅðïìÝíùò äåí Ý÷ù áñêåôÜ óôïé÷åßá ãéá íá éó÷õñéóôþ üôé ïé äýï
ìÝèïäïé äéäáóêáëßáò äéáöÝñïõí óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò � = 5%. �



4.3 Óýãêñéóç äýï Üãíùóôùí êáôáíïìþí

¸óôù ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò U êáé V ìå áíôßóôïé÷åò áèñïéóôéêÝò F (u) êáé G(v). ÈÝëïõìå íá
åëÝãîïõìå áí F (x) = G(x); ∀x:

×ùñßæïõìå ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá óå k îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá Á1; Á2; : : : ; Ak. ¸óôù üôé

p1j = P (U ∈ Aj); j = 1; : : : ; k; êáé

p2j = P (V ∈ Aj); j = 1; : : : ; k:

Áí F (x) = G(x); ∀x; ôüôå p1j = p2j = pj ; j = 1; : : : ; k. ÄçëáäÞ, ìðïñïýìå íá áíÜãïõìå ôïí
Ýëåã÷ü ìáò óå Ýëåã÷ï äýï áíåîÜñôçôùí ðïëõùíõìéêþí.

¸óôù äåßãìá ìåãÝèïõò n1 áðü ôçí ô.ì. U êáé äåßãìá ìåãÝèïõò n2 áðü ôçí ô.ì. V .

Õ1j : ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí ôçò U óôï óýíïëï Áj

Õ2j : ï áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí ôçò V óôï óýíïëï Áj .

Åêôéìþ:

p̂j =
Y1j + Y2j

n1 + n2
; j = 1; : : : ; k

Q(k−1) =
2∑
i=1

k∑
j=1

(Yij − nip̂j)2

nip̂j
∼ X2

k−1:

-Åñþôçìá: Ðþò äéáëÝãïõìå ôá A1; : : : ; Ak;

ÐñáêôéêÜ äéáéñïýìå ôï åýñïò ôïõ óõíïëéêïý äåßãìáôïò óå k ßóá ìÝñç.

ÐáñÜäåéãìá 4.8 Áðü äýï ãíùóôÝò åôáéñßåò áõôïêéíÞôùí åêëÝãïíôáé ôõ÷áßá 20 áõôïêßíçôá êáé
åëÝã÷åôáé ç áíôï÷Þ ôïõò ìå äéÜöïñá êñéôÞñéá. Ïé ÷ñüíïé ìÝ÷ñé íá ðáñïõóéáóôåß ðñüâëçìá Þôáí:

ÌÜñêá U ÌÜñêá V

25 31 20 42 39 19 35 36 44 26
38 31 29 41 43 36 28 31 25 38

28 17 33 25 31 21 16 19 31 27
23 19 25 22 29 32 24 20 34 28

Íá åëåã÷èåß ç õðüèåóç üôé ç êáôáíïìÞ ôïõ ÷ñüíïõ ëåéôïõñãßáò ìÝ÷ñé íá ðáñïõóéáóôåß ðñüâëçìá
åßíáé ç ßäéá êáé óôéò äýï ìÜñêåò áõôïêéíÞôùí (� = 5%).

Ëýóç:
Äéáéñþ ôï óõíïëéêü äåßãìá ìåãÝèïõò n = n1 + n2 = 40 óå k = 7 ßóá ìÝñç. Ôï óõíïëéêü äåßãìá
ðáßñíåé ôéìÝò óôï [16; 44], Üñá ôï åýñïò åßíáé R = Xmax −Xmin = 44 − 16 = 28. ¢ñá, áí Ý÷ù
k = 7 ìÝñç, ôï ðëÜôïò êÜèå äéáóôÞìáôïò èá åßíáé 28/7=4. ¸ôóé Á1 = (16; 20], Á2 = (20; 24],
Á3 = (24; 28], Á4 = (28; 32], Á5 = (32; 36], Á6 = (36; 40] êáé Á7 = (40; 44].



A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 Óýíïëï
U 1 1 3 5 1 6 3 20
V 4 4 5 4 3 0 0 20

Óýíïëï 5 5 8 9 4 6 3 40

¸óôù p1j = P (U ∈ Aj) êáé p2j = P (V ∈ Aj), j = 1; : : : ; 7. Ôüôå

Ç0 : p1j = p2j = p̂j ; j = 1; : : : ; 7

üðïõ p̂j = Y1j+Y2j

n1+n2
; j = 1; : : : ; 7

Q(7−1) = Q6 =
2∑
i=1

7∑
j=1

(Yij − nip̂j)2

nip̂j
∼ X2

6 :

p̂1 =
5
40

→ n1p̂1 = n2p̂2 = 20
5
40

= 2:5

p̂2 =
5
40

→ n1p̂1 = n2p̂2 = 20
5
40

= 2:5

...
...

q6 =
(1− 2:5)2

2:5
+

(1− 2:5)2

2:5
+ · · ·+ (3− 1:5)2

1:5

+
(4− 2:5)2

2:5
+

(4− 2:5)2

2:5
+ · · ·+ (0− 1:5)2

1:5
= 4 < 12:59 = X2

6;0:95

¢ñá äåí áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%. �

ÐáñÜäåéãìá 4.9 ÌÝëç Ä.Å.Ð. ôïõ ôìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí åîÝöñáóáí ôçí Üðïøç üôé ï áñéèìüò
ôùí öïéôçôþí ïé ïðïßïé ðñïôéìïýí ìáèÞìáôá ðñïóöåñüìåíá áðü ôïí ôïìÝá ÁíÜëõóçò, ÓôáôéóôéêÞò
êáé ¢ëãåâñáò åêöñÜæåôáé áðü ôçí áíáëïãßá p2 : 2pq : q2, üðïõ p+q = 1. Óå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá 116
öïéôçôþí ïé áíôßóôïé÷åò óõ÷íüôçôåò Þôáí 42, 52 êáé 22 áíôßóôïé÷á. Åõóôáèåß ï éó÷õñéóìüò üôé
óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5% ïé ðáñáôçñÞóåéò áõôÝò ôáéñéÜæïõí ìå ôï èåùñçôéêü ìïíôÝëï
áí i. p = 1=2 êáé ii. p Üãíùóôï.

Ëýóç:

i.

H0 : p1 = p10 =
1
4

H1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ

p2 = p20 =
1
2

p3 = p30 =
1
4



Áíáìåíüìåíåò óõ÷íüôçôåò êÜôù áðü ôçí Ç0:

np10 = 116 · 1
4

= 29

np20 = 116 · 1
2

= 58

np30 = 116 · 1
4

= 29

¸ëåã÷ïò ×2. Ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ åëåã÷ïóõíÜñôçóçò:

qk−1 = q2 =
3∑
i=1

(yi − npi0)2

npi0
=

(42− 29)2

29
+

(52− 58)2

58
+

(22− 29)2

29
= 8:1 > 5:99 = ×2

2;0:95:

¢ñá áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � = 5%.

ii.

H0 : p1 = p2 H1 : êÜèå äõíáôÞ åíáëëáêôéêÞ

p2 = 2p(1− p)
p3 = (1− p)2

ÅðåéäÞ ôï p åßíáé Üãíùóôï ðñÝðåé íá åêôéìçèåß. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò
ìÝãéóôçò ðéèáíïöÜíåéáò. ¸÷ïõìå üôé Õ = (Õ1; Õ2; Õ3) áêïëïõèåß ðïëõùíõìéêÞ(ôñéùíõìéêÞ)
êáôáíïìÞ:

P (Y1 = y1; Y2 = y2; Y3 = y3) =
n!

y1! y2! y3!
py11 py22 py33

=
n!

y1! y2! (n− y1 − y2)!
(p2)y1(2p(1− p))y2((1− p)2)n−y1−y2

ÐéèáíïöÜíåéá: L(p) ∝ p2y1+y2(1− p)2n−2y1−y2

lnL(p) = (2y1 + y2) ln p + (2n− 2y1 − y2) ln(1− p) + c

@ lnL(p)
@p = 2y1+y2

p − 2n−2y1−y2
1−p = 0⇒ p = 2y1+y2

2n :

¢ñá p̂ = 2y1+y2
2n = 2·42+52

2·116 = 68
116 : ÅðéðëÝïí p̂10 = p̂2, p̂20 = 2p̂(1− p̂) êáé p̂30 = (1− p̂)2.

qk−1−1 = q1 =
3∑
i=1

(yi − np̂i0)2

np̂i0
=

(42− 39:86)2

68
+ ::::::::::::

X2
1;0:95 = 3:84

�



4.4 ¸ëåã÷ïé ÕðïèÝóåùí âáóéóìÝíïé óôç ÄéùíõìéêÞ ÊáôáíïìÞ

4.4.1 Ï Äéùíõìéêüò ¸ëåã÷ïò

¸óôù äåßãìá ìåãÝèïõò n áíåîÜñôçôùí äïêéìþí Bernoulli êáé Ýóôù Y ï áñéèìüò ôùí `åðéôõ÷éþí'
êáé n − Y ï áñéèìüò ôùí `áðïôõ÷éþí' óôï äåßãìá. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé n äïêéìÝò åßíáé áìïéâáßá
áíåîÜñôçôåò êáé üôé êÜèå äïêéìÞ Ý÷åé ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p. ¸óôù ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ p0

óôï äéÜóôçìá [0; 1]. ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

Ç0 : p = p0 H1 : p 6= p0:

Ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç Õ ∼ Binomial(n; p). ÊÜôù áðü ôçí Ç0, Õ ∼ Binomial(n; p0) êáé Ýóôù
üôé ç ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò åßíáé y.

ÐáñáôÞñçóç 4.4 ÅðåéäÞ ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç Õ åßíáé äéáêñéôÞ, ï Ýëåã÷ïò óðÜíéá ìðïñåß
íá ãßíåé óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò áêñéâþò ßóï ìå ôï åðéèõìçôü �.

� = �1 + �2 êáé �1 ' �2. Áðïññßðôù ôçí Ç0 áí y ≤ y1 Þ y ≥ y2 (óå åðßðåäï ðåñßðïõ ßóï ìå �).
Ðñïóäéïñßæïõìå ôá y1; y2 áðü ðßíáêåò äéùíõìéêÞò êáôáíïìÞò þóôå

P (Y ≤ y1|n; p0) = �1 '
�

2
êáé P (Y > y2|n; p0) = 1− P (Y ≤ y2|n; p0) = �2 '

�

2
⇒

äçë. P (Y ≤ y2|n; p0) = 1− �2 ' 1− �

2

Ìïíüðïëåõñïé ¸ëåã÷ïé

Ç0 : p = p0 vs H1 : p > p0

Ðñïöáíþò ìåãÜëåò ôéìÝò ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò Õ èá áðïôåëïýí Ýíäåéîç üôé äåí éó÷ýåé ç
Ç0.

Áðïññßðôù ôçí Ç0, óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò' �, áí y > y2, üðïõ y2 ôÝôïéï þóôå
P (Y > y2) = �2 ' �⇒ P (Y ≤ y2) = 1− �2 ' 1− �.

Ç0 : p = p0 vs H1 : p < p0

Ðñïöáíþò ìéêñÝò ôéìÝò ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò Õ èá áðïôåëïýí Ýíäåéîç üôé äåí éó÷ýåé ç Ç0.

Áðïññßðôù ôçí Ç0, óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ðåñßðïõ ßóï ìå �, áí y ≤ y1, üðïõ y1

ôÝôïéï þóôå P (Y ≤ y1) = �1 ' �.



ÐáñÜäåéãìá 4.10 Ãéá íá ìåëåôÞóåé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò êüðùóçò, Ýíáò åñåõíçôÞò äßäáîå 18
ðáéäéÜ äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò íá äÝíïõí êüìðï. Ôá ìéóÜ ðáéäéÜ (ðïõ åðéëÝ÷èçêáí ôõ÷áßá)
äéäÜ÷èçêáí ðñþôá ôïí ôñüðï Á êáé ìåôÜ ôïí ôñüðï Â, åíþ ôá õðüëïéðá äéäÜ÷èçêáí ðñþôá ôïí
ôñüðï Â. Óôï ôÝëïò ìéáò êïõñáóôéêÞò ìÝñáò æçôÞèçêå áðü üëá ôá ðáéäéÜ íá äÝóïõí êüìðï. Ç
ðñüâëåøç ôïõ åñåõíçôÞ Þôáí üôé ôá ðáéäéÜ èá êáôÝëçãáí íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõí ôïí ðñþôï ôñüðï
ðïõ Ýìáèáí ëüãù êüðùóçò. ÔåëéêÜ, 16 ðáéäéÜ ÷ñçóéìïðïßçóáí ôïí ôñüðï ðïõ Ýìáèáí ðñþôï. Íá
åëåã÷èåß óå � = 5% áí éó÷ýåé ç ðñüâëåøç ôïõ åñåõíçôÞ.

Ëýóç:
¸óôù p ç ðéèáíüôçôá Ýíá ðáéäß íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôïí ôñüðï ðïõ Ýìáèå ðñþôá. Ï éó÷õñéóìüò
ôïõ åñåõíçôÞ ìðïñåß íá äéáôõðùèåß ùò p > 1 − p ⇔ p > 0:5. ÅðïìÝíùò Ýíá êáôÜëëçëï æåýãïò
õðïèÝóåùí ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôïõ éó÷õñéóìïý ôïõ åñåõíçôÞ åßíáé

Ç0 : p = 0:5(ç êüðùóç äåí åðçñåÜæåé ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðáéäéïý)

Ç1 : p > 0:5(ç êüðùóç ïäçãåß ôï ðáéäß íá åðéëÝîåé ôïí ôñüðï ðïõ Ýìáèå ðñþôï).

¸óôù Õ ï áñéèìüò ôùí ðáéäéþí óôï äåßãìá ìåãÝèïõò n = 18 ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóáí ôïí ôñüðï
ðïõ Ýìáèáí ðñþôï. ÊÜôù áðü ôçí Ç0, Y ∼ Binomial(n = 18; p0 = 0:5). Áðïññßðôù ôçí Ç0 óå
åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ðåñßðïõ 0.05 áí y = 16 > y2, üðïõ y2 ôÝôïéï þóôå

P (Y ≤ y2|n = 18; p0 = 0:5) ' 0:95:

Áðü ôïí ðßíáêá ôçò ÄéùíõìéêÞò êáôáíïìÞò Ý÷ïõìå üôé P (Y ≤ 12|n = 18; p0 = 0:5) = 0:9519:
¢ñá ðáßñíù y2 = 12. ÅðïìÝíùò, óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò �2 = 0:0481 ' 0:05, áðïññßðôù ôçí
Ç0 êáèþò y = 16 > y2 = 12. ÄçëáäÞ, óå åðßðåäï �2 ïé åíäåßîåéò áðü ôï äåßãìá åíéó÷ýïõí ôïí
éó÷õñéóìü ôïõ åñåõíçôÞ. �

ÐáñáôÞñçóç 4.5 Ï Äéùíõìéêüò Ýëåã÷ïò åßíáé óôçí ïõóßá Ýíáò ðáñáìåôñéêüò Ýëåã÷ïò õðïèÝóåùí
êáèþò ôá äåäïìÝíá áêïëïõèïýí äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ êáé åëÝã÷ïõìå áí ç ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò
(ðáñÜìåôñïò ôçò êáôáíïìÞò) åßíáé ßóç ìå óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ. Ùóôüóï, äéÜöïñïé ìç-ðáñáìåôñéêïß
Ýëåã÷ïé áíÜãïíôáé äå äéùíõìéêïýò.

4.4.2 Ï Ðñïóçìéêüò ¸ëåã÷ïò

Ï ðñïóçìéêüò Ýëåã÷ïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êõñßùò ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò õðüèåóçò üôé ïé ôéìÝò ìéáò áðü
ôéò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (×;Æ) ôåßíïõí íá åßíáé ìåãáëýôåñåò áðü ôéò ôéìÝò ôçò Üëëçò. ×ñçóéìïðïéåßôáé
áêüìá ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò ýðáñîçò ôÜóçò êáèþò êáé ãéá ôïí Ýëåã÷ï ýðáñîçò óõó÷Ýôéóçò.

Ôá äåäïìÝíá áðïôåëïýíôáé áðü ðáñáôçñÞóåéò ðÜíù óå äýï åîáñôçìÝíåò ô.ì. (×;Æ). ÊÜèå æåýãïò
(×i; Zi) ÷áñáêôçñßæåôáé ùò “ + ” æåýãïò áí Xi < Zi, ùò “− ” æåýãïò áí Xi > Zi Þ ùò “0” æåýãïò
áí Xi = Zi. ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå:

Ç0 : P (+) = P (−) H1 : P (+) 6= P (−):

Áãíïïýìå ôá “0” æåýãç êáé èÝôïõìå

n = (áñéèìüò “ + ” æåõãþí) + (áñéèìüò “− ” æåõãþí):



Èåùñïýìå êÜèå æåýãïò (Xi; Zi); i = 1; : : : ; n ùò ìéá äïêéìÞ ìå áðïôåëÝóìáôá: “ + ”, åðéôõ÷ßá ìå
ðéèáíüôçôá P (+), “− ”, áðïôõ÷ßá ìå ðéèáíüôçôá P (−).

¸ôóé, áí Õ åßíáé ï áñéèìüò ôùí “ + ” æåõãþí, êÜôù áðü ôçí Ç0, Õ ∼ Binomial(n; P (+) = 0:5).
ÄçëáäÞ, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï äéùíõìéêü Ýëåã÷ï ãéá íá åëÝãîïõìå ôçí éó÷ý ôçò
Ç0. Áí y åßíáé ï ðáñáôçñïýìåíïò áñéèìüò ôùí “ + ” æåõãþí, áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï
óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò ðåñßðïõ á áí y ≤ y1 Þ y > y2, üðïõ y1; y2 ôÝôïéá þóôå

P (Y ≤ y1|n;
1
2

) = �1 '
�

2

P (Y ≤ y2|n;
1
2

) = 1− �2 ' 1− �

2

Áíôßóôïé÷á ãéá ôïõò áìößðëåõñïõò åëÝã÷ïõò.

ÐáñáôÞñçóç: Ï ðñïóçìéêüò Ýëåã÷ïò õðïíïåß ïõóéáóôéêÜ Ýíáí Ýëåã÷ï ãéá ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò
ôùí ìåôáâëçôþí × êáé Æ . ÄçëáäÞ,

Ç0 : P (+) = P (−) H1 : P (+) 6= P (−)⇒ Ç0 : Å(×) = Å(Æ) H1 : Å(×) 6= Å(Æ):

×ùñßò íá êÜíïõìå óõãêåêñéìÝíåò õðïèÝóåéò ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò × êáé ôçò Æ (ðñÜãìá ðïõ
èá ïäçãïýóå óå ðáñáìåôñéêü Ýëåã÷ï), áðëÜ ìåôñÜìå ôéò öïñÝò ðïõ Xi > Zi(áðïôõ÷ßåò) êáé
ïäçãïýìáóôå óå Ýíá äéùíõìéêü Ýëåã÷ï.

ÐáñÜäåéãìá 4.11 ¸îé Üôïìá õðïâëÞèçêáí óå ìßá äßáéôá ãéá íá ÷Üóïõí âÜñïò. Ôá âÜñç ôïõò
ðñéí (×i) êáé ìåôÜ (Æi) ôç äßáéôá åßíáé ôá åîÞò:

Xi 174 191 188 182 201 188
Zi 165 186 183 178 203 181

ÐáñÝ÷ïõí ôá äåäïìÝíá åíäåßîåéò üôé ç äßáéôá Þôáí áðïôåëåóìáôéêÞ;(� = 0:05%)

Ëýóç:
Ïñßæïõìå ùò “ + ” ôï åíäå÷üìåíï {× < Æ}. ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

Ç0 : P (+) = P (−) (ìç áðïôåëåóìáôéêÞ) Ç1 : P (+) < P (−) (áðïôåëåóìáôéêÞ)

äçëáäÞ
Ç0 : P (+) ≥ 0:5 H1 : P (+) < 0:5:

¸óôù Õ ï áñéèìüò ôùí “ + ” æåõãþí.

Xi 174 191 188 182 201 188
Zi 165 186 183 178 203 181

ðñüóçìï: − − − − + −

Ðáñáôçñïýìå üôé n = 6 êáé ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ y = 1. ÊÜôù áðü ôçí Ç0, Y ∼ Binomial(6; 0:5).
Áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � ' 0:05 áí y = 1 < y1, üðïõ y1 ôÝôïéï þóôå
P (Y ≤ y1|n = 6; p0 = 0:5) ' 0:05. Áðü ôïí ðßíáêá ôçò äéùíõìéêÞò Ý÷ïõìå üôé P (Y ≤ 2|n =
6; p0 = 0:5) = 0:3438 êáé P (Y ≤ 3|n = 6; p0 = 0:5) = 0:6562. ¢ñá áðïññßðôïõìå ôçí Ç0. �



4.5 ¸ëåã÷ïò Wilcoxon

4.5.1 Ï Ýëåã÷ïò ôùí ðñïóçìáóìÝíùí ôÜîåùí ìåãÝèïõò ôïõ Wilcoxon ãéá ôç
äéÜìåóï åíüò ðëçèõóìïý

The Wilcoxon signed rank test for a median

¸óôù ôõ÷áßï äåßãìá ×1; : : : ; Xn′ áðü ôçí ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ × ôçò ïðïßáò ç êáôáíïìÞ åßíáé
óõììåôñéêÞ. ¸óôù m ç äéÜìåóïò ôçò êáôáíïìÞò ôçò × . ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå

Ç0 : m = m0 H1 : m 6= m0:

Èåùñïýìå ôï äåßãìá ôùí äéáöïñþí Di = m0 − Xi; i = 1; : : : ; n′. Ç êÜèå ðáñáôÞñçóç Di èá
åßíáé èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ ìå ðéèáíüôçôá 0.5 (êÜôù áðü ôçí Ç0), êáèþò ç êáôáíïìÞ ôùí Di åßíáé
óõììåôñéêÞ ãýñù áðü ôï 0. Åîáéñïýìå ôéò äéáöïñÝò ðïõ åßíáé ßóåò ìå 0 êáé äïõëåýïõìå ìå ôéò
áðüëõôåò ôéìÝò ôùí n ≤ n′ ìç ìçäåíéêþí äéáöïñþí

|Di| = |m−Xi|; i = 1; : : : ; n:

ÄéáôÜóóïõìå óå áýîïõóá ôÜîç ìåãÝèïõò ôéò ôéìÝò |Di| êáé áíôéóôïé÷ßæïõìå âáèìïýò áðü ôï 1
ùò ôï n óôéò ðáñáôçñÞóåéò ôïõ äéáôåôáãìÝíïõ äåßãìáôïò (ï âáèìüò 1 áíôéóôïé÷åß óôç ìéêñüôåñç
áðüëõôç äéáöïñÜ êáé ï âáèìüò n óôç ìåãáëýôåñç). Óå ðåñßðôùóç éóüôçôáò, áíôéóôïé÷ßæïõìå óôéò
ßóåò äéáöïñÝò ôï ìÝóï âáèìü ðïõ áõôÝò èá åß÷áí áí äéÝöåñáí.

¸óôù R(|Di|); i = 1; : : : ; n ç áêïëïõèßá ôùí âáèìþí (ôÜîåùí ìåãÝèïõò) ôùí áðïëýôùí äéáöïñþí
|Di|; i = 1; : : : ; n. Ïñßæïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò (ðñïóçìáóìÝíåò ôÜîåéò ìåãÝèïõò)

Ri =
{

+R(|Di|); áí Di = m−Xi > 0
−R(|Di|); áí Di = m−Xi < 0

i = 1; : : : ; n

ÓôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç åëÝã÷ïõ:

Ô =
∑n

i=1 Ri√∑n
i=1 R

2
i

ÅðåéäÞ R1; : : : ; Rn ôõ÷áßï äåßãìá áðü óõììåôñéêü ðëçèõóìü ìå äéÜìåóï ßóç ìå 0, ç êáôáíïìÞ ôçò
ô.ì. S =

∑n
i=1 Ri Ý÷åé E[S] = 0 êáé V ar(S) =

∑n
i=1 R

2
i . ¢ñá ç Ô åßíáé ç ôõðïðïéçìÝíç ìïñöÞ

ôçò S.

Ç åëåã÷ïóõíÜñôçóç Ô ëáìâÜíåé õð'üøç:

i. Ôï ìÝãåèïò ôùí äéáöïñþí Di; i = 1; : : : ; n, ôï ïðïßï åßíáé åíäåéêôéêü ôçò áðüóôáóçò ôùí
×i áðü ôç äéÜìåóü ôïõò.

ii. Ôï ðñüóçìï ôùí äéáöïñþí Di; i = 1; : : : ; n, ôï ïðïßï åßíáé åíäåéêôéêü ôçò èÝóçò ôùí ×i ùò
ðñïò ôç äéÜìåóï.



Ç êáôáíïìÞ ôçò Ô ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí ÊáíïíéêÞ êáôáíïìÞ.

ÐáñáôÞñçóç 4.6 Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí õðÜñ÷åé éóüôçôá óôá R1; : : : ; Rn, Ý÷ïõìå

V ar(S) =
n∑
i=1

R2
i = Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí n ðñþôùí öõóéêþí áñéèìþí =

n(n + 1)(2n + 1)
6

:

Áêñáßåò ôéìÝò ôçò Ô óõíåðÜãïíôáé üôé åßôå ïé èåôéêÝò åßôå ïé áñíçôéêÝò äéáöïñÝò õðåñôåñïýí
óå ìÝãåèïò Þ/êáé áñéèìü. ÅðïìÝíùò áðïññßðôïõìå ôçí Ç0 óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò � áí
|Ô| > Æ1−�

2
.

ÐáñÜäåéãìá 4.12 Ïé ðëçèùñéóìÝíåò åôÞóéåò áðïäüóåéò ôùí ìåôï÷éêþí êåöáëáßùí óå Ýíá ÷ñçìáôéóôÞñéï
êáôáíÝìïíôáé óõììåôñéêÜ. ¸óôù ôõ÷áßï äåßãìá áðïäüóåùí

+8:4 − 4:3 − 0:8 + 12:5

Íá åëåã÷èåß (� = 0:05) ç
Ç0 : m = 3 H1 : m 6= 3:

Ëýóç:

Xi Di = 3−Xi |Di| R(|Di|) Ri

+8:4 −5:4 5.4 2 −2
−4:3 +7:3 7.3 3 +3
−0:8 +3:8 3.8 1 +1
+12:5 −9:5 9.5 4 −4

Ô =
∑4

i=1 Ri√∑4
i=1 R

2
i

=
1− 2 + 3− 4√
4 + 9 + 1 + 16

= − 2√
30

= 0:365:

Åßíáé |Ô| = 0:365 < 1:96 = Æ1−�=2. ¢ñá äåí áðïññßðôïõìå ôçí Ç0. �

4.5.2 ¸ëåã÷ïò Wilcoxon ãéá äåßãìá æåõãþí ðáñáôçñÞóåùí

Åßíáé Ýíáò Ýëåã÷ïò âáóéóìÝíïò óôéò ôÜîåéò ìåãÝèïõò ôùí ðáñáôçñÞóåùí. ¸óôù æåýãç ðáñáôçñÞóåùí
(×i; Zi); i = 1; : : : ; n′. Ïñßæïõìå ôéò äéáöïñÝò Di = Zi − Xi i = 1; : : : ; n′ ùò Ýíá äåßãìá
ìïíïäéÜóôáôùí ðáñáôçñÞóåùí. ÕðïèÝôïõìå üôé ç êáôáíïìÞ ôùí D1; : : : ; Dn′ åßíáé óõììåôñéêÞ.
Ç õðüèåóç ôçò óõììåôñßáò äåí åßíáé ôüóï éó÷õñÞ üóï ç õðüèåóç ôçò êáíïíéêüôçôáò Þ ãåíéêÜ ç
õðüèåóç êÜðïéáò óõãêåêñéìÝíçò êáôáíïìÞò. ÅÜí ìßá êáôáíïìÞ åßíáé óõììåôñéêÞ, ç ìÝóç ôéìÞ ôçò
ôáõôßæåôáé ìå ôç äéÜìåóï.

Èåùñïýìå ôéò áðüëõôåò ôéìÝò ôùí n ≤ n′ ìç ìåäåíéêþí äéáöïñþí |Di| = |Zi − Xi| i = 1; : : : ; n.
¸óôù d ç äéÜìåóïò ôçò êáôáíïìÞò ôùí äéáöïñþí D. Ç ôéìÞ d ðáñÝ÷åé ðëçñïöïñßåò ãéá ôéò



ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôùí äýï ðëçèõóìþí. Áí ïé ôéìÝò ôçò Æ åßíáé ìåãáëýôåñåò áðü ôéò ôéìÝò ôçò × ,
ôüôå d > 0. Áí ïé ôéìÝò ôçò X åßíáé ìåãáëýôåñåò áðü ôéò ôéìÝò ôçò Z, ôüôå d < 0. ÔÝëïò, áí ïé
ôéìÝò ôçò D åßíáé èåôéêÝò êáé áñíçôéêÝò ìå ßóåò óõ÷íüôçôåò, ôüôå d = 0. ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå:

H0 : d = 0 H1 : d 6= 0 (Þ ìïíüðëåõñïõò åëÝã÷ïõò):

ÐáñÜäåéãìá 4.13 Ãéá íá åëåã÷èïýí ôá áðïôåëÝóìáôá åíüò íÝïõ åìâïëßïõ, áðáéôåßôáé ç ãíþóç
ôçò ìåôáâïëÞò ôçò èåñìïêáóßáò ôïõ óþìáôïò ðñéí(Xi) êáé ìåôÜ ôïí åìâïëéáóìü(Zi). Ïé ìåôñÞóåéò
óå n′ = 10 áóèåíåßò äßíïíôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá.

Xi 37.0 37.0 36.4 36.7 37.0 36.9 37.0 37.0 36.8 37.0
Zi 38.0 37.2 37.3 38.6 37.8 36.9 36.9 39.6 37.6 37.5

Áðïôåëïýí ôá äåäïìÝíá Ýíäåéîç áýîçóçò ôçò èåñìïêñáóßáò ôïõ óþìáôïò ìåôÜ ôïí åìâïëéáóìü;(� =
0:05)

Ëýóç:
Åßíáé

H0 : d = 0 H1 : d > 0:

i Xi Zi Di = Zi −Xi |Di| R(|Di|) Ri

1 37.0 38.0 +1:0 1.0 7 +7
2 37.0 37.2 +0:2 0.2 2 +2
3 36.4 37.3 +0:9 0.9 6 +6
4 36.7 38.6 +1:9 1.9 8 +8
5 37.0 37.8 +0:8 0.8 4.5 +4:5
6 36.9 36.9 0.0 0.0 − −
7 37.0 36.9 −0:1 0.1 1 −1
8 37.0 39.6 +2:6 2.6 9 +9
9 36.8 37.6 +0:8 0.8 4.5 +4:5
10 37.0 37.5 +0:5 0.5 3 +3

Ç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò:

Ô =
43√
284:5

= 2:549 > 1:645 = Z0:95:

¢ñá óå � = 5% ôá äåäïìÝíá ðáñÝ÷ïõí åíäåßîåéò üôé ç èåñìïêñáóßá ôïõ óþìáôïò áõîÜíåé óçìáíôéêÜ
ìåôÜ ôïí åìâïëéáóìü. �


