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Δηζαγσγή 

Κχξηα επηδίσμε ηεο Σηαηηζηηθήο ΙΙ απνηειεί ν έιεγρνο κηαο ππόζεζεο ζρεηηθά κε ηηο παξακέηξνπο 

ηεο θαηαλνκήο θάπνηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ ελφο πιεζπζκνχ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζπλήζσο: 

 Υπνζέηνπκε φηη ην ραξαθηεξηζηηθφ Φ ελφο πιεζπζκνχ πνπ καο ελδηαθέξεη αθνινπζεί θάπνηα γλσζ-

ηή θαηαλνκή F(x;ζ) κε άγλσζηεο φκσο παξακέηξνπο ζ = (ζ1,ζ2,...,ζk)  (π.ρ. θαλνληθή θαηαλνκή 

N(κ,ζ
2
)) 

 Με βάζε έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ απηνχ απφ ηνλ πιεζπζκφ, επηζπκν-

χκε λα ειέγμνπκε αλ ηζρχεη θάπνηα ππφζεζε ζρεηηθά κε ηηο παξακέηξνπο ζ (π.ρ. λα ειέγμνπκε αλ κ = 

100 ή κ > 100). 

Πξηλ πεξάζνπκε ζηελ κειέηε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο, γίλεηαη κηα ζχληνκε επηζθφπεζε 

θάπνησλ βαζηθψλ ελλνηψλ ηεο Σηαηηζηηθήο πνπ ζα ζεσξνχληαη γλσζηέο ζηε ζπλέρεηα. 

 

΢ΤΝΣΟΜΗ ΔΠΙ΢ΚΟΠΗ΢Η ΒΑ΢ΙΚΩΝ ΔΝΝΟΙΩΝ ΣΗ΢ 

ΔΚΣΙΜΗΣΙΚΗ΢ 

1. Βαζηθνί νξηζκνί 

Οξηζκόο 1. Τπραίν δείγκα κεγέζνπο λ απφ ηελ θαηαλνκή F(x;ζ) (ή ηε ζ.π. ή ζ.π.π. f(x;ζ)) θαιείηαη 

κηα ζπιινγή αλεμάξηεησλ θαη ηζφλνκσλ (αλ.ηζ. ή iid) ηπραίσλ κεηαβιεηψλ Φ1, Φ2, ..., Φλ  ~  F(x;ζ)  

(ή ~ f(x;ζ)). 

Οξηζκόο 2. Γεηγκαηνιεπηηθόο ρώξνο θαιείηαη ην ζχλνιν ησλ δπλαηψλ ηηκψλ ηνπ δείγκαηνο (π.ρ. αλ 

ΦiR, ηφηε ν δεηγκαηνιεπηηθφο ρψξνο είλαη ν R
λ
). Δπίζεο, παξακεηξηθόο ρώξνο Θ θαιείηαη ην ζχλν-

ιν ησλ επηηξεπηψλ ηηκψλ ησλ παξακέηξσλ ζ (π.ρ. αλ ζ = (κ,ζ
2
) ηφηε ν παξακεηξηθφο ρψξνο είλαη ν 

R(0,)). 

Οξηζκόο 3. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1,Φ2,...,Φλ ~ F(x;ζ). Σηαηηζηηθή (ή δεηγκαηηθή) ζπλάξηεζε (ζ.ζ.) θα-

ιείηαη θάζε ζπλάξηεζε 

Τ = T(X) = T(Φ1,Φ2, ..., Φλ) 

ησλ Φ1,Φ2,...,Φλ, πνπ δελ εμαξηάηαη απφ άγλσζηεο παξακέηξνπο.  
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Οη πιένλ ζπλήζεηο ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ εκθαλίδνληαη ζε πξνβιήκαηα ηεο Σηαηηζηηθήο είλαη 

νη επφκελεο: 





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
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
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


 


  (δεηγκαηηθή δηαζπνξά) 

)1()(11 },...,min{},...,max{ XXXXXXR     (δεηγκαηηθό εύξνο) 

Οξηζκόο 4. Δθηηκήηξηα ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ ζ (ή ησλ παξακέηξσλ ζ ή κηαο παξακεηξηθήο ζπ-

λάξηεζεο g(ζ)) ζα θαιείηαη κία ζ.ζ. Τ = T(X) ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζ (ή ησλ 

ζ ή ηνπ g(ζ)). ΟΙ ηηκέο πνπ παίξλεη κηα ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ζα πξέπεη λα βξίζθνληαη εληφο ηνπ πα-

ξακεηξηθνχ ρψξνπ Θ ζηνλ νπνίν θηλείηαη ε παξάκεηξνο ζ  (ή εληφο ηνπ )(g  αλ απηφ πνπ καο ελδη-

αθέξεη είλαη ε παξακεηξηθήο ζπλάξηεζεο g(ζ)) 

 

2. Ιδηόηεηεο εθηηκεηξηώλ 

 Πξνθαλψο, κία εθηηκήηξηα ζπλάξηεζε Τ(Υ) είλαη θαη απηή κία ηπραία κεηαβιεηή (θάζε θνξά 

πνπ παίξλνπκε έλα άιιν ηπραίν δείγκα Υ ε Τ δίλεη δηαθνξεηηθή ηηκή). Δίλαη επίζεο θαλεξφ φηη απφ 

έλα ηπραίν δείγκα Υ κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε πνιιέο εθηηκήηξηεο γηα κηα παξάκεηξν ζ (π.ρ. νη 

X , Φ1, ( )1()( XX  )/2, ζα κπνξνχζαλ λα πξνηαζνχλ σο εθηηκήηξηεο ηνπ κέζνπ κ ελφο θαλνληθνχ 

πιεζπζκνχ). Τν εξψηεκα είλαη πνηέο ζεσξνχληαη «θαιέο» ή πνηά είλαη ε «θαιχηεξε» απφ φιεο. Γηα-

ηζζεηηθά, αλακέλνπκε φηη κηα «θαιή εθηηκήηξηα» Τ ηνπ ζ ζα ιακβάλεη ηηκέο  

α. «γχξσ» απφ ην ζ θαη  

β. «θνληά» ζην ζ κε «κεγάιε» πηζαλφηεηα.  

Γηα ην (α) απαηηνχκε ε ηπραία κεηαβιεηή T λα έρεη κέζε ηηκή ζ ή «ζρεδφλ» ζ θαη γηα ην (β) απαηην-

χκε ε ηπραία κεηαβιεηή T λα έρεη «κηθξή» δηαζπνξά. Π.ρ. αλ έρνπκε ηξεηο εθηηκήηξηεο T1, T2, T3 γηα 

ηε κέζε ηηκή κ ελφο πιεζπζκνχ κε ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (ζ.π.π.) ηεο κνξθήο: 
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0 

 Τ3 

 Τ2 

 Τ1 

 μ 

 

ηφηε ζα πξνηηκήζνπκε ηελ Τ1 γηαηί παίξλεη ηηκέο θνληά ζην κ κε κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα απφ φ,ηη νη 

Τ2, Τ3. Η T2 παίξλεη ηηκέο γχξσ απφ ην κ αιιά απηέο κπνξεί λα δηαθέξνπλ αξθεηά απφ ην κ (έρεη κε-

γαιχηεξε δηαζπνξά απφ ηελ Τ1), ελψ ε Τ3 παίξλεη ηηκέο πνπ είλαη καθξηά απφ ην κ (αλ θαη έρεη κηθξή 

δηαζπνξά, έρεη κέζε ηηκή καθξηά απφ ην κ).  

 

3. Ακεξόιεπηεο εθηηκήηξηεο 

Οξηζκόο 5. Μία εθηηκήηξηα ζπλάξηεζε T ηεο g(ζ) θαιείηαη ακεξόιεπηε εθηηκήηξηα (α.ε.) εάλ  

)())(()( ζX gTETE   γηα θάζε ζ. 

Η T ζα ζεσξείηαη αζπκπησηηθά ακεξόιεπηε εάλ )())((lim ζX gTE 


 γηα θάζε ζ. Δπίζεο, ε δηαθνξά  

)()()( ζgTETbias   

θαιείηαη κεξνιεςία ηεο εθηηκήηξηαο T. Η κεξνιεςία κηαο α.ε. είλαη 0. 

Δίλαη θαλεξφ φηη καο ζπκθέξεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ακεξφιεπηεο ή ζρεδφλ ακεξφιεπηεο εθ-

ηηκήηξηεο γηαηί δηαθνξεηηθά έρνπκε ππνεθηίκεζε ή ππεξεθηίκεζε ηνπ g(ζ).  

Αλ έρνπκε έλα ηπραίν δείγκα Φ1,Φ2,...,Φλ ~ F(x;ζ) κε κέζε ηηκή κ (=κ(ζ)) θαη δηαζπνξά ζ
2 

(=ζ
2
(ζ)) ηφηε απνδεηθλχνληαη νη αθφινπζεο πξνηάζεηο: 

Πξόηαζε 1. Ο δεηγκαηηθόο κέζνο X  είλαη α.ε. ηεο κέζεο ηηκήο κ κε δηαζπνξά /ζ)( 2XV . 

Πξόηαζε 2. Ζ δεηγκαηηθή δηαζπνξά S
2
 είλαη α.ε. ηεο δηαζπνξάο ζ

2
. 

Γηα ηε ζχγθξηζε κεηαμχ εθηηκεηξηψλ δίλνληαη νη αθφινπζνη νξηζκνί.  

Οξηζκόο 6. Αλ T1, Τ2 είλαη δχν α.ε. ηεο g(ζ), ε T1 ζα θαιείηαη απνηειεζκαηηθόηεξε ηεο Τ2 εάλ ηζρχεη 

φηη )()( 21 TVTV  . 
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Οξηζκόο 7. Αλ κία α.ε. Τ = Τ(Υ) έρεη (γηα θάζε ζ) ηε κηθξφηεξε δηαζπνξά κεηαμχ φισλ ησλ α.ε. ηνπ 

g(ζ) (πνπ κπνξνχλ λα θαηαζθεπαζηνχλ απφ ην ηπραίν δείγκα Υ) ηφηε ζα θαιείηαη άξηζηε ή ακεξόιεπ-

ηε νκνηόκνξθα ειαρίζηεο δηαζπνξάο (Α.Ο.Δ.Γ.) εθηηκήηξηα ηνπ g(ζ). 

Πξνθαλψο, αλ Τ1 είλαη Α.Ο.Δ.Γ. θαη Τ2 είλαη κηα άιιε α.ε. ηνπ g(ζ), ηφηε V(Τ1)  V(Τ2). Σπλήζσο, 

πξνθεηκέλνπ λα εθηηκήζνπκε ην g(ζ), σο βέιηηζηε εθηηκήηξηα ζεσξείηαη ε Α.Ο.Δ.Γ. εθηηκήηξηα (αλ 

ππάξρεη).  

Οξηζκόο 8. Αλ T είλαη κηα εθηηκήηξηα ηνπ g(ζ), ε πνζφηεηα 

)))((()( 2
ζgTETmse  2)()( TbiasTV   

θαιείηαη κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα ηεο T απφ ηελ g(ζ). 

Οξηζκόο 9. Αλ T1, Τ2 είλαη δχν εθηηκήηξηεο ηεο g(ζ), ε T1 ζα θαιείηαη απνηειεζκαηηθόηεξε ηεο Τ2 εάλ 

ηζρχεη φηη )()( 21 TmseTmse  . 

Απφ έλα ζχλνιν εθηηκεηξηψλ ηνπ g(ζ), θαιχηεξε ζεσξείηαη απηή πνπ έρεη ην κηθξφηεξν κέζν ηεηξα-

γσληθφ ζθάικα. 

 

4. ΢πλέπεηα 

Μηα αθφκε ηδηφηεηα πνπ δηαηζζεηηθά αλακέλνπκε λα έρεη κηα «θαιή» εθηηκήηξηα είλαη απηή ηεο ζπ-

λέπεηαο. Μηα ζπλεπήο εθηηκήηξηα βειηηψλεηαη κε ηελ αχμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο, θαη γηα 

πνιχ κεγάιν δείγκα γίλεηαη πξαθηηθά ίζε κε ηελ ππφ εθηίκεζε πνζφηεηα. Σπγθεθξηκέλα δίλεηαη ν 

αθφινπζνο νξηζκφο. 

Οξηζκόο 10. Μία εθηηκήηξηα Τλ = T(X1,X2,...,Xλ) κηαο παξακεηξηθήο ζπλάξηεζεο g(ζ) θαιείηαη ζσλεπής 

αλ ηζρύεη όηη 1)ε|)((|lim
 




ζgTP 


 γηα θάζε ε > 0, δειαδή έρνπκε )(ζgT   θαζώο   (ζύγ-

θιηζε θαηά πηζαλόηεηα). 

Έλα απιφ θξηηήξην γηα ηε ζπλέπεηα κηαο εθηηκήηξηαο δίλεηαη ζηελ αθφινπζε πξφηαζε. 

Πξόηαζε 3. Μία εθηηκήηξηα Τλ = T(X1,X2,...,Xλ) κηαο παξακεηξηθήο ζπλάξηεζεο g(ζ) είλαη ζσλεπής αλ 

ηζρύνπλ νη παξαθάησ ζπλζήθεο 

i) )()(lim
 

ζgTE 





 (δειαδή )()( ζgTE





 )              ii) 0)(lim
 







TV . 

Γηα παξάδεηγκα, ν δεηγκαηηθφο κέζνο X  ελφο ηπραίνπ δείγκαηνο Φ1,Φ2,...,Φλ, είλαη ζπλεπήο εθηηκήη-

ξηα ηνπ κέζνπ κ ησλ Φi.  
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5. Η κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

Η πην γλσζηή κέζνδνο εχξεζεο κηαο εθηηκήηξηαο γηα ηηο παξακέηξνπο ζ κηαο θαηαλνκήο F είλαη 

ε κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. Η κέζνδνο απηή είλαη αξθεηά ηζρπξή δηφηη, κε κία ζρεηηθά απιή 

δηαδηθαζία, νδεγεί ζε εθηηκήηξηεο κε πνιχ θαιέο ηδηφηεηεο.  

 Θεσξνχκε έλα ηπραίν δείγκα Φ1,Φ2,...,Φλ απφ κία θαηαλνκή κε ζπλάξηεζε ζ.π. ή ζ.π.π. f (x;ζ) 

πνπ εμαξηάηαη απφ ηηο παξακέηξνπο ζ = (ζ1, …, ζk), θαη επηζπκνχκε λα εθηηκήζνπκε ην ζ.  

Οξηζκόο 11. Σπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ή πηζαλνθάλεηα (Likelihood) ηνπ δείγκαηνο X1, X2, ..., Xλ  θα-

ιείηαη ε  από θνηλνύ ζ.π.π ή ζ.π. ησλ X1, X2, ..., Xλ ζεσξνύκελε σο ζπλάξηεζε ηνπ ζ, δειαδή ε  









1

21 );();,...,,()(
i

ixfxxxfL ζζζx . 

 

Οξηζκόο 12. Μία ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ζ̂  θαιείηαη εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ΔΜΠ ή 

MLE) ησλ παξακέηξσλ ζ αλ κεγηζηνπνηεί ηελ πηζαλνθάλεηα LX(ζ), δειαδή, αλ ηζρύεη όηη 

)(sup)ˆ( ζζ X
ζ

X LL


 . 

Σπλήζσο, αληί λα αλαδεηνχκε ην ζεκείν κεγίζηνπ ηεο L(ζ), είλαη πην εχθνιν λα αλαδεηνχκε ην ζεκε-

ίν κεγίζηνπ ηεο l(ζ) = lnL(ζ) (έρνπλ ην ίδην ζεκείν κεγίζηνπ δηφηη ε ζπλάξηεζε ln είλαη αχμνπζα).  

 Αλ k = 1 (δει. ζ = ζ) θαη ε ζπλάξηεζε l(ζ) παξαγσγίδεηαη ζε νιφθιεξν ηνλ παξακεηξηθφ ρψ-

ξν Θ (θαη Θ αλνηθηφ δηάζηεκα) κπνξνχκε λα βξνχκε ην ζεκείν κεγίζηνπ κέζα απφ ηε ιχζε ηεο εμί-

ζσζεο l΄(ζ) = 0, ειέγρνληαο παξάιιεια φηη ε δεχηεξε παξάγσγνο l  (ζ) < 0. Αμίδεη λα αλαθέξνπκε 

φηη, ππφ ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο νκαιφηεηαο ηεο f, απνδεηθλχεηαη γεληθά φηη αζπκπησηηθά (γηα 

λ), ηζρχεη ))(,(~ˆ 1 IN , φπνπ I(ζ) = ))(( lE   (πιεξνθνξία θαηά Fisher). Γειαδή, ε ΔΜΠ 

ηνπ ζ αθνινπζεί αζπκπησηηθά θαλνληθή θαηαλνκή κέζε ηηκή ζ (δει. είλαη αζπκπησηηθά ακεξφιεπ-

ηε) θαη δηαζπνξά ίζε κε ηνλ αληίζηξνθν ηεο πιεξνθνξίαο (δει. είλαη αζπκπησηηθά Α.Ο.Δ.Γ. εθηη-

κήηξηα αθνχ ε δηαζπνξά ηεο ζπγθιίλεη ζην θξάγκα Cramer-Rao).  

Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα ηζρχνπλ θαη γηα 2k , δειαδή φηαλ ζ = (ζ1, …, ζk). Σηελ πεξίπ-

ησζε απηή ε ΔΜΠ ηνπ ζ ζπλήζσο ιακβάλεηαη απφ ηελ ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο k εμηζψζεσλ 

0)(...,,0)(
1










ζζ

k

ll


. 
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(δεδνκέλνπ φηη ε l(ζ) είλαη παξαγσγίζηκε ζην Θ, θαη Θ αλνηθηφ ζχλνιν ηνπ k
R ). Καη πάιη, ππφ ζπγ-

θεθξηκέλεο ζπλζήθεο νκαιφηεηαο ηεο f, ε ΔΜΠ αθνινπζεί αζπκπησηηθά πνιπδηάζηαζηε θαλνληθή 

θαηαλνκή κε δηάλπζκα κέζσλ ηηκψλ ζ (δει. είλαη αζπκπησηηθά ακεξφιεπηε) θαη πίλαθα δηαζπνξάο 

ηνλ αληίζηξνθν ηνπ kk πίλαθα πιεξνθνξίαο (δει. είλαη αζπκπησηηθά Α.Ο.Δ.Γ. εθηηκήηξηα).  
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1. ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΔΝΝΟΙΔ΢ ΔΛΔΓΥΩΝ ΤΠΟΘΔ΢ΔΩΝ 

1.1. Δηζαγσγή 

Σε αξθεηέο εθαξκνγέο παξνπζηάδεηαη ε αλάγθε ιήςεο απνθάζεσλ ζρεηηθά κε ηελ θαηαλνκή F 

ηνπ πιεζπζκνχ. Θα πξέπεη, βάζεη ηνπ ηπραίνπ δείγκαηνο Φ1, Φ2, ..., Φλ ~ F(x;ζ), λα απνθαζίζνπκε αλ 

επζηαζεί ή φρη κία ππφζεζε ζρεηηθά κε ηελ θαηαλνκή F ή ηηο παξακέηξνπο ζ. Γηα παξάδεηγκα,  

 ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ ν κέζνο κ ηνπ πιεζπζκνχ είλαη ίζνο κε 100 ή κεγαιχηεξνο. 

 ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ κηα παξάκεηξνο ζ είλαη ίζε κε 1 ή φρη. 

 ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ έλα πνζνζηφ p είλαη κηθξφηεξν ή κεγαιχηεξν ηνπ 50%  

θ.ν.θ. Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηνλ νξηζκφ ησλ βαζηθψλ ελλνηψλ ησλ ειέγρσλ ππνζέζεσλ, αο δνχκε ηηο 

έλλνηεο απηέο κέζα απφ έλα απιφ παξάδεηγκα.   

Παξάδεηγκα 1. Έλα εξγνζηάζην παξάγεη θάπνηεο ζπζθεπέο θαη θάζε ψξα γίλεηαη έιεγρνο ησλ λ ζπζ-

θεπψλ ηεο σξηαίαο παξαγσγήο. Η παξαγσγηθή δηαδηθαζία ζεσξείηαη φηη βξίζθεηαη κέζα ζηηο πξνδη-

αγξαθέο ηεο αλ ε πηζαλφηεηα p παξαγσγήο ειαηησκαηηθήο ζπζθεπήο είλαη  5%. Σε πεξίπησζε πνπ ην 

p απμεζεί (p > 5%), ζεσξείηαη φηη ππάξρεη θάπνην πξφβιεκα, ζηακαηά ε παξαγσγή, θαη αλαδεηνχληαη 

ηα αίηηα. Δπνκέλσο ζα πξέπεη λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ έιεγρν ψζηε λα θξίλνπκε αλ ηζρχεη  

p = 5% (ή  5%), νπφηε ζπλερίδεηαη ε παξαγσγή, ή 

p > 5%, φπνηε δηαθόπηεηαη ε παξαγσγή.  

Σπλήζσο θαινχκε ηηο παξαπάλσ βαζηθή ή κεδεληθή ππφζεζε (Η0) θαη ελαιιαθηηθή ππφζεζε (Η1) 

αληίζηνηρα. Θέηνπκε Φi = 1 αλ ε i-κνλάδα βξέζεθε ειαηησκαηηθή θαη 0 δηαθνξεηηθά, i = 1, 2, ..., λ. 

Γηα λα απνθαζίζνπκε αλ ηζρχεη ε κία ή ή άιιε ππφζεζε κπνξνχκε λα βαζηζηνχκε ζην δεηγκαηηθφ 

πνζνζηφ X . Σπγθεθξηκέλα, παξαηεξνχκε φηη: 

 Αλ ηζρχεη φηη Η0: p = 5% ηφηε είλαη πνιχ πηζαλφ, αλ ππνινγίζνπκε ηε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή 

X , λα βξεζεί θνληά ζην 5% (δειαδή %5X ) ή λα είλαη θαη ιίγν κηθξφηεξν απφ ην 5%. 

 Αλ ηζρχεη φηη Η1: p > 5% ηφηε είλαη πνιχ πηζαλφ, αλ ππνινγίζνπκε ηε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή 

X , λα ιάβεη ηηκή πνιχ κεγαιχηεξε απφ ην %5X (δειαδή X  >> 5%). 

Γειαδή κηα κεγάιε ζρεηηθά ηηκή ηνπ X  νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη κάιινλ δελ ηζρχεη ε Η0. Δπνκέ-

λσο γηα λα απνθαζίζνπκε αλ p = 5% ή p > 5% θαίλεηαη ινγηθφο ν θαλφλαο: 

- Αλ X   c («κηθξή» ηηκή ηνπ X ) ηφηε κάιινλ ηζρχεη φηη p = 5%  (δερόκαζηε ηελ Η0) 

- Αλ X  > c («κεγάιε» ηηκή ηνπ X )  ηφηε κάιινλ ηζρχεη φηη p > 5%  (απνξξίπηνπκε ηελ Η0) 
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γηα θάπνην θαηψθιη c ην νπνίν απνκέλεη λα θαζνξηζηεί. Παξαηεξνχκε φηη αλ πάξνπκε κεγάιν c (π.ρ. 

10% ή 20%) ππάξρεη ν θίλδπλνο λα δερζνχκε φηη p = 5% ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ηζρχεη φηη p > 5%  

(π.ρ. p = 7%), ελψ αλ πάξνπκε κηθξφ c (π.ρ. 5%) ηφηε ππάξρεη ν θίλδπλνο λα απνξξίςνπκε φηη p = 5% 

(δηφηη π.ρ. X  = 6%) ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ηζρχεη p = 5%. Γεληθά, αλάινγα κε ηελ απφθαζε πνπ 

ζα πάξνπκε (απνδνρή ε απφξξηςε ηεο Η0) ελδέρεηαη λα θάλνπκε έλα απφ ηα εμήο ζθάικαηα: 

 - Λαλζαζκέλε απόξξηςε ηεο Η0 : p = 5% (φηαλ X  > c ελψ p = 5%) : Σθάικα ηύποσ Ι 

 - Λαλζαζκέλε απνδνρή ηεο Η0 : p = 5%  (φηαλ X   c ελψ p > 5%): Σθάικα ηύποσ ΙΙ 

Οη πηζαλφηεηεο πξαγκαηνπνίεζεο ησλ παξαπάλσ ζθαικάησλ είλαη 

P[I] = P(ζθάικα ηύπνπ Ι) = P( X  > c | ηζρύεη ε Η0) = P( X  > c | p = 5%) 

P[II] = P(ζθάικα ηύπνπ ΙΙ) = P( X  c | ηζρύεη ε Η1) = P( X  c | p > 5%) 

Π.ρ. αλ λ = 100 ηφηε κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηηο P[I], P[II] γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ λ, p (δηφηη ε 

ηπραία κεηαβιεηή λ X  = X1 + … + Xλ αθνινπζεί ηε δησλπκηθή θαηαλνκή b(λ, p)) 

 p = 5% (Η0) p = 7.5% (Η1) p = 10% (Η1) 

c = 5% P[I] = 0.384 P[II] = 0.230 P[II] = 0.057 

c = 6% P[I] = 0.234 P[II] = 0.370 P[II] = 0.117 

c = 7% P[I] = 0.128 P[II] = 0.521 P[II] = 0.206 

c = 8% P[I] = 0.063 P[II] = 0.664 P[II] = 0.320 

c = 9% P[I] = 0.028 P[II] = 0.783 P[II] = 0.451 

c = 10% P[I] = 0.011 P[II] = 0.870 P[II] = 0.583 

 

Γηα παξάδεηγκα, αλ ζέζνπκε c = 8% θαη ηζρχεη φηη p = 5% (Η0) ηφηε παίξλνπκε ιάζνο απφθαζε 

(ιαλζαζκέλε απφξξηςε ηεο Η0 – ζθάικα ηχπνπ Ι) κε πηζ. P[I] = 0.063. Αλ ηζρχεη φηη p = 10% (Η1) 

ηφηε παίξλνπκε ιάζνο απφθαζε (ιαλζαζκέλε απνδνρή ηεο Η0 – ζθάικα ηχπνπ ΙΙ) κε P[II] = 0.320.  

Απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα παξαηεξνχκε φηη φζν απμάλεηαη ην c, ηφζν κεηψλεηαη ε P[I] αιιά 

παξάιιεια απμάλεηαη ε P[II]. Δπνκέλσο δελ ππάξρεη c πνπ λα ειαρηζηνπνηεί ηηο πηζαλφηεηεο P[I], 

P[II] ηαπηφρξνλα. Γηα ηνλ ιφγν απηφ ζπλήζσο δίλεηαη κεγαιχηεξε βαξχηεηα ζηελ απνθπγή ηνπ 

ζθάικαηνο ηχπνπ Ι, δειαδή ζέινπκε ζπάληα λα απνξξίπηνπκε ηελ Η0 ιαλζαζκέλα. Πην ζπγθεθξηκέ-

λα απαηηνχκε ε P[I] λα είλαη κηθξή, ζπλήζσο P[I]  = 1% ή 5%. Γειαδή πξνθαζνξίδνπκε ηελ πηζαλφ-

ηεηα P[I] θαη βξίζθνπκε ην c πνπ δίλεη ηε ζπγθεθξηκέλε P[I].  

Αλ π.ρ. ζέινπκε P[I]  6% (θαη λ = 100) ηφηε ζα πξέπεη λα πάξνπκε c = 8%. Σε απηή ηελ πε-

ξίπησζε  
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- Αλ X   0.08 ηφηε δετόκαζηε ηελ Η0: p = 5%   

- Αλ X  > 0.08 ηφηε απορρίπηοσκε ηελ Η0: p = 5%  (έλαληη ηεο H1: p > 5%) 

Ο παξαπάλσ θαλφλαο νδεγεί ζε ιαλζαζκέλε απφξξηςε ηεο H0 (δειαδή δηαθνπή ηεο παξαγσγηθήο 

δηαδηθαζίαο ρσξίο ιφγν – false alarm) ζην 6% πεξίπνπ ησλ ειέγρσλ. 

 

 

1.2. Σν γεληθό πξόβιεκα: ζηαηηζηηθέο ππνζέζεηο, ζθάικαηα, ηζρύο. 

Αο δνχκε ην παξαπάλσ πξφβιεκα ζηε γεληθφηεξή ηνπ κνξθή. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1,Φ2,...,Φλ ~ 

F(x;ζ) θαη έζησ φηη επηζπκνχκε λα ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε 

H0: ζΘ0, κεδεληθή (ή βαζηθή) ππφζεζε, έλαληη ηεο 

H1: ζΘ1, ελαιιαθηηθή ππφζεζε. 

φπνπ Θ0, Θ1 είλαη ππνζχλνια ηνπ παξακεηξηθνχ ρψξνπ Θ (ζχλνιν επηηξεπηψλ ηηκψλ ησλ άγλσζησλ 

παξακέηξσλ ζ) ελψ θπζηθά Θ0Θ1= (ηα Θ0, Θ1 είλαη μέλα). Σην Παξάδεηγκα 1 είρακε Φ1,Φ2,...,Φλ ~ 

b(1, p), δειαδή θαηαλνκή Bernoulli  κε παξάκεηξν p) θαη H0: p{0.05} κε H1: p(0.05, 1].  

Μία ππφζεζε Ζi: ζΘi θαιείηαη απιή αλ είλαη ηεο κνξθήο Θi ={ζi}. Γηαθνξεηηθά θαιείηαη 

ζύλζεηε. Γηα παξάδεηγκα, ε Ζ0: p = 0.05 είλαη απιή ελψ ε H1: p > 0.05 είλαη ζχλζεηε. Δπίζεο, κία 

ππφζεζε θαιείηαη κολόπιεσρε αλ είλαη ηεο κνξθήο Hi: ζ > ζ0 ή ηεο κνξθήο Hi: ζ < ζ0, θαη ακθίπιεσ-

ρε αλ είλαη ηεο κνξθήο Hi: ζ < ζ0 ή ζ > ζ1 ,δει. ζ(−, ζ0)  (ζ1, ) (ε πην ζπλεζηζκέλε πεξίπησζε 

είλαη ε Hi: ζ < ζ0 ή ζ > ζ0 ,δει. ζ(−, ζ0)  (ζ0, ) νπφηε ζα γξάθνπκε Hi: ζ  ζ0).  

Φξεζηκνπνηψληαο ην ηπραίν δείγκα Φ1,Φ2,...,Φλ, θαηαζθεπάδνπκε κία δηαδηθαζία ειέγρνπ ηεο 

παξαπάλσ ππφζεζεο. Σπγθεθξηκέλα, ρσξίδνπκε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ρψξν Ω (ην ζχλνιν ησλ δπλαηψλ 

ηηκψλ ηνπ δείγκαηνο) ζε δχν μέλα ππνζχλνια Α θαη Κ (ΑΚ=Ω) έηζη ψζηε, 

   - αλ Υ = (Φ1,Φ2,...,Φλ)Κ, απορρίπηοσκε ηελ H0: ζΘ0 

   - αλ Υ = (Φ1,Φ2,...,Φλ)Α, δετόκαζηε ηελ H0: ζΘ0 

Η πεξηνρή Κ θαιείηαη θρίζηκε περηοτή ή περηοτή απόρρηυες ηεο Ζ0 ελψ ε πεξηνρή Α θαιείηαη περη-

οτή αποδοτής ηεο κεδεληθήο ππφζεζεο Ζ0. Η πεξηνρή απφξξηςεο θαζνξίδεηαη απφ ηελ ηηκή θαηάι-

ιειεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο Τ = Τ(Υ), θαη ζπλήζσο είλαη ηεο κνξθήο:   

K: T > c       (θαη άξα A: T  c). 
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(ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα, K: X > c, A: X  c).  

Αλάινγα ηψξα κε ηελ απφθαζε πνπ ζα πάξνπκε, είλαη πηζαλφ λα πξνθχςεη έλα απφ ηα εμήο 

δχν ζθάικαηα: 

 - ζθάικα ηύπνπ Η:  απφξξηςε ηεο H0 ελψ ηζρχεη ε H0. 

 - ζθάικα ηύπνπ ΗI:  απνδνρή ηεο H0 ελψ ηζρχεη ε H1 . 

Η πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ Η θαη ΗΗ αληίζηνηρα είλαη 

P[I] = P(ζθάικα ηύπνπ Η) = P(XΚ | H0) = P(T > c | H0) 

P[ΗI] = P(ζθάικα ηύπνπ ΗΗ) = P(XΑ | H1) = P(T  c | H1). 

Δπίζεο, ε πνζφηεηα  

π(ζ) = 1  P(ζθάικα ηύπνπ ΗΗ)  

θαιείηαη ηζτύς ηοσ ειέγτοσ θαη φπσο ζα δνχκε γεληθά εμαξηάηαη απφ ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο. Πα-

ξαηεξνχκε φηη ε ηζρχο ηνπ ειέγρνπ ηζνχηαη κε ηελ πηζαλόηεηα νξζήο απόξξηςεο ηεο Ζ0: 

π(ζ) =1 P(ζθάικα ηύπνπ ΗΗ) = 1 – P(X Α| H1) = P(XK| H1). 

Σηνλ επφκελν πίλαθα δίλνληαη ηα δπλαηά απνηειέζκαηα ελφο ειέγρνπ. 

Απόθαζε 

Φσζηθή  

θαηάζηαζε 

(ηη ηζτύεη πραγκαηηθά) 

Απνδνρή ηεο Η0 Απόξξηςε ηεο Η0 

Η0 νξζή Οξζή απόθαζε  Σθάικα ηύπνπ Η. 

Η0 όρη νξζή Σθάικα ηύπνπ ΗI Οξζή απόθαζε. 

 

Απνκέλεη λα θαζνξίζνπκε ηελ θξίζηκε πεξηνρή Κ (θαη απφ απηήλ ηελ Α αθνχ Α = Ω  Κ). Αλ 

π.ρ. είλαη ηεο κνξθήο T > c, ζα πξέπεη λα βξνχκε θαηάιιειε ζ.ζ. T θαη λα πξνζδηνξίζνπκε θαη ην c. 

Παξαηεξνχκε φηη νη P[I], P[IΗ] εμαξηψληαη απφ ηελ επηινγή ηεο πεξηνρήο K, θαη άξα ζα ήηαλ ινγηθφ 

λα αλαδεηήζνπκε ηελ Κ πνπ ηηο ειαρηζηνπνηεί. Όπσο φκσο δηαπηζηψζακε θαη ζην Παξάδεηγκα 1, κία 

επηινγή ηεο θξίζηκεο πεξηνρήο πνπ κεηψλεη ηελ P[I], παξάιιεια απμάλεη ηελ P[IΗ]. Σπλήζσο καο ελ-

δηαθέξεη πεξηζζφηεξν λα κελ απορρίυοσκε ιαλζαζκέλα ηελ H0, θαη ζπλεπψο ζα δεηάκε ε θξίζηκε 

πεξηνρή Κ λα είλαη έηζη ψζηε λα ηζρχεη 

P(ζθάικα ηύπνπ Η) = P(T > c | H0)  a, 

θαη ε πηζαλφηεηα 
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P(ζθάικα ηύπνπ ΗΗ) = P(T  c | H1) 

λα είλαη ε ειάρηζηε δπλαηή. 

Σπλήζσο επηιέγνπκε a = 0.05 ή a = 0.01. Αλ έρνπκε πξνζδηνξίζεη ηε ζ.ζ. T, θαη έρνπκε πξνε-

πηιέμεη ην a, ην νπνίν θαιείηαη επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο ηνπ ειέγρνπ, κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε 

θαη ην c. Σπγθεθξηκέλα, αλ ζπκβνιίζνπκε κε 
0|HTF ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο ζ.ζ. Τ φηαλ ηζρχεη ε 

Ζ0, θαη ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 είλαη ηεο κνξθήο T > c, ηφηε ζα πξέπεη  

P[Ι]  a  P(T > c | H0)  a  )1(1)()(1 1

||| 000
aFcacFacF HTHTHT    

φπνπ κε )1(1

| 0
aF HT   ζπκβνιίζακε ην άλσ a-ζεκείν ηεο θαηαλνκήο ηεο Τ όηαλ ηζρύεη ε Ζ0. 

Σπλήζσο ην c ιακβάλεηαη ίζν κε ηελ παξαπάλσ πνζφηεηα γηα λα εμαζθαιίζνπκε ειάρηζηε 

P[ΙI]. Γειαδή ηειηθά απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0 φηαλ 

)1(1

| 0
aFcT HT     

Παιαηφηεξα ππήξραλ πίλαθεο κε ηηκέο ησλ άλσ a-ζεκείσλ γηα ζπγθεθξηκέλεο θαηαλνκέο θαη 

a = 0.1%, 1%, 5%. Σήκεξα, ζηελ πξάμε ν έιεγρνο γίλεηαη (ηζνδχλακα) κέζσ Η/Υ ρξεζηκνπνηψληαο 

ην p-value (ή significance value) ην νπνίν ζα εμεηάζνπκε ζε επφκελε παξάγξαθν. 

 Σηνλ επφκελν πίλαθα δίλνληαη ηα δπλαηά απνηειέζκαηα ελφο ειέγρνπ καδί κε ηνπο ζπκβν-

ιηζκνχο πνπ έρνπκε εηζάγεη γηα ηα ζθάικαηα θαη ηηο πηζαλφηεηεο ζσζηήο απφθαζεο.  

 

Απόθαζε 

Φσζηθή  

θαηάζηαζε 

(ηη ηζτύεη πραγκαηηθά) 

Απνδνρή ηεο Η0 Απόξξηςε ηεο Η0 

Η0 νξζή 
Οξζή απόθαζε,  

P(Απνδ. H0 | H0) ≥ 1a 

Σθάικα ηύπνπ Η,  

P(Απόξ. H0 | H0) ≤ a 

Η0 όρη νξζή 
Σθάικα ηύπνπ ΗI,  

P(Απνδ. H0 | H1) = β 

Οξζή απόθαζε,  

P(Απόξ. Ζ0 | H1) = 1  β = π(ζ)  

 

Υπνγξακκίδεηαη ζε απηφ ην ζεκείν φηη νη ζπκβνιηζκνί P(  | H0), P(  | H1) πνπ ρξεζηκνπνηνχκε 

δελ ππνδειώλνπλ δεζκεπκέλε πηζαλόηεηα, δηφηη ζηελ θιαζηθή ζηαηηζηηθή νη ππνζέζεηο Ζ0, Ζ1 δελ 

απνηεινχλ ελδερφκελα. Οη ζπκβνιηζκνί απηνί ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα ππνδεισζεί ε θαηαλνκή απφ 

ηελ νπνία πξνέξρεηαη ην δείγκα, φηαλ ηζρχεη ε H0 θαη ε Η1 αληίζηνηρα. Θα ήηαλ ίζσο ζσζηφηεξν λα 

γξάθνπκε )(
0
HP  θαη )(

1
HP , αιιά ζηελ ζπλέρεηα ζα εμαθνινπζήζνπκε λα ρξεζηκνπνηνχκε γηα ιφ-

γνπο απιφηεηαο ηνπο ζπκβνιηζκνχο P(  | H0), P(  | H1) θαζψο επίζεο θαη ηα ζχκβνια Δ(  | H0),  
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Δ(  | H1) αληί )(
0
HE  θαη )(

1
HE  γηα λα δειψζνπκε ηε κέζε ηηκή ησλ αληίζηνηρσλ ηπραίσλ κεηαβιε-

ηψλ φηαλ ηζρχεη ε H0 θαη ε Η1 αληίζηνηρα.  

Αμίδεη εδψ λα αλαθέξνπκε θαη ηελ επφκελε εξκελεία ηεο πηζαλφηεηαο ζθάικαηνο ηχπνπ Ι. Έζ-

ησ φηη ρξεζηκνπνηνχκε έλαλ έιεγρν κε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο a θαη φηη ε κεδεληθή ππφζεζε είλαη 

αιεζήο. Τφηε, απφ φια ηα δείγκαηα κεγέζνπο λ πνπ κπνξνχκε λα ζπγθεληξψζνπκε απφ ηνλ πιεζπζ-

κφ, έλα πνζνζηφ ίζν κε a (ην πνιχ) ζα νδεγήζνπλ ζε ηηκή ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο ειέγρνπ 

)(xTT   ηέηνηα πνπ λα αλαγθαζζνχκε λα απνξξίςνπκε ηε κεδεληθή ππφζεζε (ελ πξνθεηκέλσ εζ-

θαικέλα). 

Σε έλαλ έιεγρν ππνζέζεσλ, απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη πεξηζζφηεξν είλαη λα δηαηεξεζεί κηθξή ε 

P[I], θαη γηα απηφ απαηηνχκε P[I]  a. Κάησ απφ απηφ ηνλ πεξηνξηζκφ, ε P[II] κπνξεί λα είλαη κηθξή, 

ζα κπνξνχζε φκσο θαη λα πάξεη κεγάιεο ηηκέο (θάηη ην νπνίν είλαη θπζηθά αλεπηζχκεην). Γηα ην ιφγν 

απηφ  

- αλ ΥΚ ιέκε φηη «απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0» κε πηζ. ιάζνπο  a,  

- αλ ΥΑ, ζπλήζσο ιέκε φηη «δελ έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία ώζηε λα απνξξίςνπκε ηελ Ζ0».  

Απνθεχγνπκε δειαδή λα πνχκε φηη «δερφκαζηε ηελ Ζ0» δηφηη ε πηζαλφηεηα ιάζνπο, P[II], κπνξεί λα 

είλαη κεγάιε. 

Παξάδεηγκα 2. Έζησ φηη έρνπκε έλαλ πιεζπζκφ N(κ,1) (δειαδή ην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ 

πνπ καο ελδηαθέξεη αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κ θαη δηαζπνξά 1) θαη ζέινπκε λα 

ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε 

H0: κ = 10    έλαληη ηεο    H1: κ = 11. 

Δπηιέγνπκε ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ απφ ηνλ πιεζπζκφ απηφ θαη απνθαζίδνπκε λα ρξεζηκνπνηή-

ζνπκε ηελ ζ.ζ. )(xTT  )10(  Xv . Παξαηεξνχκε φηη, 

 φηαλ ηζρχεη ε H0: κ = 10, ηόηε T ~  Ν(0,1) 

 φηαλ ηζρχεη ε H1: κ = 11, ηόηε ε Τ ιακβάλεη «κεγάιεο» ηηκέο (αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Ν(  ,1) ) 

(ηα παξαπάλσ ηζρχνπλ δηφηη φηαλ Xi ~ Ν(κ,ζ
2
) ηφηε X  ~ Ν(κ, ζ

2
/λ)). Δπνκέλσο, είλαη ινγηθφ λα α-

πνξξίπηνπκε ηελ Η0 φηαλ Τ > c. Σην αθφινπζν ζρήκα απεηθνλίδεηαη ε κνξθή ηεο ζ.π.π. ηεο T ππφ ηελ 

Η0 θαη ππφ ηελ H1, θαζψο θαη ε πεξηνρή απφξξηςεο. 
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 Γηα λα έρνπκε P[I] = a, ζα πξέπεη  

azacaHcTP  )1(Φ)|( -1

0  

φπνπ κε Φ ζπκβνιίδεηαη ε ζ.θ. ηεο N(0,1) θαη κε az  ζπκβνιίδνπκε ην άλσ a-ζεκείν ηεο ηππνπνηεκέ-

λεο θαλνληθήο θαηαλνκήο (βιέπε αθφινπζν ζρήκα) 

 

Τειηθά ν έιεγρνο ζα είλαη ηεο κνξθήο: 

- Αλ )10(  XT  > za ηφηε απνξξίπηνπκε ηελ Η0 

- Αλ )10(  XT   za ηφηε δελ απνξξίπηνπκε ηελ Η0. 

 H P[ΗI] ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ζα είλαη 

)())1,(~|(

))1,(~|()|(][ 1









aa

a

zNTzTP

NTzTPHcTPIIP
 

ε νπνία κεηψλεηαη φζν απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Η ηζρχο ζα είλαη ίζε κε  

π = 1 – P[II]. 

    

  P[ΙΙ] 

  P[Η] = a 

  c  
  κ 1   κ 0 0 

 πεξηνρή απνδνρήο ηεο  Ζ0 πεξηνρή απόξξηςεο ηεο Ζ 0 

T | H0 
T | H1 
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Γηα P[I] = a = 5% πξνθχπηεη azac  )1(Φ-1  1.645 θαη παίξλνπκε ηηο επφκελεο ηηκέο γηα ηελ πη-

ζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΙΙ. 

λ   P[II] 

5 0.277237 

10 0.0645983 

15 0.0129408 

20 0.00234832 

25 0.000396825 

Έζησ ηψξα φηη πήξακε ζπγθεθξηκέλν δείγκα κεγέζνπο λ = 9 θαη θαηαγξάθεθαλ νη ηηκέο  

10.45, 11.54, 11.81, 11.03, 8.88, 10.48, 9.77, 10.49, 11.5. 

Οη ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ηνπ δείγκαηνο κεηά ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ ηπραίνπ πεηξάκαηνο (δεηγκαην-

ιεςία) δελ ζεσξνχληαη ηπραίεο κεηαβιεηέο (είλαη γλσζηέο) θαη ζπλήζσο ζπκβνιίδνληαη κε x1, x2, …, 

xλ (πξηλ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ ηπραίνπ πεηξάκαηνο ζπκβνιίδνληαη κε Φ1, Φ2, …, Φλ, δηφηη ηφηε ζε-

σξνχληαη ηπραίεο κεηαβιεηέο). Όκνηα, ν δεηγκαηηθφο κέζνο θαη ε ηηκή ηεο ζ.ζ. )(xTT   απφ ηα 

πξαγκαηηθά δεδνκέλα x1, x2, …xλ, ζπλήζσο ζπκβνιίδνληαη κε x  θαη t = Τ(x1,…,xλ) =Τ(x) αληίζηνηρα. 

Απφ ην παξαπάλσ δείγκα ππνινγίδνπκε ηψξα φηη x 10.6611, θαη 

 )10(xt  1.9833 

ην νπνίν είλαη κεγαιχηεξν ηνπ c = za = 1.645 νπφηε ην δείγκα πξνέξρεηαη απφ ηελ πεξηνρή Κ. Δπνκέ-

λσο απνξξίπηνπκε ηελ Η0 : κ = 10 έλαληη ηεο Η1 : κ = 11 ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο a = 5% 

(P[I] = 5%, P[II] = )(  az    8.77%). 

Παξαηεξνχκε φηη, απφ ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα, ε ζ.ζ. )(xTT   έιαβε ηελ ηηκή t =Τ(x) = 

1.9833. Έλα ελδηαθέξνλ θαη γφληκν εξψηεκα εδψ είλαη ην εμήο: πφζν πηζαλή είλαη κηα ηέηνηα ηηκή 

ηεο ζ.ζ. (θαη αθφκε πην «αθξαία» απφ απηή) φηαλ ηζρχεη ε Η0; Η πηζαλφηεηα απηή είλαη 

 )|)()(( 0HTTP xX P(T  t | Η0)  = P(T > 1.9833 | Η0) = 1 – Φ(1.9833)  0.02366. 

(ην «» κπνξεί λα γίλεη «>» δηφηη ε Τ είλαη ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή). Μπνξεί λα ζεσξεζεί φηη ε 

παξαπάλσ ηηκή εθθξάδεη ηελ πηζαλόηεηα λα εκθαληζηεί ην δείγκα πνπ πήξακε, ελώ ηζρύεη ε Η0. Μπν-

ξνχκε επνκέλσο λα πνχκε φηη, αλ ηζρχεη ε Η0 παίξλνπκε έλα ηέηνην δείγκα κφιηο ζην 2.3% πεξίπνπ 

ησλ πεξηπηψζεσλ. Η παξαπάλσ πνζφηεηα θαιείηαη p-value ή significance value ηνπ δείγκαηνο. Θα 

εμεηάζνπκε γεληθφηεξα ηελ έλλνηα απηή ζηελ αθφινπζε παξάγξαθν. 
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valuepavaluepa   

 
Καλφλαο απφθαζεο κε βάζε ηελ ηηκή ηνπ  

p-value ελφο ειέγρνπ 

1.3 p-value. 

Αλ ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Ζ0 είλαη ηεο κνξθήο T > c ηφηε σο p-value (ή significance value) 

ησλ ηηκψλ ελφο ζπγθεθξηκέλνπ δείγκαηνο x1, x2, …, xλ, νξίδεηαη ε ηηκή 

)(1)|()|)()((
0|00 tFHtTPHTTPvaluep HT xX , 

φπνπ t = Τ(x1,…,xλ) )(xT  είλαη ε ηηκή ηεο ζ.ζ. )(xTT   κε βάζε ην δείγκα x1, x2, …, xλ. Τν 

valuep  κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη εθθξάδεη ηελ πηζαλφηεηα λα πάξνπκε ηελ ηηκή t θαη αθόκε πην 

«αθξαίa» από απηήλ, ελώ ηζρύεη ε Ζ0. Σπλήζσο ε T είλαη ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή νπφηε κπνξεί λα 

ζεσξεζεί φηη έρνπκε «>» κέζα ζηελ παξαπάλσ πηζαλφηεηα. Γηαηζζεηηθά, αλ ην p-value είλαη «θνληά» 

ζην 0 ηφηε ζπκπεξαίλνπκε φηη είλαη «απίζαλν», δεδνκέλεο ηεο Ζ0, λα εκθαληζηεί ην ζπγθεθξηκέλν 

δείγκα x1, x2, …, xλ, θαη φπσο είλαη θπζηθφ θηάλνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη κάιινλ δελ πξέπεη λα ηζ-

ρχεη ε Ζ0. Γηα «κηθξφ» ινηπφλ p-value είλαη ινγηθφ λα απνξξίπηνπκε ηελ H0. Τη ζρέζε φκσο έρεη απ-

ηή ε απφξξηςε κε ηελ απφξξηςε πνπ γίλεηαη κε βάζε ηελ θξίζηκε πεξηνρή πνπ είδακε παξαπάλσ 

(δει. φηαλ t > c); Σρεηηθά παξαηεξνχκε φηη 

avaluepHcTPHtTPct  )|()|( 00 . 

Δπνκέλσο αληί λα εμεηάδνπκε αλ ct  , ηζνδχλακα 

κπνξνχκε λα εμεηάδνπκε αλ ηζρχεη ε αληζφηεηα  

p-value<a. Δηδηθφηεξα κπνξνχκε λα απνθαζίδνπκε κε 

βάζε ηνλ εμήο θαλφλα (βιέπε θαη δηπιαλφ ζρήκα), 

- αλ ην p-value < a : απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0, ελψ  

- αλ p-value ≥ a : δελ απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0. 

Αλ ην p-value είλαη πάξα πνιχ κηθξφ (π.ρ. 0.00001) ηφηε απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0 ρσξίο επηθπιά-

μεηο ελψ αλ ην p-value είλαη ζρεηηθά κηθξφ (π.ρ. «θνληά» ζην 0.045 κε a = 0.05) ηφηε λαη κελ απνξ-

ξίπηνπκε ηελ Ζ0 αιιά κε θάπνηα επηθχιαμε (ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζηελ πξάμε, γηα λα είκαζηε πην 

ζίγνπξνη, ρξεηάδεηαη πεξηζζφηεξε πιεξνθνξία, π.ρ. κεγαιχηεξν δείγκα).  

Όπσο είλαη θαλεξφ απφ ην παξαπάλσ ζρήκα, ην p-value κπνξεί λα νξηζζεί θαη σο ε ειάρηζηε 

ηηκή ηνπ επηπέδνπ ζεκαληηθφηεηαο γηα ηελ νπνία απνξξίπηεηαη ε Ζ0. 

Τν p-value είλαη έλα κέηξν ην νπνίν εθθξάδεη πόζν ηζρπξέο είλαη νη ελδείμεηο πνπ πξνθύπηνπλ 

από ην δείγκα, ελαληίνλ ηεο Ζ0. Έηζη, ππνινγίδνληαο ην p-value ελφο δείγκαηνο, γηα ζπγθεθξηκέλν 

έιεγρν ππνζέζεσλ, γλσξίδνπκε πφζν πηζαλή ήηαλ ε εκθάληζε ηνπ δείγκαηνο πνπ πήξακε αλ ε κεδε-

ληθή ππφζεζε 0H  ήηαλ αιεζήο. Δπνκέλσο, όζν πην κηθξό είλαη ην p-value ηφζν ηζρπξφηεξεο ελδεί-
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μεηο ελαληίνλ ηεο 0H  πξνθχπηνπλ απφ ην ζπγθεθξηκέλν ηπραίν δείγκα ή αιιηψο ηόζν πην ζεκαληη-

θή είλαη ε ηηκή πνπ δίλεη ην δείγκα ζηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ειέγρνπ. 

Σηα ζηαηηζηηθά παθέηα, κεηά ηελ εηζαγσγή ησλ ηηκψλ x1, x2, …, xλ, ηνπ δείγκαηνο θαη ηελ επη-

ινγή ηνπ επηζπκεηνχ ειέγρνπ, εκθαλίδεηαη ε ηηκή ηνπ p-value πνπ αληηζηνηρεί ζην x1, x2, …, xλ. 

Σχκθσλα κε ηα παξαπάλσ, αλ ε ηηκή απηή είλαη κηθξή (κηθξφηεξε ηνπ πξναπνθαζηζκέλνπ επίπεδνπ 

ζεκαληηθφηεηαο a = 0.01 ή 0.05) ηφηε απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0 ζε ε.ζ. a. Τν πιενλέθηεκα απφ ηελ ρξή-

ζε ηνπ p-value είλαη φηη δελ απνξξίπηνπκε ή δερφκαζηε απιψο ηελ Ζ0, αιιά κπνξνχκε λα δνχκε θαη 

πφζν πηζαλή ήηαλ ε εκθάληζε ηνπ δείγκαηνο x1, x2, …, xλ, πνπ πήξακε (ππφ ηελ Ζ0) ελψ επίζεο κπν-

ξνχκε λα ηελ ζπγθξίλνπκε άκεζα κε φπνην a θαη αλ επηιέμνπκε. Ο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ην p-value 

ζπλήζσο πξνυπνζέηεη ηε ρξήζε Η/Υ είλαη δηφηη ρσξίο ηνλ Η/Υ δελ είλαη πάληνηε εχθνιν λα ππνιν-

γηζηεί ή λα πηλαθνπνηεζεί ε )|( 0HtTP   γηα θάζε ηηκή ηνπ t. 

Σηε δηεζλή βηβιηνγξαθία, θαζψο θαη ζε νξηζκέλα ζηαηηζηηθά παθέηα, ρξεζηκνπνηείηαη γηα ην p-

value θαη ν φξνο, παξαηεξνχκελν επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο (observed significance level). Σηα πιαίζηα 

ησλ παξφλησλ ζεκεηψζεσλ δελ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ν φξνο απηφο, αιιά θαιφ ζα είλαη ν αλαγλψζηεο 

λα ηνλ έρεη ππφςε ηνπ. 

Παξάδεηγκα 3. Δπηζπκνχκε λα ειέγμνπκε αλ ν κέζνο κ ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ (κε γλσζηή δη-

αζπνξά ζ
2
) είλαη ίζνο κε κ0 ή είλαη κεγαιχηεξνο ηνπ κ0, δειαδή έρνπκε ηηο ππνζέζεηο 

H0: κ = κ0 έλαληη ηεο H1: κ > κ0. 

Λακβάλνπκε έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ απφ ηνλ πιεζπζκφ απηφ θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηε ζηα-

ηηζηηθή ζπλάξηεζε 

,
/

0






X
T  

ε νπνία, φηαλ ηζρχεη ε H0, αθνινπζεί ηελ ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή Ν(0,1) (δηφηη 

X ~Ν(κ, ζ
2
/λ)) ελψ φηαλ ηζρχεη ε H1: κ > κ0, ιακβάλεη «κεγάιεο» ηηκέο. Σπλεπψο απνξξίπηνπκε ηελ 

Ζ0 φηαλ  

azc
x

t 







/

0 . 

Σεκεηψλεηαη φηη ιάβακε c = za, γηα λα εμαζθαιίζνπκε P[I] = a. Τν p-value ησλ ηηκψλ ελφο ηπραίνπ 

δείγκαηνο x1, x2, …, xλ, εδψ ζα είλαη 

)
/

(1)(1)|( 0
0






x
tHtTPvaluep . 
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Σην αθφινπζν ζρήκα θαίλεηαη ην p-value θαη ην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α ζην ζπγθεθξηκέλν παξά-

δεηγκα. Απφ ην ζρήκα απηφ είλαη πξνθαλέο φηη αλ t < c ηφηε γηα ηα αληίζηνηρα εκβαδά ζα είλαη p-

value > a, θαη αληίζηξνθα.   

 

c 0 

 ζ.π.π. ηεο Τ | Ζ0 

P(ζθάικα ηύπνπ I) = a 

πεξηνρή απόξξηςεο ηεο Ζ0 

  t 

 p-value 

 

Δπίζεο είλαη εχθνιν λα δνχκε εδψ φηη 

)
/

()|
//

()|
/

():|(][ 0
1

0
1

0
01




























 aaaa zHz

X
PHz

X
PHzTPIIP ,  

θαη   

)
/

()
/

(1)( 00
aa zz 














 ,  

γηα κ > κ0 (ππελζπκίδεηαη φηη Φ(– x) = 1 – Φ(x)).  

 Έζησ ηψξα φηη απφ έλα δείγκα κεγέζνπο λ = 25 πήξακε x = 101 (κε ζ = 5) θαη ζέινπκε λα 

ειέγμνπκε αλ ηζρχεη ε Η0: κ = 100, ή Η1: κ > 100 (δει. κ0 = 100), ζε ε.ζ. a = 5%. Σχκθσλα κε ηα 

παξαπάλσ, ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 θαζνξίδεηαη απφ ηελ αληζφηεηα    

Κ: az
v

x
t 




/

0




,  

Δπεηδή φκσο t = 1, z0.05 = 1.645, ε παξαπάλσ δελ ηζρύεη θαη επνκέλσο δελ κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε 

ηελ Ζ0. Δπίζεο,  

158.0)1(1)|1( 0  HTPvaluep . 

Μπνξνχκε (ιηγφηεξα απζηεξά) λα πνχκε φηη ζην 15.8% ησλ πεξηπηψζεσλ πνπ ηζρχεη ε Η0 ιακβάλν-

πκε έλα ηέηνην x , δειαδή ην δείγκα απηφ κπνξεί λα ζεσξεζεί ζρεηηθά «θπζηνινγηθφ» ππφ ηελ Η0. 

Δπεηδή ινηπφλ ην p-value είλαη κεγαιχηεξν ηνπ a = 5%, δελ απνξξίπηεηαη ηελ Ζ0. Σε απηφ ην ζεκείν 

αμίδεη θαη πάιη λα παξαηεξήζνπκε φηη ζπλήζσο, φηαλ είκαζηε ζηελ πεξηνρή Α, απνθεχγνπκε λα πν-
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χκε φηη «δερφκαζηε ηελ Η0» θαη πξνηηκνχκε φπσο παξαπάλσ λα ιέκε φηη «δελ απνξξίπηνπκε» ή «δελ 

έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία λα απνξξίςνπκε» ηελ Η0 (π.ρ. ρξεηαδφκαζηε κεγαιχηεξν δείγκα). Απηφ ζπκ-

βαίλεη δηφηη αλ πνχκε φηη «δερφκαζηε ηελ Η0», ππάξρεη ην ελδερφκελν λα έρνπκε πάξεη ιάζνο απφθα-

ζε κε πηζαλφηεηα P(απνδ. Η0 | ηζρ. Η1) = P[II], ε νπνία, αληίζεηα κε ηελ P[I], κπνξεί λα είλαη αξθεηά 

κεγάιε. Π.ρ. αλ ζην παξάδεηγκα ηζρχεη ε Η1 κε κ = 101 ηφηε   







 )645.0()
25/5

100101
645.1()

/
(][ 0




azIIP 74%. 

Κιείλνληαο ηελ παξάγξαθν απηή αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη, ζέηνληαο κηθξφηεξν επίπεδν ζεκαλ-

ηηθφηεηαο ζε έλα έιεγρν, απαηηνχκε γηα ηελ απφξξηςε ηεο 0H  πην «ζεκαληηθέο ελδείμεηο» απφ ην πα-

ξαηεξεζέλ δείγκα καο φηη ε ζπκπεξηθνξά ησλ ηηκψλ πνπ ζπγθεληξψζακε απνθιίλεη απφ ηε ζπκπεξη-

θνξά πνπ ζα αλακέλακε φηαλ ε 0H  είλαη αιεζήο. Έηζη, κπνξεί, ζε θάπνην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 

a, π.ρ. a = 0.05, λα απνξξίπηνπκε ηελ 0H  θαη ζε θάπνην κηθξφηεξν, π.ρ. a = 0.01, λα κελ ηελ απνξ-

ξίπηνπκε γηαηί απαηηνχκε ζεκαληηθφηεξεο απνδείμεηο. Όζν πην κηθξφ είλαη ην επίπεδν ζεκαληηθφηε-

ηαο ζην νπνίν κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε ηελ 0H , δειαδή ην p-value ηνπ δείγκαηνο, ηφζν πην ζε-

καληηθή είλαη ε ηηκή ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο ειέγρνπ πνπ παξαηεξείηαη ζην δείγκα, κε ηελ έλλν-

ηα φηη δίλεη πην ηζρπξέο απνδείμεηο ελαληίνλ ηεο 0H . Άξα, φζν πην κηθξό είλαη ην επίπεδν ζεκαληη-

θφηεηαο ζην νπνίν κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε ηελ 0H , ηφζν πην ζεκαληηθό, ζηαηηζηηθά, είλαη ην 

απνηέιεζκα ηνπ ειέγρνπ. Τέινο, είλαη πξνθαλέο, φηη  

 αλ ε 0H  απνξξίπηεηαη ζε θάπνην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο a, ηφηε επίζεο απνξξίπηεηαη ζε ν-

πνηνδήπνηε κεγαιχηεξν, ελψ  

 αλ δελ απνξξίπηεηαη ζε θάπνην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο a, ηφηε επίζεο δελ απνξξίπηεηαη ζε 

νπνηνδήπνηε κηθξφηεξν. 

 

1.4. Σπραηνπνηεκέλνη έιεγρνη 

 Σε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο πνπ δελ κπνξνχκε λα επηηχρνπκε αθξηβψο ην επίπεδν ζεκαληηθφ-

ηεηαο πνπ ζέινπκε (π.ρ. φηαλ ε ζ.ζ. πνπ ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηνλ έιεγρν είλαη δηαθξηηή), κπνξνχκε 

ελαιιαθηηθά λα πξαγκαηνπνηήζνπκε ηπραηνπνηεκέλν έιεγρν. Γηα απιφηεηα, ε κέζνδνο απηή ζα πα-

ξνπζηαζηεί κέζα απφ έλα παξάδεηγκα.    

Παξάδεηγκα 4. (ζπλέρεηα Παξαδείγκαηνο 1 - ηπραηνπνηεκέλνο έιεγρνο). Σε έλα εξγνζηάζην γίλεηαη 

έιεγρνο ησλ λ = 100 ζπζθεπψλ ηεο σξηαίαο παξαγσγήο. Η δηαδηθαζία βξίζθεηαη εληφο πξνδηαγξα-
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θψλ αλ ε πηζ. p παξαγσγήο ειαηησκαηηθήο ζπζθεπήο  5%. Γηα λα απνθαζίζνπκε αλ ηζρχεη φηη H0: p 

= 5% ή H1: p > 5%, εμεηάδνπκε αλ ηζρχεη X  > c (φπνπ Φi = 1 αλ ε i-κνλάδα είλαη ειαηησκαηηθή θαη 

0 δηαθνξεηηθά) θαη αλ ηζρχεη, απνξξίπηνπκε ηελ Η0. Θέινληαο λα βξνχκε ην c ηέηνην ψζηε 

P[I] = a = 5%, παξαηεξνχκε φηη  

P[I] = P( X  > c | Η0: p = 5%) = P( iX  > [λc] | Η0: p = 5%)  = ii

ci
i

pp 










  




 )1(
1][

, 

θαη θαηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα 

[λc] p = 5% (Η0) 

7 P[I]  = 0.128 

8 P[I]  = 0.063 

9 P[I]  = 0.028 

10 P[I]  = 0.011 

απφ ηνλ νπνίν γίλεηαη αληηιεπηφ φηη δελ κπνξνχκε λα επηηχρνπκε αθξηβψο P[I] = a = 0.05. Αλ σο πε-

ξηνρή απφξξηςεο νξηζηεί ε iX  > 9 ηφηε έρνπκε P[I] = 0.028, ελψ αλ νξηζηεί ε iX  > 8 ηφηε P[I] = 

0.063. Σπλήζσο, ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζέηνπκε σο πεξηνρή απφξξηςεο απηή πνπ νδεγεί ζε P[I] πην 

θνληά ζην a = 0.05 (θαη P[I] < a). Οη έιεγρνη απηνχ ηνπ ηχπνπ (κε P[I] < a) θαινχληαη ζπληεξεηηθνί 

δηφηη απνξξίπηνπλ ηελ Η0 ζπαληφηεξα (δει. κε πηζαλφηεηα κηθξφηεξε απφ ηελ νλνκαζηηθή a).  

 Δάλ φκσο γηα θάπνην ιφγν επηζπκνχκε λα θάλνπκε ηνλ έιεγρν ηεο Η0 κε P[I] ίζε αθξηβψο κε 

a ηφηε κπνξνχκε λα θάλνπκε ην εμήο: 

 - Αλ iX  > 9  απνξξίπηνπκε ηελ Η0 

 - Αλ iX  = 9 ηφηε απνξξίπηνπκε ηελ Η0 κε πηζαλφηεηα γ.  

Παξαηεξψληαο φηη ηψξα, 

P[I] = P( iX  > 9| H0) + γP( iX  = 9| H0) = 0.028 + γ 0.035, 

κπνξνχκε λα βξνχκε ην γ πνπ ζα νδεγεί ζε P[I] = a απφ ηελ εμίζσζε 0.028 + γ 0.035 = 0.05. Πξν-

θχπηεη φηη γ = 0.6285.  

 Ο παξαπάλσ έιεγρνο θαηά ηνλ νπνίν απνξξίπηνπκε ηελ H0 κε θάπνηα πηζαλφηεηα θαιείηαη 

ηπραηνπνηεκέλνο έιεγρνο. Σηελ πξάμε ζπαλίσο θαηαζθεπάδεηαη ηπραηνπνηεκέλνο έιεγρνο. Όπσο αλα-

θέξακε θαη παξαπάλσ ζπλήζσο αξθνχκαζηε ζε έλαλ ζπληεξεηηθφ έιεγρν.  
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1.5. Διεγρνζπλάξηεζε 

 Γηα ηελ επθνιφηεξε δηαηχπσζε θάπνησλ ελλνηψλ θαη απνδείμεσλ νξίδνπκε ηελ ειεγρνζπλάξ-

ηεζε ελφο ειέγρνπ.  

Οξηζκόο. 1. Διεγρνζπλάξηεζε ή θξίλνπζα ζπλάξηεζε γηα ηνλ έιεγρν ηεο Η0 έλαληη ηεο Η1 θαιείηαη ε 

ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε (ζπλάξηεζε ηνπ ηπραίνπ δείγκαηνο Υ = (Φ1, Φ2, …, Φλ)): 










A

K

X

X
X

,0

,1
 )(  

ή γεληθφηεξα (πεξηιακβάλνληαο θαη ηελ πεξίπησζε ηπραηνπνηεκέλσλ ειέγρσλ) 

















M

A

K

X

X

X

X

,γ

,0

,1

 )(  

Σηελ πεξίπησζε ηπραηνπνηεκέλνπ έιεγρνπ ν δ.ρ. ρσξίδεηαη ζε ηξία μέλα ππνζχλνια Κ, Α, Μ = Ω – Κ 

– Α. Η ειεγρνζπλάξηεζε κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη εθθξάδεη ηελ πηζαλφηεηα κε ηελ νπνία ζα απνξξί-

ςνπκε ηελ Η0, δεδνκέλνπ φηη ιάβακε ην δείγκα X. Η πηζαλφηεηα απφξξηςεο ηεο Η0 εθθξάδεηαη κέζσ 

ηεο ειεγρνζπλάξηεζεο σο εμήο: 

P(απόξξηςεο ηεο H0) =  ))((γ))((γ0))((01))((1 XXXX  EPPP  , 

δειαδή είλαη ίζε κε ηελ αλακελφκελε ηηκή ηεο ειεγρνζπλάξηεζεο. Δπνκέλσο, γεληθά, 

 )|)((][ 0HEIP X   θαη   )|)(()( 1HE X  . 

 

1.6. Αζθήζεηο 

1. Έζησ XX 1  έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 1  απφ κηα θαηαλνκή κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο  

10,)1();(  xxxf  . 

Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο 1:0 H  έλαληη ηεο 2:1 H  ρξεζηκνπνηνχκε ηελ θξίζηκε πεξην-

ρή cXK :  φπνπ c θαηάιιειε ζηαζεξά. 

α. Να ππνινγηζζνχλ νη πηζαλφηεηεο ζθάικαηνο ηχπνπ Η θαη ηχπνπ II ζηελ πεξίπησζε πνπ επηιέ-

γνπκε .2/1c  

β. Να βξεζεί ε ηηκή ηεο ζηαζεξάο c έηζη ψζηε ε πηζαλφηεηα εκθάληζεο ζθάικαηνο ηχπνπ Η λα εί-

λαη ίζε κε 0.19. Σηε ζπλέρεηα λα ππνινγηζζεί ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΗΗ. 
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γ. Αλ x = 0.8 λα θάλεηε ηνλ έιεγρν κε a = 0.19 κέζσ ηνπ p-value. 

2. Έζησ XXX ,...,, 21  έλα ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή ),0( 2N . Γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

ππφζεζε 1: 2

0 H  έλαληη ηεο 4: 2

1 H  ρξεζηκνπνηνχκε ηελ θξίζηκε πεξηνρή 

cXK
i

i 




1

2: . 

α. Αθνχ βξεζεί ε ζηαζεξά c ψζηε ν έιεγρνο λα έρεη πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ Η ίζε κε α=5%, 

λα ππνινγηζζεί ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΗΗ. 

β. Αλ x1 = 2.3, x2 = –4.1, x3 = 1.8, λα θάλεηε ηνλ έιεγρν ζε ε.ζ. a = 5%.   

3. Σε κηα θάιπε κε 10 ζθαίξεο είλαη γλσζηφ φηη ππάξρνπλ είηε 3 Λεπθέο θαη 7 Μαχξεο ζθαίξεο είηε 

7 Λεπθέο θαη 3 Μαχξεο. Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο  

Ζ0: Η θάιπε έρεη 3 Λεπθέο θαη 7 Μαχξεο ζθαίξεο 

Ζ1: Η θάιπε έρεη 7 Λεπθέο θαη 3 Μαχξεο ζθαίξεο 

εμάγνληαη 3 ζθαίξεο θαη ε Ζ0 απνξξίπηεηαη φηαλ θαη νη 3 ζθαίξεο είλαη Λεπθέο. Να ππνινγηζζνχλ 

νη πηζαλφηεηεο ζθάικαηνο ηχπνπ Η θαη ηχπνπ II ζηελ πεξίπησζε πνπ ε εμαγσγή ησλ 3 ζθαηξψλ γί-

λεηαη 

α. κε επαλάζεζε,   β. ρσξίο επαλάζεζε. 

4. Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο 1:0 H  έλαληη ηεο 2:1 H  φπνπ ζ ε παξάκεηξνο ηεο θαηαλνκήο 

κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο  

10,);( 1   xxxf  . 

ρξεζηκνπνηείηαη ηπραίν δείγκα δχν παξαηεξήζεσλ 21, XX  θαη ε Ζ0 απνξξίπηεηαη φηαλ ηζρχεη 

4/321 XX .  

α. Να βξεζεί ε θαηαλνκή ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 21 lnln XXS  . 

β. Να ππνινγηζζνχλ νη πηζαλφηεηεο ζθάικαηνο ηχπνπ Η θαη ηχπνπ II. 

5. Έζησ XXX ,...,, 21  έλα ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαηαλνκή Ν(κ,1). Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο 

Ζ0:κ=κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ=κ0+1 ρξεζηκνπνηείηαη ε επφκελε θξίζηκε πεξηνρή 

Κ: X > c, 

φπνπ c θαηάιιειε ζηαζεξά. Να δεηρζεί φηη ην ειάρηζην κέγεζνο λ ηνπ δείγκαηνο πνπ απαηηείηαη 

ψζηε νη πηζαλφηεηεο ζθαικάησλ ηχπνπ Η θαη II ηνπ ειέγρνπ λα είλαη ην πνιχ ίζεο κε α θαη β αλ-

ηίζηνηρα, δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  

1])[( 2

10   zza  
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φπνπ ην ζχκβνιν [x] παξηζηάλεη ην αθέξαην κέξνο ηνπ x. 

6. Έζησ p ε πηζαλφηεηα εκθάληζεο ηεο έλδεημεο "γξάκκαηα" θαηά ηε ξίςε ελφο λνκίζκαηνο. Γηα ηνλ 

έιεγρν ηεο ππφζεζεο 2/1:0 pH θαηά ηεο 2/1:0 pH  ξίρλνπκε ην λφκηζκα 10 θνξέο θαη έζησ 

Φ ν αξηζκφο ησλ θνξψλ πνπ εκθαλίδεηαη "γξάκκαηα". Πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ 

Η θαη πνηα ε ηζρχο π(3/4) ηνπ ειέγρνπ κε θξίζηκε πεξηνρή  

8ή2:  XXK ; 

7. Γηα λα απνθαζίζνπκε θαηά πφζν έλα λφκηζκα είλαη ακεξφιεπην ( 2/1:0 pH ) ή επλνεί ηελ εκ-

θάληζε ηεο έλδεημεο "γξάκκαηα" ( 2/1:1 pH ), ξίρλνπκε ην λφκηζκα 5 θνξέο θαη απνξξίπηνπκε 

ηελ 0H  αλ είρακε 4 ή 5 εκθαλίζεηο γξακκάησλ. Να ππνινγηζζεί ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ Η 

θαη ε ηζρχο ηνπ ειέγρνπ γηα p=3/4. 

8. Έζησ XXX ,...,, 21  έλα ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαηαλνκή Ν(κ, 4). Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο 

Ζ0:κ=κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ>κ0 (φπνπ κ0 είλαη έλαο δνζκέλνο πξαγκαηηθφο αξηζκφο) ρξεζηκνπνηείηαη 

ε επφκελε θξίζηκε πεξηνρή 

cXK
i

i 




1

:  

φπνπ c θαηάιιειε ζηαζεξά. Να βξεζεί ην c θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο λ ψζηε γηα ηε ζπλάξηε-

ζε ηζρχνο π(κ) ηνπ ειέγρνπ λα ηζρχεη 05.0)( 0   θαη 90.0)5( 0  . 
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2. ΚΑΣΑ΢ΚΔΤΗ ΔΛΔΓΥΩΝ ΤΠΟΘΔ΢ΔΩΝ  

2.1. Έιεγρνη απιώλ ζηαηηζηηθώλ ππνζέζεσλ. To ιήκκα Neyman – Pearson. 

 Έλα εξψηεκα πνπ δελ έρεη απαληεζεί κέρξη ηψξα είλαη πσο πξνζδηνξίδνπκε ηελ πεξηνρή α-

πφξξηςεο ηεο Η0. Σε πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα δίλνληαλ ε κνξθή ηεο πεξηνρήο Κ , π.ρ. T > c γηα 

ζπγθεθξηκέλε ζ.ζ. T = T(X), θαη απέκελε λα πξνζδηνξηζηεί ην c έηζη ψζηε P[I] = a. Πσο φκσο πξνζ-

δηνξίδνπκε ηελ ζ.ζ. T θαη πφηε ε επηινγή ηεο είλαη βέιηηζηε; Γηα έιεγρν απιήο H0 έλαληη απιήο H1 

απνδεηθλχεηαη φηη κπνξεί λα βξεζεί βέιηηζηε επηινγή ηεο ζ.ζ. Τ, πνπ νδεγεί ζηε κεγαιχηεξε δπλαηή 

ηζρχ. Αλ Φ1, Φ2, ..., Φλ έλα ηπραίν δείγκα ~ F(x;ζ) κε ζ.π. ή ζ.π.π. f (x;ζ), ηζρχεη ην αθφινπζν απνηέ-

ιεζκα. 

Θεώξεκα 1 (Λήκκα Neyman - Pearson) Έζησ όηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ ππόζεζε 

Ζ0: ζ = ζ0  έλαληη ηεο   Ζ1: ζ = ζ1 

ζε επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο a. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε )ι(x ην ιόγν 

)ζ;(

)ζ;(

)ζ;(

)ζ;(
=)ι(

11

01

1

0

i

n

i

i

n

i

xf

xf

f

f










x

x
x  

ηόηε ν έιεγρνο πνπ νξίδεηαη από ηελ θξίζηκε πεξηνρή 

cK )ι(: X , 

όπνπ c > 0 ζηαζεξά ηέηνηα ώζηε P[I] = a, παξνπζηάδεη ηε κεγαιύηεξε ηζρύ αλάκεζα ζε όινπο ηνπο ειέγ-

ρνπο κε επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο a. (ΙΔ  - Ιζρπξφηαηνο έιεγρνο) 

 Τν πειίθν )ι(x

 

θαιείηαη ιόγνο πηζαλνθαλεηώλ ηνπ δείγκαηνο. Ιζνδχλακα κε ηελ δηαηχπσζε 

ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε θξίλνπζα ζπλάξηεζε  









c

c

)(,0

)(,1
=)(

X

X
X




  

κε c > 0 ηέηνην ψζηε λα ηζρχεη  

aHEIP  )|)((][ 0X , 

νδεγεί ζε έιεγρν κε ηε κεγαιχηεξε ηζρχ αλάκεζα ζε φινπο ηνπο ειέγρνπο κε ε.ζ. a. Γηαηζζεηηθά, φ-

ηαλ ν ιόγνο πηζαλνθαλεηώλ )ι(X  ιάβεη κηθξή ηηκή  (κηθξφηεξε ελφο c) ηφηε ν παξνλνκαζηήο (πηζα-

λνθάλεηα ηνπ δείγκαηνο ππφ ηελ H1) πξέπεη λα είλαη ζρεηηθά κεγαιχηεξνο απφ ηνλ αξηζκεηή (πηζα-

λνθάλεηα ηνπ δείγκαηνο ππφ ηελ H0), απφ φπνπ ζπκπεξαίλνπκε φηη, ζε απηή ηελ πεξίπησζε κάιινλ 

ζα πξέπεη λα ηζρχεη ε Η1 (είκαζηε ζηελ πεξηνρή K). Αθνινπζεί απζηεξή απφδεημε.  
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Απόδεημε. Έζησ έλαο άιινο έιεγρνο ν νπνίνο έρεη θξίλνπζα ζπλάξηεζε ηελ θ
*
 θαη P[I] = a. Αλ 

ζπκβνιίζνπκε κε π, π
*
 ηελ ηζρχ ηνπ ειέγρνπ κε βάζε ηελ θ θαη ηελ θ

*
 αληίζηνηρα, θαη K = {x: ι(x) < 

c}, A = {x: ι(x) ≥ c}, ηφηε, 

 )|)(()|)(( 1

*

1

* HEHE ΥΥ     



R

dfHE
x

xxxxΥΥ );())()(()|)()(( 1

*

1

*  

 


AK
dfdf

xx
xxxxxxxx );())()(();())()(( 1

*

1

*   

(κε xx
x

dg
R

)(
  ζπκβνιίζνπκε ην λ-πιφ νινθιήξσκα σο πξνο x1,x2,…,xλ). Όηαλ  

Kx  έρνπκε όηη ,0)(1)()( **  xxx   θαη  )ζ;()ζ;( 0
1

1 xx ff c  

Ax  έρνπκε όηη ,0)(0)()( **  xxx   θαη  )ζ;()ζ;( 0
1

1 xx ff c  

Δπνκέλσο 

 


A
c

K
c dfdf

xx
xxxxxxxx );())()(();())()(( 0

*1
0

*1*   

  



R

c df
x

xxxx );())()(( 0

*1 0)()|)()(( 1
0

*1  aaHE cc ΥΥ  , 

δειαδή, *  .  

Αλ επηζπκνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ ηπραηνπνηεκέλν έιεγρν (π.ρ. φηαλ δελ κπνξνχκε λα 

επηηχρνπκε αθξηβψο ην a πνπ ζέινπκε φπσο ζε παξαπάλσ παξάδεηγκα), ηφηε ην ιήκκα Neyman – 

Pearson δηαηππψλεηαη κε ηνλ αληίζηνηρν ηξφπν. Σπγθεθξηκέλα, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ε θξίλνπζα 

ζπλάξηεζε  















c

c

c

)(,

)(,0

)(,1

=)(

X

X

X

X







  

κε c > 0 θαη γ(0,1): aHEIP  )|)((][ 0X , νδεγεί ζε έλαλ έιεγρν κε ηε κεγαιχηεξε ηζρχ αλάκεζα 

ζε φινπο ηνπο ειέγρνπο κε ε.ζ. a. Η απφδεημε είλαη αλάινγε απηήο ηνπ κε ηπραηνπνηεκέλνπ ειέγρνπ.  

Αο ζεσξήζνπκε ζηε ζπλέρεηα έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ~ Ν(κ,ζ
2
), φπνπ ε παξάκεηξνο ζ 

είλαη γλσζηή θαη αο πξνζπαζήζνπκε λα πξνζδηνξίζνπκε κέζσ ηνπ ιήκκαηνο Neyman – Pearson ηνλ 

ηζρπξφηαην έιεγρν (ΙΔ) ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο (ε.ζ.) a γηα ηνλ έιεγρν ηεο  

Η0: κ = κ0      έλαληη ηεο       Η0: κ = κ1 
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γηα δεδνκέλα κ0, κ1, κε κ1 > κ0. Γηα 

 

ην ιφγν πηζαλνθαλεηψλ )ι(x  έρνπκε 

)exp(

)exp(

)exp(

)exp(

)κ;(

)κ;(
=)ι(

1 ζ2

)κ(

1 ζ2

)κ(
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i
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i
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2
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ζ2

)κ(
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i

i

i
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i

i

i xx
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x . 

Παξαηεξνχκε φηη  

ccxxcc
i

i

i

i
 


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cxλxxx
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i
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
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
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
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1

1

2

1

1

2

1
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0

1

2 κ2κ κ2κ  

  ccx
i

i
 



2

1

2

0

1

01 κκκκ2 


 

θαη επεηδή κ1κ0 > 0, ε αληζφηεηα ι(x) < c είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 

  a

i

i c
c

x 





 011 κκ2



. 

Άξα ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ (πεξηνρή απφξξηςεο) ζα έρεη ηε κνξθή 

Κ: a

i

i cX 




1

 

γηα θάπνην ca ην νπνίν ζα θαζνξίδεηαη απφ ηελ P(Η) = P(ΥΚ | H0) = α. Δπνκέλσο, ην ca ζα πξέπεη α 

είλαη ηέηνην ψζηε 

aH
cX

PHcXPIP aii
a

i

i 





 



 )/
ζ

κ

ζ

κ
()|()( 02

0

2

01
0

1 







 

θαη επεηδή, θάησ απφ ηελ Ζ0, ηζρχεη φηη )ζ,κ(~ 2

01  NX ii , ζπκπεξαίλνπκε ηειηθά φηη  

aaa
a zcz

c 2

02

0 ζ+κ
ζ

κ








. 

Άξα, ζχκθσλα κε ην Λήκκα N-P,  ν θαιχηεξνο έιεγρνο ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α γηα ηελ ππφζε-

ζε Ζ0: κ = κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ = κ1, κ1 > κ0, ζα έρεη πεξηνρή απφξξηςεο: 

Κ: azT  . 

φπνπ )(XTT   είλαη ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 

ζ/

κ
)( 0


X
TT X . 
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Η πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΙΙ θαη ε ηζρχο π(κ1) ηνπ παξαπάλσ ειέγρνπ είλαη ίζεο κε  

)(IIP )κ=κ|+
/ζ

κκ

/ζ

κ
()κ=κ|z

/ζ

κ
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θαη  

π(κ1)= )
/ζ
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(Φ)+

/ζ
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(Φ1)(1

2

01

2

10
aa zzIIP 








. 

αληίζηνηρα.  

Σην επφκελν ζρήκα, θαίλεηαη δηαγξακκαηηθά ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο ππφζεζεο Ζ0: κ = κ0 

έλαληη ηεο Ζ1: κ = κ1, κε κ1>κ0 θαζψο θαη νη πηζαλφηεηεο ησλ ζθαικάησλ ηχπνπ Ι θαη ηχπνπ ΙΙ 

 
X H| 1 

X H| 0

 P(II)

 P(I) = a

 c0  μ1 μ0
0

 περιοχή αποδοχής ηης Η0  περιοχή απόρριψης ηης Η0  

Αλ παξάιιεια κε ηελ πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ Ι ζέιακε λα πεξηνξίζνπκε θαη ηελ πηζαλφ-

ηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΙΙ, ζα κπνξνχζακε λα ην επηηχρνπκε, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη είρακε ηε δπλα-

ηφηεηα λα ζπιιέμνπκε πνιιέο παξαηεξήζεηο (δειαδή λα απμήζνπκε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο). 

Πξάγκαηη, αλ ζέιακε ην ζθάικα ηχπνπ ΙΙ λα κελ μεπεξάζεη ηελ ηηκή δ ( 10  , π.ρ. δ=1%) ζα έπ-

ξεπε λα ηζρχεη 

][IIP 
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
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κκ
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απφ φπνπ παίξλνπκε δηαδνρηθά 
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Σηνλ έιεγρν πνπ θαηαζθεπάζακε γηα ηελ ππφζεζε Ζ0: κ=κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ=κ1, κε κ1>κ0, πα-

ξαηεξνχκε φηη ε θξίζηκε πεξηνρή  

Κ: az
X




ζ/

κ0 . 

δελ εμαξηάηαη απφ ηελ ηηκή κ1. Δπνκέλσο ε ίδηα θξίζηκε πεξηνρή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα 

ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο  

H0: κ = κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ > κ0 
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(απιή έλαληη κνλφπιεπξεο) νδεγψληαο θαη πάιη ζε βέιηηζην έιεγρν.  

Πξνθαλψο ε ηηκή ηεο κ1 επεξεάδεη ηελ P[ΗΗ] θαζψο θαη ηελ ηζρχ ηνπ ειέγρνπ. Πην ζπγθεθξηκέ-

λα, φηαλ ε ηηκή ηνπ κ1 απμάλεηαη ηφηε ε  

P(II) )+
/ζ

κκ
(Φ

2

10
az




  

κεηψλεηαη, ελψ ε ηζρχο  

π(κ1)= )
/ζ

κκ
(Φ)(1

2

01
azIIP 





. 

απμάλεηαη. Γεδνκέλνπ φηη, νπνηνδήπνηε θαη αλ είλαη ην κ0, πξνθχπηεη θξίζηκε πεξηνρή ηεο ίδηαο κνξ-

θήο (Κ: ai cX  ή ηζνδχλακα Κ: cX  ), ε ίδηα πεξηνρή Κ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηνλ 

έιεγρν ηεο ππφζεζεο  

H0: κ  κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ > κ0 

(κνλφπιεπξε έλαληη κνλφπιεπξεο) νδεγψληαο θαη πάιη ζε βέιηηζην έιεγρν. Σηελ πεξίπησζε απηή ην  

c ζα θαζνξίδεηαη κέζσ ηεο ηζφηεηαο  

aHcXPIP 


)|(sup][sup 0

0  

θαη αθνχ 
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/
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cc

HcXP

 

ζα πξέπεη λα έρνπκε 

a
n

c



)(1

/

0





aa zcz
c



ζ
+κ

λζ/

κ
0

0 


  

απφ φπνπ πξνθχπηεη θαη πάιη ε ίδηα θξίζηκε πεξηνρή  

Κ: az
X




ζ/

κ0 . 

Δπνκέλσο ν ηζρπξφηαηνο έιεγρνο (ΙΔ) γηα ηελ ππφζεζε Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο Η1: κ > κ0 θαζψο 

θαη ν νκνηφκνξθα ηζρπξφηαηνο έιεγρνο (ΟΙΔ) γηα ηελ ππφζεζε Η0: κ  κ0 έλαληη ηεο Η1: κ > κ0 έρεη 

σο θξίζηκε πεξηνρή ηελ ίδηα κε ηνλ έιεγρν ηεο απιήο Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο απιήο Η1: κ = κ1 κε κ1 > 

κ0. 

Δξγαδφκελνη κε παξφκνην ηξφπν κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε ηελ θξίζηκε πεξηνρή γηα ηνλ 

έιεγρν ηεο H0: κ = κ0 έλαληη ηεο Η1: κ = κ1 κε κ1<κ0. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα έρνπκε θαη πάιη 

c<)ι(x   cx
i

i
 





1

01 κκ2  

θαη επεηδή ηψξα ηζρχεη κ1κ0 < 0, ε αληζφηεηα ι(x) < c είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 
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  a

i

i c
c

x 





 011 κκ2



. 

Άξα ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ (πεξηνρή απφξξηςεο) ζα έρεη ηε κνξθή 

Κ: a

i

i cX 




1

 

θαη ε ηηκή ηεο ζηαζεξάο ac  βξίζθεηαη ίζε κε aa zc 2

0 ζκ    (βιέπε θαη αθφινπζν ζρήκα). 

 
Δπνκέλσο ν θαιχηεξνο έιεγρνο ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α γηα ηελ ππφζεζε Ζ0: κ=κ0 έλαληη ηεο 

Ζ1: κ = κ1, κε κ1 < κ0, ζα έρεη πεξηνρή απφξξηςεο: 

Κ: azT  . 

φπνπ )(XTT   είλαη ε ίδηα ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε πνπ ρξεζηκνπνηήζακε θαη γηα ηνπο πξνεγνχκελν-

πο ειέγρνπο. Οκνίσο δηαπηζηψλεηαη φηη ή ίδηα θξίζηκε πεξηνρή παξέρεη ηζρπξφηαην έιεγρν (ΙΔ) γηα 

ηελ ππφζεζε H0: κ = κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ < κ0 θαζψο θαη νκνηφκνξθα ηζρπξφηαην έιεγρν (ΟΙΔ) γηα 

ηελ ππφζεζε H0: κ ≥ κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ < κ0. 

Σπλνςίδνληαο δίλνπκε ηνλ αθφινπζν πίλαθα ν νπνίνο πεξηιακβάλεη φιεο ηηο πεξηπηψζεηο κν-

λφπιεπξσλ ειέγρσλ γηα ην κέζν κ ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ, φηαλ ην ζ
2
 είλαη γλσζηφ.  

Έιεγρνο γηα ην κ όηαλ ην ζ
2
 είλαη γλσζηό (κε ε.ζ. a) 

H0:κ=κ0, 

Ζ1:κ=κ1, κ1>κ0 

H0:κ=κ0, 

 Ζ1:κ>κ0 

H0:κκ0, 

Ζ1:κ>κ0 
Κ: azT   Σηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 

/

0

ζ

κX
T


  H0:κ=κ0, 

Ζ1:κ=κ1, κ1<κ0 

H0:κ=κ0, 

 Ζ1:κ<κ0 

H0:κκ0, 

Ζ1:κ<κ0 
Κ: azT   

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ε δηαζπνξά, 2 , ηνπ πιεζπζκνχ είλαη γλσζηή θαη ην κέγεζνο λ ηνπ δείγ-

καηνο είλαη κεγάιν (ζεσξεηηθά  , ζηελ πξάμε 30 ), νη παξαπάλσ πεξηνρέο απφξξηςεο ηζ-

ρχνπλ γηα νπνηνλδήπνηε πιεζπζκφ, φρη θαη’ αλάγθε θαλνληθφ αθνχ ηφηε κπνξεί λα εθαξκνζζεί ην 

Κ.Ο.Θ. Όκσο, ζηελ πεξίπησζε απηή, νη αληίζηνηρνη έιεγρνη είλαη θαηά πξνζέγγηζε επηπέδνπ ζεκαλ-

ηηθφηεηαο a, γηαηί ε θαηαλνκή ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο ειέγρνπ, )//()( 0 ζκXT  , δελ είλαη, 
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ζηελ πεξίπησζε απηή, θαλνληθή αιιά πξνζεγγίδεηαη απφ ηελ θαλνληθή. Φπζηθά, φζν κεγαιχηεξν εί-

λαη ην δείγκα, ηφζν θαιχηεξε είλαη ε πξνζέγγηζε.   

Αο ζεσξήζνπκε ηψξα  έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ~ Ν(κ,ζ
2
), φπνπ ε παξάκεηξνο κ είλαη 

γλσζηή θαη αο πξνζπαζήζνπκε λα πξνζδηνξίζνπ κέζσ ηνπ ιήκκαηνο Neyman – Pearson ηνλ ηζρπξφ-

ηαην έιεγρν (ΙΔ) ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο a γηα ηνλ έιεγρν ηεο  

Η0: ζ = ζ0  έλαληη ηεο Η0: ζ = ζ1  

γηα δεδνκέλα ζ0, ζ1 κε ζ1 > ζ0. Γηα 

 

ην ιφγν πηζαλνθαλεηψλ )ι(x  έρνπκε 
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θαη επεηδή 02

1

2

0  , ε αληζφηεηα ι(x) < c είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 
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2)( . 

Άξα ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ (πεξηνρή απφξξηςεο) ζα έρεη ηε κνξθή 

Κ: a

i

i cX 





1

2)(  

γηα θάπνην ca ην νπνίν ζα θαζνξίδεηαη απφ ηελ P(Η) = P(ΥΚ |H0) = α. Δπνκέλσο, ην ca ζα πξέπεη λα 

είλαη ηέηνην ψζηε 

aHcXPIP a
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νπφηε 

)()( 22
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2

2

0
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a
a

 


 . 

φπνπ κε )(2 a  ζπκβνιίδεηαη ην άλσ a-ζεκείν ηεο ρη ηεηξάγσλν θαηαλνκήο κε λ β.ε. Άξα, ζχκθσλα 

κε ην Λήκκα N-P,  ν θαιχηεξνο έιεγρνο ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α γηα ηελ ππφζεζε Η0: ζ = ζ0 

έλαληη ηεο Η0: ζ = ζ1 κε ζ1 > ζ0.ζα έρεη πεξηνρή απφξξηςεο  
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αληίζηνηρα, φπνπ κε )(2 


F  έρνπκε ζπκβνιίζεη ηελ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο ρη ηεηξά-

γσλν θαηαλνκήο κε λ β.ε. 

Σηνλ έιεγρν πνπ θαηαζθεπάζακε γηα ηελ ππφζεζε Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η0: ζ = ζ1 κε ζ1 > ζ0, 

παξαηεξνχκε φηη ε θξίζηκε πεξηνρή  
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δελ εμαξηάηαη απφ ηελ ηηκή ζ1. Δπνκέλσο ε ίδηα θξίζηκε πεξηνρή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα 

ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο  

Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η0: ζ > ζ0 

(απιή έλαληη κνλφπιεπξεο) νδεγψληαο θαη πάιη ζε βέιηηζην έιεγρν. Λακβάλνληαο ππφςε φηη ε ηζρχο  











 )(1)( 2

2

1

2

02

1 2 aF 









 

είλαη αχμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ ζ1,πξνθχπηεη φηη ε ίδηα πεξηνρή Κ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα 

ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο  

Ζ0: ζ
2
  ζ0

2
 έλαληη ηεο Η1: ζ

2
 > ζ0

2
 

(κνλφπιεπξε έλαληη κνλφπιεπξεο) νδεγψληαο θαη πάιη ζε βέιηηζην έιεγρν κε   
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Δπνκέλσο ν ηζρπξφηαηνο έιεγρνο (ΙΔ) γηα ηελ ππφζεζε Η0: ζ = ζ1 κε ζ1 > ζ0 θαζψο θαη ν νκνηφκνξθα 

ηζρπξφηαηνο έιεγρνο (ΟΙΔ) γηα ηελ ππφζεζε Ζ0: ζ
2
  ζ0

2
 έλαληη ηεο Η1: ζ

2
 > ζ0

2
 έρεη σο θξίζηκε πε-

ξηνρή ηελ ίδηα κε ηνλ έιεγρν ηεο απιήο Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο απιήο Η0: ζ = ζ1 κε ζ1 > ζ0. 

Δξγαδφκελνη κε παξφκνην ηξφπν κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε ηελ θξίζηκε πεξηνρή γηα ηνλ 

έιεγρν ηεο Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η0: ζ = ζ1 κε ζ1 < ζ0. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα έρνπκε θαη πάιη 
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θαη επεηδή ηψξα ηζρχεη 02

1

2

0  , ε αληζφηεηα ι(x) < c είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 
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Άξα ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ ζα έρεη ηε κνξθή 

Κ: a

i

i cX 





1

2)(  

θαη ε ηηκή ηεο ζηαζεξάο ac  βξίζθεηαη ίζε κε )1(22

0 aca   . Δπνκέλσο ν θαιχηεξνο έιεγρνο ζε 

επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α γηα ηελ ππφζεζε Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η0: ζ = ζ1 κε ζ1 < ζ0.ζα έρεη πεξην-

ρή απφξξηςεο 

Κ: )1(2 aT   . 

φπνπ )(XTT   είλαη ε ίδηα ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε πνπ ρξεζηκνπνηήζακε θαη γηα ηνπο πξνεγνχκελν-

πο ειέγρνπο. Οκνίσο δηαπηζηψλεηαη φηη ή ίδηα θξίζηκε πεξηνρή παξέρεη ηζρπξφηαην έιεγρν (ΙΔ) γηα 

ηελ ππφζεζε Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η0: ζ < ζ0.θαζψο θαη ζε νκνηφκνξθα ηζρπξφηαην έιεγρν (ΟΙΔ) γηα 

ηελ ππφζεζε Η0: ζ ≥ ζ0 έλαληη ηεο Η0: ζ < ζ0. 

Σπλνςίδνληαο δίλνπκε ηνλ αθφινπζν πίλαθα ν νπνίνο πεξηιακβάλεη φιεο ηηο πεξηπηψζεηο κν-

λφπιεπξσλ ειέγρσλ γηα ην κέζν κ ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ, φηαλ ην ζ
2
 είλαη γλσζηφ.  

 

Έιεγρνη γηα ην ζ όηαλ ην κ είλαη γλσζηό 

Ζ0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζ=ζ1, ζ1>ζ0 

H0: ζ=ζ0, 

Ζ1: ζ>ζ0 

H0: ζζ0,  

Ζ1: ζ>ζ0 
Κ: )(2 aρT   

Σηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 

2

1 0













 




i

i

ζ

κX
T  

H0: ζ=ζ0, 

Ζ1: ζ=ζ1, ζ1<ζ0 

H0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζ<ζ0 

H0: ζζ0,  

Ζ1: ζ<ζ0 
Κ: )1(2 aρT    
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2.2. Καηαζθεπή Οκνηόκνξθα Ιζρπξόηαησλ Διέγρσλ (ΟΙΔ) κέζσ ηεο Δθζεηηθήο 

Οηθνγέλεηαο Καηαλνκώλ (ΔΟΚ) 

Σε απηή ηελ παξάγξαθν πξνηείλεηαη κηα κέζνδνο θαηαζθεπήο βέιηηζησλ ειέγρσλ γηα κνλφπιε-

πξεο ππνζέζεηο κέζσ ηεο (κνλνπαξακεηξηθήο) εθζεηηθήο νηθνγέλεηαο θαηαλνκψλ. 

Οξηζκόο 2. Δθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκώλ (EOK) θαιείηαη ε νηθνγέλεηα ησλ θαηαλνκώλ κε ζ.π.π. ή 

ζ.π. ηεο κνξθήο 

)()();( )()( xheζβxf xTζε , xR        (ή ηζνδύλακα, )()()()();(ln xHxTζεζBxf  ) 

όπνπ β, ε, Τ, h είλαη πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο κε h > 0 θαη β > 0 (θαη ην ζηήξηγκα {x: f (x;ζ) > 0} ηεο f  

δελ εμαξηάηαη από ηελ παξάκεηξν ζ). 

 Απνδεηθλχεηαη φηη αλ κηα ηπραία κεηαβιεηή αλήθεη ζηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ κε 

κε ζ.π.π. ή ζ.π. ηεο κνξθήο ))()()()(exp();( xHxTζεζBxf  , ηφηε ε κέζε ηηκή θαη ε δηαθχ-

καλζε ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο )(XT  δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο 
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)]([
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Aλ έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ~ f (x;ζ)EOK ηφηε γηα ηνλ έιεγρν ηεο Ζ0: ζ = ζ0  έλαληη 

ηεο Ζ1: ζ = ζ1 > ζ0 ζε ε.ζ. a, ν ηζρπξφηαηνο έιεγρνο (ΙΔ) έρεη πεξηνρή απφξξηςεο ηεο κνξθήο 

cK )ι(: X , φπνπ c > 0 : P[I] = a (απφ ην ιήκκα Neyman-Pearson). Δπεηδή ε  f (x;ζ) αλήθεη ζηελ 

εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ ζα είλαη 
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)ι(: x  

θαη επνκέλσο ε αληζφηεηα ι(x) < c, νδεγεί ζηε ζπλζήθε 

.)())()((
1

10 cxTζεζε
i

i
 





 

Παξαηεξνχκε φηη αλ ε ζπλάξηεζε ε(ζ) είλαη αχμνπζα () ηφηε 0)()( 10  ζεζε  θαη επνκέλσο ε θξί-

ζηκε πεξηνρή (πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0) ζα έρεη ηε κνξθή 

.)(:
1

cXTK
i

i 




 

Αληίζεηα, αλ ε ε(ζ) είλαη θζίλνπζα () ηφηε  
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,)(:
1

cXTK
i

i 




  

φπνπ c > 0 : aIP ][ . Άξα αλ EOKxf );(   ηφηε πξνθχπηεη άκεζα ε πεξηνρή απφξξηςεο πνπ νδε-

γεί ζε ΙΔ γηα ηελ Ζ0: ζ = ζ0  έλαληη ηεο Ζ1: ζ = ζ1 > ζ0, αξθεί λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ κνλνηνλία ηεο 

ε. Όκνηα πξνθχπηεη ΙΔ γηα ηελ Ζ0: ζ = ζ0  έλαληη ηεο Ζ1: ζ = ζ1 < ζ0 (ε αληζφηεηα ζηελ πεξηνρή α-

πφξξηςεο ζα είλαη αληίζεηε). Γεληθφηεξα, κπνξνχκε λα απνδείμνπκε φηη νη παξαπάλσ πεξηνρέο απφξ-

ξηςεο νδεγνχλ ζε νκνηφκνξθα ηζρπξφηαηνπο ειέγρνπο γηα κνλφπιεπξεο ππνζέζεηο ηεο κνξθήο  Ζ0: ζ 

 ζ0 κε Ζ1: ζ > ζ0 θαη Ζ0: ζ ≥ ζ0 κε Ζ1: ζ < ζ0 (βι. ζεψξεκα πνπ αθνινπζεί). Έλαο έιεγρνο θαιείηαη 

νκνηόκνξθα ηζρπξόηαηνο (ΟΙΔ) αλ, γηα θάζε ηηκή ηνπ ζ ππφ ηελ Η1, έρεη ηε κεγαιύηεξε ηζρύ αλάκεζα 

ζε όινπο ηνπο ειέγρνπο κε ε.ζ. a. 

Θεώξεκα 2 (ΟΗΔ ζηελ ΔΟΚ). Έζησ EOKxf );(  κε ε(ζ) , θαη όηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ ππό-

ζεζε 

Ζ0: ζ  ζ0  έλαληη ηεο Ζ1: ζ > ζ0, 

ζε ε.ζ. a (δει. aIPIP H  ][max][
0  ). Ο έιεγρνο κε θξίζηκε πεξηνρή (απόξξηςεο ηεο Η0) ηεο κνξθήο 

cXTK
i

i 




1

)(: , 

όπνπ c > 0 ηέηνην ώζηε aIP ][
0

, είλαη Οκνηόκνξθα Ηζρπξόηαηνο Έιεγρνο (ΟΗΔ). Μάιηζηα, ηζρύεη όηη 

][][max
00

IPIPH   . 

Ιζνδχλακα κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε θξίλνπζα ζπλάξηεζε  


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κε c > 0 ηέηνην ώζηε aEIP  )|)((][ 00
 X , νδεγεί ζε ΟΙΔ.  

Απόδεημε. Αθνχ EOKxf );(   κε ε(ζ) ,  γηα ζ < ζ0 ζα ηζρχεη φηη )()( 0ζεζε  , θαη γηα xK, 
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θαη φκνηα cζfζf );(/);( 0 xx  γηα xΑ. Αλ ζπκβνιίζνπκε b )|)((][  ΥEIP   ηφηε  
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   ][][
0

IPIP   = bE )|)(( 0 Υ  
xx

xxxxx dfbdf );();()( 00      

   


AK
dfbdfb

xx
xxxxxx );())(();())(( 00   

    


AK
dfbcdfbc

xx
xxxxxx );())(();())((   

 0)())|)(((  bbcbEc  Υ ,  

γηα ζ  ζ0. Δπνκέλσο, aIPIP  ][][max
00  . Έζησ ηψξα άιινο έιεγρνο κε θξίλνπζα ζπλάξηεζε 

θ
*
 θαη aIPH ][max *

0  . Σπκβνιίδνπκε κε π(ζ), π
*
(ζ), γηα ζ > ζ0 ηελ ηζρχ ησλ θ, θ

*
 αληίζηνηρα. Όκν-

ηα κε παξαπάλσ, γηα ζ > ζ0, βξίζθνπκε φηη 

,
);(

);( 0 c
ζf

ζf


x

x
 γηα xK,    θαη    ,

);(

);( 0 c
ζf

ζf


x

x
 γηα xΑ. 

Δπνκέλσο, γηα ζ > ζ0, 

    )|)(()|)(()()( **  ΥΥ EE  )|)()(( *  ΥΥ  E  

           


AK
dfdf

xx
xxxxxxxx );())()(();())()(( **   

             






AcKc

dfdf
xx

xxxxxxxx );())()(();())()(( 0

*1
0

*1   

         0])[(])[][()|)()(( *1*1
0

*1

000



IPaIPIPE

ccc  ΥΥ , 

δειαδή, )()( *    γηα θάζε ζ > ζ0 (H1). (Γηα δηαθξηηέο θαηαλνκέο ηζρύεη παξόκνηα απόδεημε κε 

αζξνίζκαηα).  

 Όκνηα θαιχπηνληαη φιεο νη πεξηπηψζεηο κνλφπιεπξσλ ειέγρσλ. Σπγθεθξηκέλα, αλ );( xf : 

ΔΟΚ (δειαδή, )()();( )()( xheζβxf xTζε ), ν αθφινπζνο πίλαθαο πεξηιακβάλεη ηηο πεξηνρέο απφξξη-

ςεο ηεο Ζ0 πνπ νδεγνχλ ζε ΟΙΔ, ζε φιεο ηηο δπλαηέο πεξηπηψζεηο κνλφπιεπξσλ ειέγρσλ. 

 ε(ζ) , ε(ζ) , ε(ζ) , ε(ζ) , 

 

Ζ 

 

Ζ0: ζ  (=) ζ0 

Ζ1: ζ > ζ0 

Ζ0: ζ  (=) ζ0 

Ζ1: ζ > ζ0 

Ζ0: ζ ≥ (=) ζ0 

Ζ1: ζ < ζ0 

Ζ0: ζ ≥ (=) ζ0 

Ζ1: ζ < ζ0 

ΟΙΔ cXTK
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i 
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
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)(:  cXTK
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i 

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1

)(:  

Η ζηαζεξά c πξνζδηνξίδεηαη έηζη ψζηε λα ηζρχεη aIP ][
0

. 
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Παξάδεηγκα 5: Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …Φλ  απφ ηε Γησλπκηθή θαηαλνκή b(n,p) κε n γλσζηφ. 

Ιζρχεη φηη 


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ε ζπλάξηεζε ε(ζ) είλαη αχμνπζα θαη γηα ηνλ έιεγρν (π.ρ.)  Ζ0: p  p0 έλαληη ηεο Ζ1: p > p0, ε θξίζηκε 

πεξηνρή 

cXXTK
v

i

i

v

i

i 
 11
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ζα νξίδεη ΟΙΔ.  

Παξάδεηγκα 6: Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …Φλ ~ N(κ,ζ
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2
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ε θξίζηκε πεξηνρή 
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φπνπ κε za ζπκβνιίδεηαη ην άλσ a-ζεκείν ηεο Ν(0,1). Tειηθά ν ΟΙΔ ζε ε.ζ. a, ηεο ππφζεζεο Ζ0: κ κ0 

έλαληη ηεο Ζ1: κ > κ0, ζα έρεη θξίζηκε πεξηνρή,  

az
X

K 






/
: 0 . 

Με ηνλ ίδην ηξφπν, βξίζθνπκε φηη ν ΟΙΔ ζε ε.ζ. a, ηεο ππφζεζεο Ζ0: κ  κ0 έλαληη ηεο Ζ1: κ < κ0, ζα 

έρεη θξίζηκε πεξηνρή,  

az
X

K 






/
: 0 . 

Πξνθαλψο ηα απνηειέζκαηα απηά ζπκθσλνχλ κε εθείλα πνπ βξέζεθαλ ζηελ Παξάγξαθν 2.3.  

Παξάδεηγκα 7: Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …Φλ  απφ ηελ θαηαλνκή Γάκκα  

xa
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ex
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xf  


 1

)(
)( , 

φπνπ ην a ζεσξείηαη γλσζηφ θαη ην ι άγλσζηε παξάκεηξνο. Ιζρχεη φηη  

)()()()())(ln(lnln);(ln 1 xHxTεBaxxxf aa     

φπνπ )(lnln)(,)(,)(,ln)( 1 axxHxxTεB aa   . Δπεηδή  )(ε  , π.ρ. γηα ηνλ 

έιεγρν  

Ζ0: ι ≥ ι0   έλαληη   Ζ1: ι < ι0, 

ε θξίζηκε πεξηνρή πνπ νδεγεί ζε OIE είλαη ηεο κνξθήο 
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Αο ζεσξήζνπκε ζηε ζπλέρεηα έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ απφ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο .πηζαλφηεηαο 
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θαη αο εμεηάζνπκε ην πξφβιεκα ηεο θαηαζθεπήο νκνηφκνξθα ηζρπξφηαηνπ έιεγρνπ ζε ε.ζ. a ηεο  

Η0 : ζ  ζ0 έλαληη ηεο Η1 : ζ > ζ0. 

Γεδνκέλνπ φηη ε εθζεηηθή θαηαλνκή απνηειεί εηδηθή πεξίπησζε ηεο θαηαλνκήο Γάκκα κε 1a θαη 

ι=1/ζ , ζα κπνξνχζακε λα γξάςνπκε ηελ ππφζεζε πνπ καο ελδηαθέξεη ζηελ ηζνδχλακε κνξθή 

Η0 : ι = 1/ζ ≥ 1/ζ0 = ι0   έλαληη ηεο   Η1 : ι = 1/ζ < 1/ζ0 = ι0 
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θαη λα ζπκπεξάλνπκε φηη ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ OIE είλαη ηεο κνξθήο cXK ii  


1: . Σηελ πεξίπησ-

ζε πνπ δηαζέηνπκε κεγάιν δείγκα (λ >30) ν πξνζδηνξηζκφο ηεο ζηαζεξάο c ψζηε λα επηηεπρζεί ζπγ-

θεθξηκέλν ε.ζ. a, κπνξεί λα γίλεη εχθνια κε ρξήζε ηνπ Κεληξηθνχ Οξηαθνχ Θεσξήκαηνο (ΚΟΘ). 

Απφ ην ΚΟΘ γλσξίδνπκε φηη ηζρχεη (θαηά πξνζέγγηζε) 
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2.3. Αζθήζεηο 

1. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ~ Ν(κ,ζ
2
), φπνπ λ = 16, ζ = 6 θαη κ είλαη άγλσζηε παξάκεη-

ξνο.  

α. Να βξεζεί ε πεξηνρή απφξξηςεο Κ γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο 

Η0: κ = κ0      έλαληη ηεο       Η0: κ = κ1 

γηα κ0 = 50, κ1 = 55 ζε ε.ζ. a = 0.05. 

β. Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΙΙ θαη ηελ ηζρχ π(κ1) ηνπ παξαπάλσ ειέγρνπ. Δ-

πίζεο λα βξεζεί πφζν ζα έπξεπε λα ήηαλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο λ ψζηε ε ηζρχο λα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ 1 – β = 0.95 φηαλ κ0 = 0, κ1 = 1, a = 0.01, ζ = 1. 

2. Δπηζπκνχκε λα εμεηάζνπκε αλ ν κέζνο κ ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ N(κ,ζ
2
) είλαη κ = 100 (Η0) 

ή κ > 100 (Η1). Λακβάλνπκε ηπραίν δείγκα κεγέζνπο λ = 10, ζην νπνίν βξίζθνπκε κέζν 102x .  
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α. Αλ ζ = 5 λα θάλεηε ηνλ ζπγθεθξηκέλν έιεγρν ζε ε.ζ. α = 5%.  

β. Να ππνινγίζεηε ην p-value ηνπ παξαπάλσ δείγκαηνο θαη κέζσ απηνχ λα επαλειέγμεηε ηελ Η0 

έλαληη ηεο Η1. Τη κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη εθθξάδεη ην p-value; 

γ. Αλ ν ίδηνο δεηγκαηηθφο κέζνο 102x  πξνέθππηε απφ δείγκα λ = 50, ηη απφθαζε ζα παίξλακε; 

Να βξείηε ην αληίζηνηρν p-value.  

δ. Πφζν πξέπεη λα είλαη ην λ ψζηε π(101) = 1  β  0.95; 

3. Η κέζε γεσξγηθή παξαγσγή αλά ζηξέκκα ελφο ζπγθεθξηκέλνπ πξντφληνο ζε κηα αγξνηηθή πεξην-

ρή είλαη 35 ηφλνη κε ηππηθή απφθιηζε 3 ηφλνπο. Μεηά ηελ ρξεζηκνπνίεζε ελφο λένπ ιηπάζκαηνο, 

ε κέζε παξαγσγή ζε 100 ηπραία επηιεγκέλα ζηξέκκαηα αλήιζε ζηνπο 35.6 ηφλνπο. Να ειέγμεηε 

ζε ε.ζ. 5% αλ ε ζπγθεθξηκέλε αχμεζε είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή, δειαδή αλ ην ζπγθεθξηκέλν 

ιίπαζκα επλνεί ηελ αχμεζε ηεο κέζεο παξαγσγήο (ζεσξείζηε φηη ε δηαζπνξά ηεο παξαγσγήο έ-

ρεη παξακείλεη ε ίδηα). Να βξείηε ην αληίζηνηρν p-value ηνπ δείγκαηνο. 

4. Με βάζε έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ~ Ν(κ,8
2
) ζέινπκε λα ειέγμνπκε ζε ε.ζ. α = 5% ηελ 

Η0: κ = 80 έλαληη ηεο Η1: κ = 76. Να δεηρζεί φηη ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ IE είλαη ηεο κνξθήο  

K: acx  . Να βξεζεί ην ειάρηζην λ θαη ην ca έηζη ψζηε P[I] ≤ 0.05, P[II] ≤ 0.10. 

5. Έζησ έλα ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ ~ Ν(0,ζ
2
).  

α. Αλ λ = 10, λα δνζεί ε θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ ζε ε.ζ. a=5% ηεο ππφζεζεο Η0: ζ = 1 έ-

λαληη ηεο Η0: ζ = 2. Σηε ζπλέρεηα λα βξεζεί ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ηχπνπ ΙΙ θαη ε ηζρχο ηνπ 

παξαπάλσ ειέγρνπ.  

β. Να βξεζεί ην ειάρηζην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο λ ψζηε ε ηζρχο λα ειέγρνπ ζε ε.ζ. a=5% ηεο 

ππφζεζεο Η0: ζ = 1 έλαληη ηεο Η0: ζ = 2 λα είλαη ηνπιάρηζηνλ 0.95. 

6. Δπηζπκνχκε λα ειέγμνπκε αλ ε ηηκή πψιεζεο ελφο αγαζνχ έρεη δηαζπνξά ίζε κε 9 ή κεγαιχηεξε 

απφ 9. Λακβάλνληαο ηπραίν δείγκα κεγέζνπο λ = 30 βξίζθνπκε ζε απηφ (δεηγκαηηθή) δηαζπνξά 

12 θαη (δεηγκαηηθφ) κέζν 101. Να ειέγμεηε ηελ παξαπάλσ ππφζεζε ζε ε.ζ. 1% (κέζσ θαηάιιε-

ιεο θξίζηκεο πεξηνρήο K θαη κέζσ ηνπ αληίζηνηρνπ p-value) ζεσξψληαο φηη ε ηηκή ηνπ αγαζνχ 

αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν 100. 

7. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ φπνπ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Φi αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή 

Poisson κε παξάκεηξν ι.  

α. Να δείμεηε φηη ε πεξηνρή απφξξηςεο ηνπ ηζρπξφηαηνπ ειέγρνπ ηεο Η0 : ι = ι0 έλαληη ηεο Η1 : 

ι = ι1 κε ι1 > ι0 είλαη ηεο κνξθήο 
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i cX 
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β. Αλ ι0 = 0.3, ι1 = 0.4, α = 0.05, λ = 20, λα βξεζεί ν κηθξφηεξνο αθέξαηνο ca πνπ νδεγεί ζε  

P[I] ≤ a (ζπληεξεηηθφο έιεγρνο κε P[I] φζν ην δπλαηφ πην θνληά ζην a). Να βξείηε ηελ αληίζ-

ηνηρε ηζρχ. 

γ. Αλ ι0 = 0.3, ι1 = 0.4, α = 0.05, λ = 20, λα θαηαζθεπάζεηε έλαλ ηπραηνπνηεκέλν έιεγρν (ca,γ) 

ψζηε P[I] = α, θαη λα βξείηε ηελ ηζρχ ηνπ. 

δ. Σε έλα ζεκείν ηεο εζληθήο νδνχ ν κέζνο αξηζκφο αηπρεκάησλ πνπ ζπκβαίλνπλ ηελ πεξίνδν 

Μάην -  Σεπηέκβξην είλαη ι0 = 0.3 αλά εβδνκάδα. Μεηά απφ θάπνηα έξγα πνπ έγηλαλ ζην ζε-

κείν απηφ (ηα νπνία νινθιεξψζεθαλ αξρέο Μαΐνπ) θαηαγξάθεθαλ ηα αθφινπζα αηπρήκαηα 

ηηο επφκελεο 20 εβδνκάδεο: 1, 1, 1, 2, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 2. Απμήζεθε ε ε-

πηθηλδπλφηεηα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζεκείνπ; Να δψζεηε ην p-value ηνπ παξαπάλσ δείγκαηνο. 

8. Έζησ ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n απφ ηελ θαηαλνκή κε ζ.π.π. 

.1],1,0[,)1();(    xxxf  

Να βξεζεί ΟΙΔ ζε ε.ζ. a γηα ηελ ππφζεζε Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η1: ζ > ζ0 θαη λα δνζεί ε αληίζην-

ηρε ζπλάξηεζε ηζρχνο π(ζ). 

9. Έζησ  Φ1, Φ2, …, Φλ ηπραίν δείγκα απφ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε ζ.π.π. 
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α. Να βξεζεί νκνηφκνξθα ηζρπξφηαηνο έιεγρνο ζε ε.ζ. a ηεο  

Η0 : ζ  ζ0 έλαληη ηεο Η1 : ζ > ζ0. 

β. Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε ηζρχνο π(ζ). 

γ. Ο κέζνο ρξφλνο δηάξθεηαο κηαο ηειεθσληθήο θιήζεο ζε έλα δίθηπν είλαη 2 ιεπηά. Μεηά απφ 

κηα κείσζε ηεο ρξνλνρξέσζεο ησλ θιήζεσλ ζην δίθηπν απηφ, θαηαγξάθεθε ε δηάξθεηα 300 

θιήζεσλ ε νπνία ήηαλ ζπλνιηθά 660 ιεπηά (δει. δεηγκαηηθή κέζε δηάξθεηα θιήζεο 2.2 ιεπ-

ηά). Υπνζέηνληαο φηη ε δηάξθεηα κηαο θιήζεο αθνινπζεί εθζεηηθή θαηαλνκή, λα ειέγμεηε ζε 

ε.ζ. α = 0.01 αλ ε αχμεζε απηή είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή (δειαδή αλ επήιζε πξαγκαηηθή 

αχμεζε ηεο κέζεο δηάξθεηαο κηαο θιήζεο κεηά ηελ κείσζε ηεο ρξέσζεο). Να βξεζεί ην αληίζ-

ηνηρν p-value ηνπ δείγκαηνο. 

10. Έζησ  Φ1, Φ2, …, Φλ ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαηαλνκή Weibull κε ζ.π.π. 

0,0,
1

);( /1   


  xexxf
βx , θαη β > 0 γλσζηφ. 
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α. Να βξεζεί νκνηφκνξθα ηζρπξφηαηνο έιεγρνο ζε ε.ζ. a ηεο  

Η0 : ζ  ζ0    έλαληη ηεο      Η1 : ζ > ζ0. 

β. Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε ηζρχνο π(ζ). 

11. Έζησ έλα ηπραίν δείγκα: 0, 0, 0, 1, 2, 0, 1, 0, 2, 1, ην νπνίν πξνέξρεηαη απφ ηε γεσκεηξηθή θαηα-

λνκή κε ζ.π. 

)1,0(,...2,1,0)1();(  pxppxf x  

Να ειέγμεηε ζε ε.ζ. a = 5% αλ ηζρχεη ε Η0: p  p0 = 1/3 έλαληη ηεο Η1: p > p0  =1/3 κέζσ ηνπ p-

value ηνπ δείγκαηνο. 
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3. ΓΔΝΙΚΔΤΜΔΝΟ΢ ΛΟΓΟ΢ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΔΙΩΝ - ΔΛΔΓΥΟΙ ΤΠΟΘΔ΢Δ-

ΩΝ ΓΙΑ ΣΙ΢ ΠΑΡΑΜΔΣΡΟΤ΢ ΔΝΟ΢ ΚΑΝΟΝΙΚΟΤ ΠΛΗΘΤ΢ΜΟΤ 

 

3.1. Γεληθεπκέλνο ιόγνο πηζαλνθαλεηώλ 

Σηελ Δλφηεηα 2 είδακε φηη κέζσ ηνπ ιήκκαηνο Neyman-Pearson κπνξνχκε λα θαηαζθεπάδνπ-

κε ηζρπξφηαηνπο ειέγρνπο απιψλ ππνζέζεσλ. Γηαπηζηψζακε επίζεο φηη ζε ζπλδπαζκφ κε ην ιήκκα 

απηφ, κπνξεί λα αλαπηπρζεί θαηάιιειε κεζνδνινγία γηα ηε δεκηνπξγία ΟΙΔ ζηελ ΔΟΚ γηα ηνλ έιεγ-

ρν κνλφπιεπξσλ ππνζέζεσλ ηεο κνξθήο Η0: ζ  ζ0, Η1: ζ > ζ0, θαη  Η0: ζ ≥ ζ0, Η1: ζ < ζ0.  

Ωζηφζν, ζηε γεληθφηεξε πεξίπησζε φπνπ π.ρ. κπνξεί λα έρνπκε ακθίπιεπξεο ππνζέζεηο ηεο 

κνξθήο Η0: ζ = ζ0, Η1: ζ  ζ0 ή κπνξεί ζηνπο ειέγρνπο λα εκπιέθνληαη άγλσζηεο παξάκεηξνη (π.ρ. 

ζηνλ έιεγρν γηα ην κ θαλνληθήο κε ην ζ
2
 λα είλαη άγλσζην) δελ κπνξνχκε λα εξγαζηνχκε κέζσ ηνπ 

ιήκκαηνο Neyman-Pearson γηα ηε δεκηνπξγία ΟΙΔ. Σε απηή ηελ πεξίπησζε ζα δνχκε φηη κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί κηα επέθηαζε ηνπ ιήκκαηνο Neyman-Pearson πνπ, αλ θαη δελ νδεγεί πάληα ζε βέι-

ηηζην έιεγρν, δίλεη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο.  

 Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, ..., Xλ απφ θαηαλνκή κε ζ.π. ή ζ.π.π. f (x;ζ), ζ = (ζ1,…,ζk) θαη φηη 

ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ  

Η0: ζΘ0  έλαληη ηεο  Η1: ζΘ1. 

Τφηε, γεληθεχνληαο ην ιήκκα Neyman-Pearson, επηιέγνπκε σο πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 απηήλ πνπ 

νξίδεηαη απφ ηελ αληζφηεηα 

,
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φπνπ );();()( 1 ζζxζ ii xffL 

 , είλαη ε πηζαλνθάλεηα ηνπ δείγκαηνο. Σηελ πξάμε, γηα ηελ απιν-

πνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο, ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ζηνλ παξνλνκαζηή ιακβάλεηαη ην )(sup ζL  γηα φια 

ηα ζΘ0Θ1. Δπνκέλσο, ζχκθσλα θξηηήξην ηνπ γεληθεσκέλοσ ιόγοσ πηζαλοθαλεηώλ (ΓΛΠ) ζα α-

πνξξίπηεηαη ε Η0: ζΘ0 έλαληη ηεο Η1: ζΘ1 ζε ε.ζ. a φηαλ ηζρχεη 
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cK )ι(: X . 
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Απφ ην θξηηήξην γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ δελ πξνθχπηεη απαξαίηεηα βέιηηζηνο έιεγρνο 

(δειαδή κε ηε κεγαιχηεξε ηζρχ απφ φινπο ηνπο ειέγρνπο ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο a, γηα θάζε ζ

Θ1). Κάηη ηέηνην εμάιινπ δελ ζα ήηαλ δπλαηφ αθνχ απνδεηθλχεηαη φηη ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο (π.ρ. 

έιεγρνη ακθίπιεπξσλ ππνζέζεσλ) φπνπ δελ κπνξεί λα ππάξμεη ηέηνηνο έιεγρνο. Παξφια απηά ην θξη-

ηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ είλαη έλα εχρξεζην εξγαιείν πνπ ζηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο δίλεη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Σηηο επφκελεο παξαγξάθνπο ζα εθαξκφζνπ-

κε ην θξηηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ειέγρνπο γηα ηηο πα-

ξακέηξνπο θαλνληθψλ πιεζπζκψλ. 

 

3.2. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ην κέζν ελόο θαλνληθνύ πιεζπζκνύ όηαλ ε δηαζπνξά 

είλαη γλσζηή. 

Έζησ Φ1, Φ2, …, Φλ ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή Ν(κ,ζ
2
) κε ζ

2
 γλσζηφ. Θα αλα-

δεηήζνπκε ηελ θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ ηεο Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο H1: κ  κ0, κέζσ ηνπ γεληθεπ-

κέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ (ΓΛΠ), ζε ε.ζ. a. Σε απηή ηελ πεξίπησζε νπζηαζηηθά αλαδεηνχκε έιεγ-

ρν ησλ ππνζέζεσλ 

Η0 : κΘ0 = {κ0}  έλαληη ηεο  Η1 : κ Θ1 = (–, κ0)  (κ0, ), 

θαη επνκέλσο ε πεξηνρή απφξξηςεο ζχκθσλα κε ην ΓΛΠ ζα είλαη ηεο κνξθήο 

,
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Σηνλ παξνλνκαζηή ηνπ ι(X) ζα πξέπεη λα βξνχκε ην κ πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ πηζαλνθάλεηα L(κ) (ή 

ηζνδχλακα ηελ lnL(κ)) ζε φιν ηνλ παξακεηξηθφ ρψξν (κR). Δίλαη φκσο γλσζηφ φηη ε πηζαλνθάλεηα 

κεγηζηνπνηείηαη ζην κ πνπ είλαη ίζν κε ηελ εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ΔΜΠ) ηνπ κ (εμ ν-

ξηζκνχ ηεο ΔΜΠ). Γειαδή ε L(κ) κεγηζηνπνηείηαη ζην )ˆ(L , φπνπ X̂ . Πξάγκαηη, 

xxκL
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2
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(θαη ε δεχηεξε παξάγσγνο ζην x  είλαη αξλεηηθή). Δπνκέλσο,  
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φπνπ κε za ζπκβνιίδεηαη ην άλσ a-ζεκείν ηεο Ν(0,1).  

Τειηθά, ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 ζα είλαη 
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
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X
TzTK a/   . 

Σε πξνεγνχκελε παξάγξαθν είρακε δψζεη ζε πίλαθα ηηο θξίζηκεο πεξηνρέο γηα ηηο αληίζηνηρεο κνλφπ-

ιεπξεο ππνζέζεηο. Σπκπιεξψλνληαο θαη ηνλ ακθίπιεπξν έιεγρν παίξλνπκε ηνλ αθφινπζν πίλαθα ν 

νπνίνο πεξηιακβάλεη φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ειέγρσλ γηα ηνλ κέζν κ θαλνληθνχ πιεζπζκνχ, φηαλ ην ζ
2
 

είλαη γλσζηφ.  

Έιεγρνο γηα ην κ όηαλ ην ζ
2
 είλαη γλσζηό (κε ε.ζ. a) 

H0:κ=κ0,  

Ζ1:κ=κ1, κ1>κ0 

H0:κ=κ0,  

Ζ1:κ>κ0 

H0:κκ0,  

Ζ1:κ>κ0 
Κ: azT   

Σηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 
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H0:κ=κ0, 

Ζ1:κ=κ1, κ1<κ0 

H0:κ=κ0,  

Ζ1:κ<κ0 

H0:κκ0, 

Ζ1:κ<κ0 
Κ: azT   

Ζ0: κ=κ0, 

Ζ1: κκ0, 
Κ:  2/|| azT   
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3.3. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ην κέζν ελόο θαλνληθνύ πιεζπζκνύ όηαλ ε δηαζπνξά 

είλαη άγλσζηε. 

Η ππφζεζε πνπ θάλακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα φηη ε δηαζπνξά, 2 , ηνπ θαλνληθνχ πιε-

ζπζκνχ πνπ κειεηάκε είλαη γλσζηή, δελ είλαη κηα ξεαιηζηηθή ππφζεζε. Σηελ πξάμε, ε δηαζπνξά ηνπ 

πιεζπζκνχ είλαη ζπλήζσο άγλσζηε. Σηελ παξνχζα ελφηεηα, ζα δνχκε πψο εξγαδφκαζηε φηαλ ε δη-

αζπνξά ηνπ πιεζπζκνχ είλαη άγλσζηε. 

Έζησ Φ1, Φ2, …, Φλ ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή Ν(κ,ζ
2
) κε ζ

2
 άγλσζην. Θα α-

λαδεηήζνπκε θαη πάιη ηελ θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ ηεο Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο H1: κ  κ0, κέζσ 

ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ (ΓΛΠ), ζε ε.ζ. a. Σε απηή ηελ πεξίπησζε νπζηαζηηθά αλαδε-

ηνχκε έιεγρν ησλ ππνζέζεσλ 

Η0 : ζ = (κ,ζ
2
)Θ0 = {κ0}R+ έλαληη ηεο Η1 : ζ = (κ,ζ

2
) Θ1 = (-,κ0)(κ0,)R+ 

θαη ε πεξηνρή απφξξηςεο ζα πξνθχπηεη κέζσ ηεο αληζφηεηαο c)ι(x , φπνπ )ι(x  ν ΓΛΠ  
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Όκνηα (εμηζψλνληαο ηηο κεξηθέο παξαγψγνπο σο πξνο κ, ζ
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φπνπ γηα ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο,  
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απνδεηθλχεηαη φηη είλαη αλεμάξηεηεο θαη επίζεο είλαη γλσζηφ φηη Ε ~ Ν(0,1) (ππφ ηελ Η0) θαη Υ~ 2

1  

(ρη-ηεηξάγσλν κε λ1 βαζκνχο ειεπζεξίαο). Δπνκέλσο, ππφ ηελ Η0, ε ηπραία κεηαβιεηή Τ αθνινπζεί 

ηελ θαηαλνκή ηνπ student (απφ ηνλ νξηζκφ ηεο θαηαλνκήο απηήο) κε λ1 βαζκνχο ειεπζεξίαο (ζπκβ. 

κε tλ-1). Φξεζηκνπνηψληαο ην γεγνλφο απηφ κπνξνχκε λα βξνχκε ην ca έηζη ψζηε aIP ][ . Πην ζπγ-

θεθξηκέλα ζα έρνπκε, 
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φπνπ κε tλ-1(a) ζπκβνιίζνπκε ην άλσ a-ζεκείν ηεο θαηαλνκήο tλ-1. Τειηθά, ζα απνξξίπηεηαη ε Η0 ζε 

ε.ζ. a φηαλ, 
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Γηα ηηο κνλφπιεπξεο ππνζέζεηο κπνξνχκε θαη πάιη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ίδηα ζηαηηζηηθή 

ζπλάξηεζε. Οη πεξηνρέο απφξξηςεο ηεο Η0 ζα είλαη ηεο κνξθήο Τ > c γηα Ζ1: κ>κ0 θαη Τ < c γηα Ζ1: 
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κ<κ0. Γηα λα έρνπκε P[I] = a κπνξνχκε εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη ην c ζα πξέπεη λα είλαη ίζν κε 

tλ-1(a) θαη –tλ-1(a) αληίζηνηρα. Σπγθεθξηκέλα, ζα έρνπκε ηνλ επφκελν πίλαθα ν νπνίνο πεξηιακβάλεη 

φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ειέγρσλ γηα ην κέζν κ θαλνληθνχ πιεζπζκνχ, φηαλ ην ζ
2
 είλαη άγλσζην. 

 

Έιεγρνη γηα ην κ όηαλ ην ζ
2
 είλαη άγλσζην (κε ε.ζ. a) 

H0:κ=κ0,  

Ζ1: κ=κ1, κ1>κ0 

H0:κ=κ0,  

Ζ1:κ>κ0, 

H0:κκ0,  

Ζ1:κ>κ0 
Κ: )(1 atT    
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T


  

H0:κ=κ0,  

Ζ1:κ=κ1, κ1<κ0 

H0:κ=κ0,  

Ζ1:κ<κ0 

H0:κκ0,  

Ζ1:κ<κ0 
Κ: )(1 atT    

Ζ0: κ=κ0,  

Ζ1: κκ0, 
Κ: )2/(|| 1 atT    

 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί ζηελ πεξίπησζε πνπ δηαζέηνπκε ηπραίν δείγκα XXX ...,, 21  απφ έλα 

πιεζπζκφ πνπ αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε άγλσζηε δηαζπνξά 2 , δελ ζα κπνξνχζακε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε σο ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ειέγρνπ ηελ  /)( 0X  (κε ηελ νπνία πξαγκαην-

πνηήζακε ζηελ Δλφηεηα 3.1 ηνπο αληίζηνηρνπο ειέγρνπο φηαλ δηαζπνξά 2  ήηαλ γλσζηή) αθνχ ηψξα 

πιένλ δελ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο κε ρξήζε ηνπ δείγκαηνο. Δθείλν ινηπφλ ην νπνίν 

θάλνπκε ηψξα είλαη φηη ρξεζηκνπνηνχκε ην δείγκα γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ άγλσζηε δηαζπνξά 2 , 

κέζσ ηεο δεηγκαηηθήο δηαζπνξά 2S   νπνία είλαη ακεξφιεπηε εθηηκήηξηά ηεο, θαη σο ζηαηηζηηθή ζπ-

λάξηεζε ειέγρνπ ρξεζηκνπνηήζακε πιένλ ηελ sX /)( 0   ε νπνία, ππφ ηελ Η0, αθνινπζεί ηελ 

θαηαλνκή ηνπ student κε λ1 βαζκνχο ειεπζεξίαο (αληί ηεο Ν(0, 1) πνπ αθνινπζεί ε 

 /)( 0X ). 
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3.4. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ηε δηαζπνξά ελόο θαλνληθνύ πιεζπζκνύ όηαλ ε κέζε 

ηηκή είλαη γλσζηή. 

Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, ..., Φλ ~ N(κ,ζ
2
) κε κ γλσζηφ θαη επηζπκνχκε λα ειέγμνπκε ηελ π-

πφζεζε Ζ0: ζ
2
 = ζ0

2
, Ζ1: ζ

2
  ζ0

2
. Θα αλαδεηήζνπκε ηελ πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 (ζε ε.ζ. α) ρξε-

ζηκνπνηψληαο ην θξηηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ. Οη ππνζέζεηο ζα είλαη ηεο κνξ-

θήο 

     Ζ0: ζ
2
Θ0 = {ζ0

2
},  

     Ζ1: ζ
2
Θ1 = R+\{ζ0

2
} 

θαη απφ ην ΓΛΠ ε πεξηνρή απφξξηςεο ζα θαζνξίδεηαη κέζσ ηεο αληζφηεηαο 

,
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θαη γηα λα βξνχκε ην ζ πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ πηζαλνθάλεηα L(ζ) ζε φιν ηνλ παξακεηξηθφ ρψξν (ζ > 0) 

ζα έρνπκε 
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Απφ ην επφκελν ζρήκα βιέπνπκε φηη γηα λα ηζρχεη ε αληζφηεηα ctg )(  ζα πξέπεη λα είλαη  t < c1 ή t 

> c2, γηα θάπνηα c1, c2.  
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 c΄ 

 0 

 g(t) 

 c1  c2  

Eπνκέλσο, θαη ε θξίζηκε πεξηνρή ζα πξέπεη λα είλαη ηεο κνξθήο 

Κ: 2cT    ή  1cT  .  

Παξαηεξνχκε φηη ππφ ηελ Η0, ε ζ.ζ. T  ~ 2ρ . Άξα γηα λα έρνπκε P[I] = a, ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο 

Ζ0: ζ
2
 = ζ0

2
 έλαληη ηεο Ζ1: ζ

2
  ζ0

2
 (κε κ γλσζηφ), ζα είλαη ε 

Κ: )
2

1(ρ 2 a
T     ή  )

2
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T     φπνπ   











1

2

0

)(
i

ix
T . 

Γηα ηνπο αληίζηνηρνπο κνλφπιεπξνπο ειέγρνπο κπνξνχκε λα βξνχκε ΟΙΔ κέζσ ηεο ΔΟΚ (Θεψξεκα 

2). Πξάγκαηη, δηαπηζηψλνπκε φηη  
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θαη επεηδή ε ζπλάξηεζε )2/(1)( 22  ε , είλαη αχμνπζα, γηα ηνλ έιεγρν Ζ0: ζ
2
  ζ0

2
 έλαληη ηεο Ζ1: 

ζ
2
 > ζ0

2
, ε θξίζηκε πεξηνρή 
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 1
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νξίδεη ΟΙΔ. Αλ ζέινπκε P[I] = a ηφηε ζα πξέπεη, 
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φπνπ κε )(2 a  ζπκβνιίδεηαη ην άλσ a-ζεκείν ηεο ρη ηεηξάγσλν θαηαλνκήο κε λ β.ε. Τειηθά ν ΟΙΔ 

ζε ε.ζ. a, ηεο ππφζεζεο Ζ0: ζ
2
  ζ0

2
 έλαληη ηεο Ζ1: ζ

2
 > ζ0

2
, ζα έρεη θξίζηκε πεξηνρή,  
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2

0
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. 

Με ηνλ ίδην ηξφπν, βξίζθνπκε φηη ν ΟΙΔ ζε ε.ζ. a, ηεο ππφζεζεο Ζ0: ζ
2
  ζ0

2
 έλαληη ηεο Ζ1: ζ

2
 < ζ0

2
, 

ζα έρεη θξίζηκε πεξηνρή,  
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)1()(
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aXK
v
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i 
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
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ή ηζνδχλακα 
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

/
,||: 0

2


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X
TzTK a/   . 

Σε πξνεγνχκελε παξάγξαθν είρακε δψζεη ζε πίλαθα ηηο θξίζηκεο πεξηνρέο γηα ηηο αληίζηνηρεο κνλφπ-

ιεπξεο ππνζέζεηο. Σπκπιεξψλνληαο θαη ηνλ ακθίπιεπξν έιεγρν παίξλνπκε ηνλ αθφινπζν πίλαθα ν 

νπνίνο πεξηιακβάλεη φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ειέγρσλ γηα ηε δηαζπνξά ζ
2
 ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ, 

φηαλ ην κ είλαη γλσζηφ.  
 

Έιεγρνη γηα ην ζ όηαλ ην κ είλαη γλσζηό 

Ζ0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζ=ζ1, ζ1>ζ0 

H0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζ>ζ0 

H0: ζζ0,  

Ζ1: ζ>ζ0 
Κ: )(2 aρT   

Σηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 

2

1 0


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







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

i

i

ζ

κX
T  

H0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζ=ζ1, ζ1<ζ0 

H0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζ<ζ0 

H0: ζζ0,  

Ζ1: ζ<ζ0 
Κ: )1(2 aρT    

Ζ0: ζ=ζ0,  

Ζ1: ζζ0 
Κ:  )

2
1(2 a

ρT    ή )
2

(2 a
ρT   

 

 

3.5. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ηε δηαζπνξά ελόο θαλνληθνύ πιεζπζκνύ όηαλ ε κέζε 

ηηκή είλαη άγλσζηε. 

Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, ..., Φλ ~ N(κ,ζ
2
) κε κ άγλσζηφ θαη επηζπκνχκε λα ειέγμνπκε ηελ 

ππφζεζε Ζ0: ζ
2
 = ζ0

2
, Ζ1: ζ

2
  ζ0

2
. Θα αλαδεηήζνπκε θαη πάιη ηελ πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 (ζε 

ε.ζ. α) ρξεζηκνπνηψληαο ην θξηηήξην ηνπ ΓΛΠ. Οη ππνζέζεηο ηψξα ζα είλαη 

    Ζ0: ζ = (κ,ζ
2
)Θ0 = R{ζ0

2
} 

    Ζ1: ζ = (κ,ζ
2
)Θ1 = R(R+\{ζ0

2
}) 

Η πεξηνρή απφξξηςεο ζα θαζνξίδεηαη κέζσ ηεο αληζφηεηαο 
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Όπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν, απφ ηελ αληζφηεηα ctg )(  πξνθχπηεη φηη  t < c1 ή t > c2, 

θαη επνκέλσο, ε θξίζηκε πεξηνρή ζα πξέπεη λα έρεη ηελ κνξθή, 

Κ: 2cT    ή  1cT  . 

Δδψ, ε ζ.ζ. T ππφ ηελ H0 αθνινπζεί θαηαλνκή 2

1ρ  . Άξα γηα λα ηζρχεη P[I] = a, ε πεξηνρή απφξξηςεο 

ηεο Ζ0: ζ
2
 = ζ0

2
 έλαληη ηεο Ζ1: ζ
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  ζ0
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Γηα ηηο κνλφπιεπξεο ππνζέζεηο κπνξνχκε θαη πάιη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ίδηα ζηαηηζηηθή ζπλάξ-

ηεζε. Οη πεξηνρέο απφξξηςεο ηεο Η0 ζα είλαη ηεο κνξθήο Τ > c γηα Ζ1: ζ
2  

> ζ0
2
 θαη Τ < c γηα Ζ1: ζ

2  

< ζ0
2
. Γηα λα εμαζθαιίζνπκε φηη P[I] = a, δηαπηζηψλνπκε φηη ην c ζα πξέπεη λα είλαη ίζν κε )(2

1 aρ   

θαη )1(2

1 aρ   αληίζηνηρα. Σπγθεθξηκέλα, ζα έρνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ν νπνίνο πεξηιακβάλεη 

φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ειέγρσλ γηα ην ζ
2
 θαλνληθνχ πιεζπζκνχ, φηαλ ην κ είλαη άγλσζην.  

Έιεγρνη γηα ην ζ όηαλ ην κ είλαη άγλσζην 

Ζ0: ζ=ζ0,  
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H0: ζ=ζ0,  
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3.6. Αζθήζεηο 

1. Έζησ Φ1,Φ2, …, Φλ ηπραίν δείγκα απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή Ν(κ,ζ
2
) κε ζ

2
 γλσζηφ.  

α. Φξεζηκνπνηψληαο ηελ θξίζηκε πεξηνρή ηνπ ειέγρνπ ηεο Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο H1: κ  κ0  λα 

πξνζδηνξίζεηε ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηνπ κ0 γηα ηηο νπνίεο ε ππφζεζε Η0: κ = κ0 δελ απνξξίπ-

ηεηαη (ζε ε.ζ. a, έλαληη ηεο H1). Να ζπγθξίλεηε ην ζχλνιν απηφ κε ην γλσζηφ δηάζηεκα εκπηζ-

ηνζχλεο γηα ην κ, ζπληειεζηνχ 1 – a. Πσο κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην δ.ε. γηα λα ε-

ιέγμνπκε ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο; 

β. Να εθθξάζεηε ην p-value ελφο δείγκαηνο x1,x2,…,xλ γηα ηνλ έιεγρν ηεο Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο 

H1: κ  κ0. 

γ.  Να βξείηε ηελ ζπλάξηεζε ηζρχνο ηνπ ειέγρνπ ηνπ ειέγρνπ ηεο Η0: κ = κ0 έλαληη ηεο H1: κ  

κ0  αλ λ = 100, κ0 = 10, ζ = 10, α = 5%. Αλ ηζρχεη κ = 12, κε ηη πηζαλφηεηα ζα πάξνπκε ζσζηή 

απφθαζε; 

2. Ο δεηγκαηηθφο κέζνο κε βάζε έλα δείγκα κεγέζνπο λ = 100 απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή Ν(κ,ζ
2
) 

βξέζεθε ίζνο κε 11, ελψ γλσξίδνπκε φηη ζ = 4. Να ειέγμεηε αλ ηζρχεη ε Η0: κ = 10 έλαληη ηεο 

Η1: κ  10  ζε ε.ζ. a = 5%:  

α. κέζσ ηεο θξίζηκεο πεξηνρήο Κ,  

β. κέζσ θαηάιιεινπ δ.ε. γηα ην κ, θαη  

γ. κέζσ ηνπ p-value  

Γίλεηαη φηη z0.025
 
 1.96.  

3. Απφ ηπραίν δείγκα 150 εκπνξηθψλ θαηαζηεκάησλ ηεο πφιεσο Α πξνέθπςε φηη ην κέζν εηήζην 

ελνίθην ηνπο είλαη 13632 επξψ, ελψ απφ απνγξαθή πνπ έγηλε ζηελ πφιε Β πξνέθπςε φηη ην κέζν 

εηήζην ελνίθην φισλ ησλ εκπνξηθψλ θαηαζηεκάησλ ηεο είλαη 13452 επξψ κε ηππηθή απφθιηζε 

1864 επξψ.  

α. Να εμεηαζηεί αλ κπνξνχκε λα δερζνχκε, ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 0.10 φηη ηα ελνίθηα ησλ 

εκπνξηθψλ θαηαζηεκάησλ ηεο πφιεσο Α δε δηαθέξνπλ απφ εθείλα ηεο πφιεσο Β, φηαλ είλαη 

γλσζηφ φηη νη δχν θαηαλνκέο έρνπλ ηελ ίδηα δηαθχκαλζε. 

β. Υπφ ηηο ίδηεο παξαδνρέο θαη δεδνκέλα, λα εμεηαζηεί αλ ηα ελνίθηα ησλ εκπνξηθψλ θαηαζηε-

κάησλ ηεο Α είλαη πςειφηεξα απφ εθείλα ηεο Β, ζε ε.ζ. 0.10. 

Γίλεηαη φηη z0.05  1.645, z0.1  1.281.  

4. Να θάλεηε θαη πάιη ηα Δξσηήκαηα (α), (β), (γ) ηεο Άζθεζεο 1, απηή ηε θνξά ζεσξψληαο φηη ην ζ 

δελ είλαη γλσζηφ.  
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5. Ο δεηγκαηηθφο κέζνο θαη ε δεηγκαηηθή δηαζπνξά απφ δείγκα κεγέζνπο λ =20 πνπ πξνέξρεηαη απφ 

ηελ θαλνληθή θαηαλνκή βξέζεθαλ ίζα κε 12 θαη 22.8 αληίζηνηρα. Να ειέγμεηε αλ ηζρχεη ε Η0: κ 

= 10 έλαληη ηεο Η1: κ  10  ζε ε.ζ. a = 5% 

α. κέζσ ηεο θξίζηκεο πεξηνρήο K,  

β. κέζσ θαηάιιεινπ δ.ε. γηα ην κ, θαη  

γ. κέζσ ηνπ p-value.  

Γίλεηαη φηη t19(0.025)  2.09302. 

6. Έζησ φηη ν αξηζκφο κεληαίσλ πσιήζεσλ ελφο πξντφληνο απφ ηνπο αληηπξνζψπνπο κηαο εηαηξείαο 

απηνθηλήησλ αθνινπζεί ηελ Ν(40, 100). Τν πξνζσπηθφ ησλ αληηπξνζψπσλ ηεο εηαηξείαο παξα-

θνινπζεί θάπνηα ζεκηλάξηα θαη έζησ Φ1, Φ2,…, Φλ νη πσιήζεηο ησλ αληηπξνζψπσλ ηνλ επφκελν 

κήλα. Πσο ζα ειέγραηε ζε ε.ζ. α αλ κεηαβιήζεθαλ νη κέζεο πσιήζεηο ή φρη. Πνηα ζα ήηαλ ε α-

πάληεζή ζαο ζην παξαπάλσ εξψηεκα αλ γηα λ = 5 αληηπξνζψπνπο είρακε xi = 35, 45, 38, 40, 43. 

(a = 5%). Να δψζεηε ην αληίζηνηρν p-value. 

7. Καηά ην έηνο 2008 ε κέζε κεληαία θαηαλαισηηθή δαπάλε ησλ νηθνγελεηψλ κηαο πφιεο ήηαλ κ0 

=14.4 εθαηνληάδεο επξψ. Καηά ην επφκελν έηνο ζπγθεληξψζεθαλ ζηνηρεία κέζεο κεληαίαο θα-

ηαλαισηηθήο δαπάλεο (Φ, ζε εθαηνληάδεο επξψ) απφ ηπραίν δείγκα 10 νηθνγελεηψλ ηεο πφιεο 

απηήο, ηα νπνία έδσζαλ ηα αθφινπζα αζξνίζκαηα: 

2.153
1

 



i ix    θαη    6.2448
1

2  



i ix . 

Θεσξψληαο φηη κεληαία θαηαλαισηηθή δαπάλε ησλ νηθνγελεηψλ κηα πφιεο αθνινπζεί N(κ,ζ
2
), 

κπνξνχκε λα δερζνχκε, ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 0.05, φηη θαηά ην έηνο 2009 ε κέζε κεληαία 

θαηαλαισηηθή δαπάλε κ φισλ ησλ νηθνγελεηψλ ηεο πφιεο έκεηλε, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, ακε-

ηάβιεηε ζε ζρέζε κε ην πξνεγνχκελν έηνο; Να ζεσξήζεηε σο ελαιιαθηηθή ππφζεζε  

α. ηελ κ  κ0,   β. ηελ κ < κ0,    γ. ηελ κ > κ0. 

8. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, …, Φλ απφ ηελ Ν(κ,ζ
2
) κε ζ

2
 άγλσζην θαη έζησ φηη ζέινπκε λα ειέγ-

μνπκε ηελ Η0: κ = κ0. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε pvalue , pvalue , θαη pvalue , ηα p-values πνπ αλ-

ηηζηνηρνχλ ζηνλ έιεγρν ηεο Η0: κ = κ0 κε ελαιιαθηηθέο ηηο Η1: κ > κ0, Η1: κ < κ0, H1: κ  κ0 αλ-

ηίζηνηρα, λα δείμεηε φηη  















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tpvalue

tpvalue
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φπνπ sxt /)( 0  . 
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9.  Θεσξψληαο φηη ε ηηκή πψιεζεο ελφο πξντφληνο ζε κηα πεξηνρή αθνινπζεί N(κ,ζ
2
), θαη πξνθεη-

κέλνπ λα ειεγρζεί ε Η0: κ = 1000 επξψ έλαληη ηεο Η1 : κ  1000 επξψ, θαηαγξάθεθε ε ηηκή πψ-

ιεζεο ηνπ πξντφληνο απηνχ ζε έλα ηπραίν δείγκα λ θαηαζηεκάησλ. Απφ απηφ ην ηπραίν δείγκα 

βξέζεθε κέζε ηηκή πψιεζεο 1030 επξψ κε p-value = 8%. Αλ αληί ηεο ελαιιαθηηθήο Η1:κ  1000 

ζέιακε λα ειέγμνπκε ηελ Η1 : κ > 1000 πνην ζα ήηαλ ην αληίζηνηρν p-value; Πνην ζα ήηαλ ην αλ-

ηίζηνηρν p-value φηαλ Η1 : κ < 1000;  

10.  Σε λ = 20 θαπληζηέο πνπ απνθάζηζαλ λα δηαθφςνπλ ην θάπληζκα κεηξήζεθε ην ζσκαηηθφ ηνπο 

βάξνο ιίγν πξηλ θαη ηξείο κήλεο κεηά ηε δηαθνπή ηνπ θαπλίζκαηνο, θαη βξέζεθε φηη 8.1x  θαη 

sx = 0.8, φπνπ xi είλαη ε δηαθνξά ηνπ ζσκαηηθνχ βάξνπο (ζε θηιά) ηνπ i αηφκνπ κεηά – πξίλ ηε 

δηαθνπή ηνπ θαπλίζκαηνο. Να ειέγμεηε αλ, κε βάζε ην δείγκα απηφ, κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε 

δηαθνπή ηνπ θαπλίζκαηνο ζπλδέεηαη κε κηα κεηαβνιή ηνπ ζσκαηηθνχ βάξνπο. Να θάλεηε ηνλ 

ακθίπιεπξν θαη ηνπο δχν κνλφπιεπξνπο ειέγρνπο κέζσ ησλ p-values.  

11. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, ..., Φλ ~ N(κ,ζ
2
) κε κ γλσζηφ.  

α. Φξεζηκνπνηψληαο ην απνηέιεζκα πνπ βξέζεθε γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο Ζ0: ζ = ζ0 έλαληη 

ηεο Ζ1: ζ  ζ0 (ζε ε.ζ. α) κε ην θξηηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ λα πξνζδην-

ξίζεηε ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηνπ ζ0 γηα ηηο νπνίεο δελ απνξξίπηεηαη ε Η0 θαη λα ην ζπγθξίλεηε 

κε ην γλσζηφ δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην ζ, ζπληειεζηνχ 1 – a (φηαλ κ γλσζηφ).  

12. Να επαλαιάβεηε ηελ Άζθεζε 11, απηή ηελ θνξά ζεσξψληαο φηη ην κ είλαη άγλσζην.  

13. Έζησ φηη ν ρξφλνο δσήο ελφο ηχπνπ κπαηαξηψλ αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή N(κ,ζ
2
). Ο θα-

ηαζθεπαζηήο ηζρπξίδεηαη φηη ζ
2 

= 100. Μπνξνχκε λα απνξξίςνπκε ηνλ ηζρπξηζκφ απηφ έλαληη 

ηεο Η1: ζ
2 

> 100 ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 5% αλ έρνπκε ηελ πιεξνθνξία φηη ε δεηγκαηηθή δη-

αζπνξά S
2
 ησλ ρξφλσλ δσήο ελφο ηπραίνπ δείγκαηνο 20 κπαηαξηψλ βξέζεθε ίζε κε 130. Να βξε-

ζεί ην p-value ηνπ ειέγρνπ. 

14. Η δνθηκή ελφο ζπζηήκαηνο παξαθνινπζήζεσο ηεο παξαγσγήο είρε απνηπρία 4 θνξέο ηνλ πξψην 

κήλα, 3 θνξέο ην δεχηεξν κήλα, 7 θνξέο ηνλ ηξίην κήλα θαη 8 θνξέο ηνλ ηέηαξην κήλα. Μπνξν-

χκε λα δερζνχκε, ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 5%, φηη, θαηά κέζν φξν, νη απνηπρίεο ηνπ ζπζηή-

καηνο είλαη, γεληθά, ιηγφηεξεο απφ 10 ην κήλα; Θεσξήζηε φηη ε θαηαλνκή ησλ κεληαίσλ απνηπ-

ρηψλ ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα πξνζεγγηζζεί απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. 

15. Έζησ Φ1, Φ2, …, Φλ έλα ηπραίν δείγκα απφ ηελ Δθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή ζ. Να βξεζεί 

έιεγρνο γηα ηελ Η0: ζ = ζ0 έλαληη ηεο Η1: ζ  ζ0, ζε ε.ζ. a, κέζσ ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζα-

λνθαλεηψλ. 
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4. ΔΛΔΓΥΟΙ ΤΠΟΘΔ΢ΔΩΝ ΓΙΑ ΣΙ΢ ΠΑΡΑΜΔΣΡΟΤ΢ ΓΤΟ ΚΑ-

ΝΟΝΙΚΩΝ ΠΛΗΘΤ΢ΜΩΝ 

4.1. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ηε δηαθνξά κ1  κ2 ησλ κέζσλ δπν αλεμάξηεησλ πιε-

ζπζκώλ 

Σε απηή ηελ παξάγξαθν, ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ ν κέζνο κ1 ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ είλαη 

ίζνο κε ηνλ κέζν κ2 ελφο άιινπ (αλεμάξηεηνπ) θαλνληθνχ πιεζπζκνχ. Έρνπκε δειαδή ηελ ππφζεζε 

H0: κ1  κ2 = 0   έλαληη ηεο   H1: κ1  κ2 ≠ 0. 

Θεσξνχκε φηη έρνπκε δπν αλεμάξηεηα ηπραία δείγκαηα  

Φ1, Φ2, …,
1

X  ~ Ν(κ1,
2

1 ) ,    Υ1, Υ2, …,
2

Y  ~ Ν(κ2,
2

2 ) 

απφ ηνπο δχν απηνχο πιεζπζκνχο θαη δηαθξίλνπκε ηηο αθφινπζεο πεξηπηψζεηο:  

(α). Τα 2

1ζ , 2

2ζ  είλαη γλφζηά. Σε απηή ηελ πεξίπησζε, έρνπκε 

Η0 : ζ = (κ1, κ2)Θ0 = {(κ, κ), κR} έλαληη ηεο Η1 : ζ = (κ1, κ2) R
2
 – Θ0 

θαη ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0,ζχκθσλα κε ην ΓΛΠ, ζα θαζνξίδεηαη κέζσ ηεο αληζφηεηαο  

c
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είλαη ε πηζαλνθάλεηα ησλ δχν αλεμάξηεησλ δεηγκάησλ. Βξίζθνπκε φηη 
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θαη επίζεο βξίζθνπκε φηη sup L(κ1, κ2) = ),( yxL . Έπεηηα απφ θάπνηεο πξάμεηο θαη απινπνηήζεηο 

πξνθχπηεη 

cyxc
YXL

L
c

L

L
 ||...

),(

)ˆ,ˆ(

),(sup

),(sup
c),ι( 00

21
, 21






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
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νπφηε ε θξίζηκε πεξηνρή ζα πξέπεη λα έρεη ηελ κνξθή  

.|| cYX   

Γηα λα ηζρχεη P[I] = a, ζα πξέπεη aHcYXP  )||(| 0 . Παξαηεξνχκε φηη ε ζ.ζ.  
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Τ =

2

2

2

1

2

1 ζζ




YX
 

αθνινπζεί, ππφ ηελ Η0, ηελ Ν(0,1), θαη επνκέλσο ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 ζε ε.ζ. a ζα είλαη 

K:  |Τ | > zα/2 

Όκνηα βξίζθνπκε ηηο θξίζηκεο πεξηνρέο γηα ηνλ έιεγρν ησλ κνλφπιεπξσλ ππνζέζεσλ. Σπγθελ-

ηξσηηθά ιακβάλνπκε ηνλ επφκελν πίλαθα:  

Τπνζέζεηο Κξίζηκε πεξηνρή 

Ζ0 : κ1 (=) κ2 έλαληη ηεο Ζ1 : κ1 > κ2 Τ > zα 

Ζ0 : κ1 (=) κ2 έλαληη ηεο Ζ1 : κ1 < κ2 Τ < zα 

Ζ0 :   κ1 = κ2    έλαληη ηεο   Ζ1 : κ1  κ2 |Τ | > zα/2 

Αλ γεληθφηεξα, Η0: κ1 = κ2 + δ, ηφηε αληί ηεο παξαπάλσ ζ.ζ. ρξεζηκνπνηνχκε ηελ  

,

2

2
2

1

2
1 ζζ










YX
T  

ε νπνία ππφ ηελ Η0 αθνινπζεί N(0,1) (νη πεξηνρέο απφξξηςεο κέλνπλ ίδηεο).  

(β). Τα ζ1

2 , ζ2

2  είλαη άγλφζηα θαη ίζα (οκοζθεδαζηηθόηεηα). Δδψ ζα έρνπκε 

Η0 : ζ = (κ1,κ2,ζ
2
)Θ0 = {(κ,κ), κR}R+ έλαληη ηεο Η1 : ζ = (κ1,κ2,ζ

2
)R

2
(R+ – Θ0) 

θαη επνκέλσο ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 ζχκθσλα κε ην ΓΛΠ, ζα θαζνξίδεηαη κέζσ ηεο αληζφηε-

ηαο 
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Έπεηηα απφ αξθεηέο πξάμεηο θαη απινπνηήζεηο, πξνθχπηεη ηειηθά φηη  ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 ζε 
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Σεκεηψλνπκε φηη ε Τ, ππφ ηελ Η0: κ1 = κ2 (κε ζ1 = ζ2), αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή ηνπ student κε 

λ1+λ22 βαζκνχο ειεπζεξίαο ( 221 t ). Δπίζεο είλαη θαλεξφ φηη, φηαλ ηζρχεη ε Η1, ε Τ ζα ιακβάλεη 

«κεγάιεο» (αξλεηηθέο ή ζεηηθέο) ηηκέο.   

Όκνηα βξίζθνπκε ηηο θξίζηκεο πεξηνρέο γηα ηνλ έιεγρν ησλ κνλφπιεπξσλ ππνζέζεσλ. Σπγθελ-

ηξσηηθά ιακβάλνπκε ηνλ επφκελν πίλαθα:  

 

Τπνζέζεηο Κξίζηκε πεξηνρή 

Ζ0 : κ1 (=) κ2 έλαληη ηεο Ζ1 : κ1 > κ2 Τ > 221 t (a) 

Ζ0 : κ1 (=) κ2 έλαληη ηεο Ζ1 : κ1 < κ2  Τ <  221 t (a) 

Ζ0 :  κ1 = κ2   έλαληη ηεο  Ζ1 :  κ1  κ2 |Τ | > 221 t (a/2) 

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε Ζ0 : κ1  κ2 = γ, ηφηε ρξεζηκνπνηνχκε 

ηελ ίδηα ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε Τ, κε YX  ζηνλ αξηζκεηή δειαδή ηελ 

2

)1()1(11

)(

21

2

22

2

11

21 















SS

YX
T  

(νη πεξηνρέο απφξξηςεο κέλνπλ ίδηεο). 

(γ) Τα ζ1

2 , ζ2

2  είλαη άγλφζηα θαη δελ είλαη (ή δελ γλφρίδοσκε αλ είλαη) ίζα. Φσξίο ηελ ππφζεζε ηεο 

νκνζθεδαζηηθφηεηαο, ρξεζηκνπνηνχκε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 

,),(

2

2

2

1

2

1



SS

YX
T




 YX   

ε νπνία ππφ ηελ Η0: κ1 = κ2 απνδεηθλχεηαη φηη πξνζεγγηζηηθά αθνινπζεί θαηαλνκή tn ελψ φηαλ ηζρχεη 

ε Η1 ιακβάλεη «κεγάιεο» (ζεηηθέο ή αξλεηηθέο) ηηκέο. Οη βαζκνί ειεπζεξίαο n εμαξηψληαη απφ ηα ζ1, 

ζ2 θαη επνκέλσο είλαη θαη απηνί άγλσζηνη. Απνδεηθλχεηαη φκσο φηη κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ απφ ηελ 

ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 
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n . 

Καη εδψ, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε |Τ΄(Υ,Τ)| ε νπνία, ππφ ηελ Ζ1, 

ιακβάλεη «κεγάιεο» ζεηηθέο ηηκέο. Απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0 (ζε ε.ζ. πξνζεγγηζηηθά a) φηαλ  

)2/(|),(| ˆ atcT n yx  

Δάλ ζέινπκε λα θάλνπκε κνλφπιεπξν έιεγρν κε ελαιιαθηηθή Ζ1: κ1 > κ2 ή Ζ1: κ1 < κ2 εξγαδφκαζηε 

φπσο θαη ζηηο πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο. 

 

4.2. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ηo ιόγν ησλ δηαζπνξώλ ζ1
2
/ζ2

2
 δπν αλεμάξηεησλ 

πιεζπζκώλ 

Θέινπκε λα ειέγμνπκε αλ ε δηαζπνξά ζ1
2
 ελφο θαλνληθνχ πιεζπζκνχ είλαη ίζε κε ηε δηαζπνξά 

ζ2
2
 ελφο άιινπ θαλνληθνχ πιεζπζκνχ. Έρνπκε δειαδή ηελ ππφζεζε 

H0: ζ1
2
/ζ2

2
 = 1   έλαληη ηεο   H1: ζ1

2
/ζ2

2
 ≠ 0. 

Με βάζε δπν αλεμάξηεηα ηπραία δείγκαηα  

Φ1, Φ2, …,
1

X  ~ Ν(κ1,
2

1 ) ,    Υ1, Υ2, …,
2

Y  ~ Ν(κ2,
2

2 ) 

απφ ηνπο δχν απηνχο πιεζπζκνχο δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηψζεηο:  

(α). Σα κ1, κ2 είλαη γλσζηά 

Σε απηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε ηηο ππνζέζεηο 

Η0 : ζ = (ζ1
2
,ζ2

2
)Θ0 = {(ζ

2
,ζ

2
), ζ

2
>0} 

Η1 : ζ = (ζ1
2
,ζ2

2
)R

2
 – Θ0  

θαη επνκέλσο ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλν-

θαλεηψλ ζα θαζνξίδεηαη κέζσ ηεο αληζφηεηαο 

c
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Έπεηηα απφ αξθεηέο πξάμεηο θαη απινπνηήζεηο, πξνθχπηεη ηειηθά φηη  ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 ζε 

ε.ζ. a είλαη ε 

1cT    ή  2cT   

φπνπ 












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
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ΤT ΤΥ . 

Δίλαη θαλεξφ φηη ν ιφγνο  

22
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1
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αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή ηνπ Snedecor (ή θαηαλνκή F) κε λ1,λ2 β.ε. αθνχ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ1, 

Υ2 είλαη αλεμάξηεηεο θαη αθνινπζνχλ θαηαλνκέο ρη-ηεηξάγσλν κε λ1 θαη λ2 β.ε. αληίζηνηρα (σο αζξν-

ίζκαηα ηεηξαγψλσλ αλεμάξηεησλ ηππνπνηεκέλσλ θαλνληθψλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ). Γνζέληνο φηη, 

φηαλ ηζρχεη ε H0: ζ1
2
/ζ2

2
 = 1, έρνπκε  

TΤ

Y
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ζπκπεξαίλνπκε φηη, ππφ ηελ Η0, ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε Τ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή ηνπ Snedecor (F 

ή F-Ratio) κε λ1,λ2 β.ε. θαη αλ ζπκβνιίζνπκε κε )(
21 , aF   ην άλσ a - ζεκείν ηεο θαηαλνκήο απηήο, 

ηφηε, γηα λα έρνπκε P[I] = a  ε πεξηνρή απφξξηςεο ηεο Η0 πξέπεη λα έρεη ηε κνξθή 

Κ :   Τ  < )2/1(
21 , aF    ή   Τ > )2/(

21 , aF  . 

Οη θξίζηκεο πεξηνρέο γηα ηνλ έιεγρν ησλ κνλφπιεπξσλ ππνζέζεσλ πξνθχπηνπλ κε ηνλ ίδην 

ηξφπν. Σπγθεληξσηηθά ιακβάλνπκε ηνλ επφκελν πίλαθα.  

Τπνζέζεηο Κξίζηκε πεξηνρή 

Ζ0 : ζ1

2 = ζ2

2  έλαληη ηεο  Ζ1 : ζ1

2 ζ2

2  Τ < )2/1(
21, aF  ή Τ > )2/(

21, aF   

Ζ0 : ζ1

2 = () ζ2

2  έλαληη ηεο  Ζ1 : ζ1

2 > ζ2

2  Τ > )(
21, aF   

Ζ0 : ζ1

2 = () ζ2

2  έλαληη ηεο  Ζ1 : ζ1

2 < ζ2

2  Τ < )1(
21, aF   
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Τέινο, αλ ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε Η0 : ζ1

2 / ζ2

2 = δ
2
, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 

ίδηεο θξίζηκεο πεξηνρέο πνπ αλαθέξνληαη ζηνλ πξνεγνχκελν πίλαθα, κε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 

)(xTT   φκσο λα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
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
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(β). Σα κ1, κ2 είλαη άγλσζηα 

Με ηνλ ίδην ηξφπν φπσο παξαπάλσ, απφ ην θξηηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ, πξν-

θχπηεη φηη πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 
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φπνπ κε 2
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αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή ηνπ Snedecor (ή θαηαλνκή F) κε λ1,λ2 β.ε. αθνχ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ1, 

Υ2 είλαη αλεμάξηεηεο θαη αθνινπζνχλ θαηαλνκέο ρη-ηεηξάγσλν κε λ1 – 1 θαη λ2 – 1 β.ε. αληίζηνηρα. 

Γνζέληνο φηη, φηαλ ηζρχεη ε H0: ζ1
2
/ζ2

2
 = 1, έρνπκε  
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ζπκπεξαίλνπκε φηη, ππφ ηελ Η0, ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε Τ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή ηνπ Snedecor  

κε λ1 – 1, λ2 – 1 β.ε.  

Μπνξνχκε ηψξα εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη ζε απηή ηελ πεξίπησζε αληηζηνηρνχλ νη επφκε-

λεο θξίζηκεο πεξηνρέο (ε.ζ. a) αλάινγα κε ηηο ππνζέζεηο πνπ ζέινπκε λα ειέγμνπκε θάζε θνξά. 
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Τπνζέζεηο Κξίζηκε πεξηνρή 

Ζ0 : ζ1

2 = ζ2

2  έλαληη ηεο Ζ1 : ζ1

2  ζ2

2  Τ < )2/1(1,1 21
aF vv  ή Τ > )2/(1,1 21

aF vv   

Ζ0 : ζ1

2 =() ζ2

2  έλαληη ηεο Ζ1 : ζ1

2 > ζ2

2  Τ > )(1,1 21
aF vv   

Ζ0 : ζ1

2 =() ζ2

2  έλαληη ηεο Ζ1 : ζ1

2 < ζ2

2    Τ < )1(1,1 21
aF vv   

Αλ ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ Ζ0 : ζ1

2 / ζ2

2 = δ
2
, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ίδηεο θξίζηκεο 

πεξηνρέο πνπ αλαθέξνληαη ζηνλ πξνεγνχκελν πίλαθα, κε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε )(xTT   φκσο 

λα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

T =
2

2

2

1

2

1

S

S


. 

(νη πεξηνρέο απφξξηςεο κέλνπλ ίδηεο). 

 

4.3. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ηε δηαθνξά ησλ κέζσλ γηα δεπγαξσηέο παξαηεξήζεηο 

Θεσξνχκε λ αλεμάξηεηα δεχγε ηπρασλ κεηαβιεηψλ (Φ1,Υ1), (Φ2,Υ2), …, (Φλ,Υλ) θαη ππνζέηνπκε 

φηη θάζε δεχγνο (Φi,Υi) αθνινπζεί δηδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή κε 

Δ(Φi) = κi, Δ(Yi) = κi + δ,  V(Xi) = ζ1
2
, V(Υi) = ζ2

2
, ξ(Xi,Yi) = ξ 0, i = 1, 2, …, λ. 

Δπηζπκνχκε λα ειέγμνπκε αλ ε δηαθνξά δ = E(Yi)  E(Xi) κεηαμχ ησλ κέζσλ ησλ Xi θαη ησλ Υi 

είλαη κεδεληθή (ζεσξψληαο άγλσζηεο ηηο παξακέηξνπο ζ1, ζ2, ξ). Η ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη 

δηαθνξεηηθή απφ απηήλ ηεο πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπ (αθφκε θαη αλ κi = κ) δηφηη εδψ ηα ηπραία δε-

ίγκαηα Φ1,Φ2,…,Φλ θαη Υ1,Υ2,…,Υλ δελ είλαη αλεμάξηεηα (δηφηη ξ(Xi,Yi) = ξ 0). Η πεξίπησζε απηή 

εκθαλίδεηαη π.ρ. φηαλ κειεηάηαη ε επίδραζε θάποηοσ παράγοληα (π.ρ. ζεξαπείαο) ζε λ άηνκα. Σπλή-

ζσο ηα Φi, Υi εθθξάδνπλ ηελ ηηκή κηαο κεηαβιεηήο πνπ αθνξά ην i-άηνκν «πξηλ» (Φi) θαη «κεηά» (Yi) 

ηελ επίδξαζε ηνπ παξάγνληα. Έλα άιιν παξάδεηγκα φπνπ εθαξκφδεηαη είλαη ζηηο ιεγφκελεο case-

control έξεπλεο ζηηο νπνίεο εθαξκφδεηαη κηα ζεξαπεία ζε λ αζζελείο (cases). Γηα λα ειεγρζεί ε επίδ-

ξαζε ηεο ζεξαπείαο επηιέγνληαη θαη άιια λ άηνκα (άηνκα ειέγρνπ - controls) ηα νπνία δελ έρνπλ α-

θνινπζήζεη ηελ ζπγθεθξηκέλε ζεξαπεία ή ιακβάλνπλ placebo (π.ρ. ιακβάλνπλ έλα αλελεξγφ ζθεχ-

αζκα ίδην ζηε κνξθή κε απηφ πνπ έιαβαλ νη λ αζζελείο ψζηε λα εμαιεηθζεί ε επίδξαζε ςπρνινγηθψλ 

παξαγφλησλ). Η επηινγή γίλεηαη έηζη ψζηε ν i-αζζελήο λα έρεη ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά (π.ρ. ειηθία, 

θχιν, πεξηβάιινλ, θαηάζηαζε πγείαο θ.ν.θ.) κε ην i-άηνκν ειέγρνπ, i = 1,2,…,λ. Σε απηή ηελ πεξίπ-
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ησζε ε Φi εθθξάδεη ηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο πνπ καο ελδηαθέξεη ζηνλ i-αζζελή (κεηά ηελ ζεξαπεία) 

ελψ ε Yi  εθθξάδεη ηελ ηηκή ηεο ίδηαο κεηαβιεηήο ζην i-άηνκν ειέγρνπ.  

Κάησ απφ ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο, νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Εi = Υi  Xi, i = 1, 2, …,λ, είλαη αλε-

μάξηεηεο θαη 

Εi = Υi  Xi ~ Ν(δ, 2 )    

κε 21

2

2

2

1

2 2   . Δπνκέλσο, ηζνδχλακα κπνξνχκε λα ειέγμνπκε αλ ε κέζε ηηκή δ ησλ Zi 

είλαη ίζε κε κ0 = 0 (Η0: δ = 0, Η1: δ ≠ 0). Απηφ γίλεηαη εχθνια ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κεζνδνινγία πνπ 

αλαπηχρζεθε παξαπάλσ (έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ην κέζν κ ελφο πιεζπζκνχ). Σπγθεθξηκέλα, ρξεζη-

κνπνηνχκε ηελ ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 


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Απνξξίπηνπκε ηελ Ζ0 ζε ε.ζ. a, φηαλ  

)2/(|| 1 atcT   , 

Δάλ ζέιακε λα θάλνπκε κνλφπιεπξν έιεγρν κε ελαιιαθηηθή Ζ1: κ1 > κ2 ή Ζ1: κ1 < κ2 εξγαδφκαζηε 

φπσο θαη παξαπάλσ. 

Κιείλνληαο, αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη, ζε φιεο ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο πνπ αθνξνχλ ππνζέ-

ζεηο γηα ηνπο κέζνπο (ζε έλαλ ή δπν πιεζπζκνχο), νη έιεγρνη κπνξεί λα γίλνπλ (πξνζεγγηζηηθά) αθφ-

κε θαη φηαλ νη πιεζπζκνί δελ είλαη θαλνληθνί, αιιά ηα δείγκαηα είλαη αξθεηά κεγάια (ζπλήζσο > 30 

ή θαιχηεξα >100). Απηφ ηζρχεη δηφηη, γηα κεγάιν δείγκα, νη δεηγκαηηθνί κέζνη αθνινπζνχλ (πξνζεγ-

γηζηηθά, απφ ην Κεληξηθφ Οξηαθφ Θεψξεκα) θαλνληθή θαηαλνκή, αλεμάξηεηα απφ ηελ αξρηθή θαηα-

λνκή ηνπ ηηκψλ ηνπ δείγκαηνο. 

 

4.4. Αζθήζεηο 

1. Oη ρξφλνη ζπλαξκνιφγεζεο ελφο πξντφληνο απφ δχν ζπγθεθξηκέλνπο εξγάηεο, αθνινπζνχλ θαλνληθή 

θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κ1 θαη κ2 αληίζηνηρα. Αλ  

234, 99, 234, 174, 188, 107, 173, 172    θαη   105, 194, 77, 33, 159, 150, 167, 127, 169, 166 

είλαη δεηγκαηνιεπηηθά θάπνηνη ρξφλνη (ζε min) ζπλαξκνιφγεζεο ησλ δχν απηψλ εξγαηψλ αληίζηνη-

ρα, κπνξνχκε ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α=0.05 λα πνχκε φηη α) νη δχν εξγάηεο έρνπλ δηαθνξεηηθή 

απφδνζε; β) ν πξψηνο εξγάηεο έρεη ρεηξφηεξε απφδνζε απφ ην δεχηεξν; γ) ν πξψηνο εξγάηεο ζπλαξ-

κνινγεί ην πξντφλ 10 ιεπηά αξγφηεξα απφ ην δεχηεξν; Θεσξείζηε φηη νη ηππηθέο απνθιίζεηο ζ1, ζ2 
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ησλ ρξφλσλ ζπλαξκνιφγεζεο ηνπ πξντφληνο απφ ηνπο εξγάηεο είλαη γλσζηέο θαη ίζεο κε ζ1=50, 

ζ2=50. 

2. Απφ ηπραίν δείγκα 50 νηθνγελεηψλ ηεο πφιεσο Α πξνέθπςε φηη ην κέζν εηήζην εηζφδεκά ηνπο ήηαλ 

15562 επξψ. Δπίζεο απφ ηπραίν δείγκα 100 νηθνγελεηψλ ηεο πφιεσο Β πξνέθπςε φηη ην κέζν εηήζην 

εηζφδεκά ηνπο ήηαλ 15126 επξψ. Μπνξνχκε λα δερζνχκε, ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 0.01, φηη νη 

νηθνγέλεηεο ησλ δχν πφιεσλ απφ ηηο νπνίεο πξνέξρνληαη ηα δείγκαηα έρνπλ ην ίδην κέζν εηζφδεκα, 

αλ είλαη γλσζηφ φηη ζηνπο δχν απηνχο πιεζπζκνχο ε ηππηθή απφθιηζε είλαη ίζε κε 830;  

3. Μηα εηαηξεία θαηαζθεπήο ζθειεηψλ ζθαθψλ βξίζθεη φηη ηα δέλδξα ηχπνπ Α πνπ πξνκεζεχεηαη απφ 

έλα δάζνο απνδίδνπλ θαηά κέζν φξν 64 kgr μχια πεξηζζφηεξν απφ ηα δέλδξα ηχπνπ Β. Η δηαθχκαλ-

ζε ηεο απφδνζεο μχινπ βξέζεθε ίζε κε 115 kgr
2
. Έλα άιιν δάζνο πεξηέρεη θαη ηνπο δχν ηχπνπο μχ-

ισλ. Παίξλνληαο δείγκα 100 δέλδξσλ γηα θάζε ηχπν (απφ ην δεχηεξν δάζνο) νη απνδφζεηο ζε μχιν 

βξέζεθαλ 1390 kgr θαη 1332 kgr αληίζηνηρα ελψ νη δηαθπκάλζεηο έκελαλ ακεηάβιεηεο. Μπνξνχκε λα 

δερζνχκε ζε ε.ζ. 1% φηη ε δηαθνξά ησλ κέζσλ απνδφζεσλ μχινπ παξακέλεη ζην ίδην επίπεδν δει. 64 

kgr; 

4. Έζησ κ1, κ2 νη κέζεο ηηκέο πψιεζεο ελφο πξντφληνο ζηηο πεξηνρέο Α, Β αληίζηνηρα. Δπηιέγνπκε ηπ-

ραία 4 ηηκέο απφ ηελ πεξηνρή Α θαη 4 ηηκέο απφ ηελ πεξηνρή Β. Αλ νη ηηκέο απηέο είλαη  

1.12, 1.06, 1.21, 1.1 (πεξηνρή Α)  θαη  1.07, 0.93, 0.97, 0.99 (πεξηνρή Β), 

κπνξνχκε, ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 5%, λα πνχκε φηη ε κέζε ηηκή πψιεζεο ζηελ πεξηνρή Α είλαη 

πςειφηεξε απφ ηελ αληίζηνηρε ζηελ πεξηνρή Β; (Ζ0: κ1 = κ2,  H1: κ1 > κ2) (ππνζέηνπκε φηη νη ηηκέο 

θαηαλέκνληαη θαλνληθά θαη κε ίζε δηαζπνξά ζηηο δχν πεξηνρέο). 

5. Απφ ηπραίν δείγκα 12 εκπνξηθψλ θαηαζηεκάησλ εηδψλ ελδπκαζίαο πξνέθπςε φηη ε κέζε εκεξήζηα 

δαπάλε ηνπο γηα δηαθήκηζε είλαη 51 επξψ κε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 3.6 επξψ. Δπίζεο απφ ηπ-

ραίν δείγκα 12 εκπνξηθψλ θαηαζηεκάησλ εηδψλ ππνδήζεσο πξνέθπςε φηη ε κέζε εκεξήζηα δαπάλε 

ηνπο γηα δηαθήκηζε είλαη 48 επξψ κε δεηγκαηηθή ηππηθή απφθιηζε 4 επξψ. Μπνξνχκε λα δερζνχκε, 

ζε ε.ζ. 1%, φηη νη δχν θαηεγνξίεο θαηαζηεκάησλ δαπαλνχλ, θαηά κέζν φξν ην ίδην πνζφλ γηα δηαθή-

κηζε; Υπνζέηνπκε φηη νη δαπάλεο γηα θάζε θαηάζηεκα θαηαλέκνληαη θαλνληθά θαη κε ίζε δηαζπνξά. 

6. α. Έζησ κ1, κ2 νη κέζεο ηηκέο πψιεζεο ελφο πξντφληνο ζηηο πεξηνρέο Α, Β αληίζηνηρα. Η κέζε ηηκή 

θαη ε δηαζπνξά ελφο ηπραίνπ δείγκαηνο 10 ηηκψλ πψιεζεο απφ ηελ πεξηνρή Α βξέζεθε 100.9 θαη 

8.76667 αληίζηνηρα. Δπίζεο, ε κέζε ηηκή θαη ε δηαζπνξά ελφο ηπραίνπ δείγκαηνο 20 ηηκψλ πψιε-

ζεο απφ ηελ πεξηνρή Β βξέζεθε 104.45 θαη 12.9974 αληίζηνηρα. Αλ ππνζέζνπκε φηη νη ηηκέο θα-

ηαλέκνληαη θαλνληθά θαη κε ίζε (αιιά άγλσζηε) δηαζπνξά θαη ζηηο δχν πεξηνρέο, λα ειέγμεηε ζε 

επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 5%   
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 i. Αλ ε κέζε ηηκή πψιεζεο ζηελ Α είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ αληίζηνηρε ζηελ Β.  

 ii. Αλ ε κέζε ηηκή πψιεζεο ζηελ Α είλαη ρακειφηεξε απφ ηελ αληίζηνηρε ζηελ Β.  

β. Παξαπάλσ ππνζέζακε φηη νη δηαζπνξέο ησλ ηηκψλ ζηηο πεξηνρέο απηέο είλαη ίζεο. Να ειέγμεηε ζε 

επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 5% αλ φλησο νη δχν απηέο δηαζπνξέο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ ίζεο.  

7. Έζησ φηη νη ρξφλνη δσήο δχν ηχπσλ εμαξηεκάησλ A, B αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή N(κ1,ζ1
2
) 

θαη N(κ2, ζ2
2
) αληίζηνηρα. Αλ ζε έλα ηπραίν δείγκα απφ εμαξηήκαηα ηχπνπ Α βξέζεθε φηη S1 = 100 

(λ1 = 50) θαη ζε έλα ηπραίν δείγκα απφ εμαξηήκαηα ηχπνπ Β βξέζεθε φηη S2 = 120 (λ2 = 50), κπνξνχ-

κε ζε ε.ζ. 5% λα ηζρπξηζηνχκε φηη νη ρξφλνη δσήο ησλ εμαξηεκάησλ Α παξνπζηάδνπλ κηθξφηεξε κε-

ηαβιεηφηεηα απφ ηνπο ρξφλνπο ηνπ Β; Γίλεηαη φηη 605.1)05.0(49,49 F  

8. Απφ δχν δείγκαηα άγακσλ θαη έγγακσλ εξγαηξηψλ ζπγθεληξψζεθαλ ηα αθφινπζα ζηνηρεία πνπ αθν-

ξνχλ ψξεο απνπζίαο απφ ηελ εξγαζίαο ηνπο ιφγσ αζζέλεηαο ζε έλα έηνο: 

Άγακνη: 88, 68, 77, 82, 63, 80, 78, 71, 68,   Έγγακνη : 73, 77, 67, 70, 74, 64, 71, 71, 72 

Να ειεγρζεί ζε ε.ζ. 5% ε ππφζεζε φηη ε δηαθχκαλζε ησλ σξψλ απνπζίαο ησλ άγακσλ  

α. είλαη ίζε κε ηε δηαθχκαλζε ησλ σξψλ απνπζίαο ησλ έγγακσλ εξγαηξηψλ, έλαληη ηεο ελαιιαθηη-

θήο ππνζέζεσο φηη ε δηαζπνξά ησλ σξψλ απνπζίαο ησλ άγακσλ είλαη κεγαιχηεξε απφ εθείλε ησλ 

έγγακσλ.  

β. είλαη ηεηξαπιάζηα ηεο δηαθχκαλζεο ησλ σξψλ απνπζίαο ησλ έγγακσλ εξγαηξηψλ.  

Γίλεηαη φηη 44.3)05.0(8,8 F , 43.4)025.0(8,8 F . 

9. Απφ δχν αλεμάξηεηνπο πιεζπζκνχο παίξλνπκε ηα ηπραία δείγκαηα 7,6,4,8,5,3,5 θαη 6,5,3,7,8,3,6,3,4 

αληίζηνηρα. Να ειεγρζεί ζε ε.ζ. 5% ε ππφζεζε φηη νη πιεζπζκνί έρνπλ ίζεο δηαθπκάλζεηο έλαληη ηεο ε-

λαιιαθηηθήο φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ πξψηνπ πιεζπζκνχ είλαη κεγαιχηεξε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ δεχηεξνπ. 

Γίλεηαη φηη 28.0)95.0(6,8 F . 

10. Γηα ηνλ έιεγρν ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο ελφο ζθεπάζκαηνο πνπ θαηαπνιεκά ηελ παρπζαξθία, ρν-

ξεγήζεθε ζπγθεθξηκέλε πνζφηεηά ηνπ ζε 20 θαηάιιεια πεηξακαηφδσα. Σε θαζέλα απφ απηά θαηαγ-

ξάθεθε ην βάξνο ηνπ ακέζσο πξηλ θαη κηα εβδνκάδα κεηά ηελ ρνξήγεζε ηνπ ζθεπάζκαηνο. Καηαγ-

ξάθεθαλ ηα παξαθάησ ζσκαηηθά βάξε (ζε kgr): 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Πξηλ 81.3 81.7 89.6 85.1 83.3 81.5 80.6 81.9 69.5 80.2 

Μεηά 81.8 80.1 84.2 82.1 75.8 81.6 76.1 79.9 70.9 81.2 

 
 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Πξηλ 77.3 80.8 71.5 84.7 75.4 81.9 79.8 82 94.3 77 

Μεηά 81 83.3 70 75.5 72.4 79.9 79 80.7 91.9 76.3 
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Υπάξρεη ζεηηθή κέζε επίδξαζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζθεπάζκαηνο (ζε ε.ζ. 5%) ζην βάξνο ησλ πεηξα-

καηφδσσλ; 

11. (Παξάδεηγκα ηνπ Student) Η επίδξαζε δχν θαξκάθσλ Α θαη Β ζην ρξφλν χπλνπ δνθηκάζηεθε ζε 10 

αζζελείο πνπ έπαζραλ απφ αυπλία. Καη έζησ xi, yi ε παξάηαζε ηνπ χπλνπ ηνπ αζζελνχο (ζε ψξεο) 

πνπ νθείιεηαη ζηελ επίδξαζε ηνπ θαξκάθνπ Α, Β αληίζηνηρα. 

xi 1.9 0.8 1.1 0.1 –0.1 4.4 5.5 1.6 4.6 3.4 

yi 0.7 –1.6 –0.2 –1.2 –0.1 3.4 3.7 0.8 0.0 2.0 

zi = xi – yi 1.2 2.4 1.3 1.3 0.0 1.0 1.8 0.8 4.6 1.4 

Δίλαη ινγηθφ λα δερηνχκε φηη  

α. ε επίδξαζε ηνπ θαξκάθνπ Α είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ επίδξαζε ηνπ θαξκάθνπ Β ζε ε.ζ 1%,  

β. ε παξάηαζε ηνπ χπλνπ πνπ πξνθαιεί ην θάξκαθν Α είλαη θαηά 1 ψξα κεγαιχηεξε ηεο παξάηαζεο 

πνπ πξνθαιεί ην θάξκαθν Β;  
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5. ΠΡΟ΢ΔΓΓΙ΢ΣΙΚΟΙ ΔΛΔΓΥΟΙ ΤΠΟΘΔ΢ΔΩΝ ΓΙΑ ΠΟ΢Ο΢ΣΑ  

5.1. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα έλα πνζνζηό. 

Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1, Φ2, ..., Φλ ~ Bernoulli(p), δειαδή P(Xi  = 1) = p, P(Xi  = 0) = 1  p, θαη 

ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο 

f (x;p) = P(X = x) = p
x
(1p)

1-x
, x = 0, 1. 

Δπηζπκνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ έιεγρν γηα ηελ ππφζεζε  

Ζ0: p = p0  έλαληη ηεο  Ζ1: p = p1,  p1 > p0.  

Σχκθσλα κε ην ιήκκα Neyman-Pearson, ε θξίζηκε πεξηνρή ζα θαζνξίδεηαη απφ ηελ αληζφηεηα 
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5.2. Έιεγρνο ππνζέζεσλ γηα ηε ζύγθξηζε δύν πνζνζηώλ 

Έζησ δχν αλεμάξηεηα ηπραία δείγκαηα  Φ1,Φ2, ...,
1

X  θαη Υ1,Υ2, ...,
2

Y  απφ ηελ θαηαλνκή Βernoulli 

κε παξακέηξνπο p1 θαη  p2 αληίζηνηρα. Δπηζπκνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ έιεγρν γηα ηελ ππφζεζε  

Ζ0: p1 = p2  έλαληη ηεο  Ζ1: p1  p2. 

Παξαηεξνχκε φηη πξνζεγγηζηηθά (γηα λ1, λ2 >30), ηζρχεη  
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αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά N(0,1) θαηαλνκή. Δπεηδή φκσο ην p πνπ εκθαλίδεηαη ζηνλ παξαπάλσ ηχπν 

ηεο Τ δελ είλαη γλσζηφ, ην αληηθαζηζηνχκε απφ ηελ εθηίκεζή ηνπ 
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ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 
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ε νπνία (επεηδή P  p γηα κεγάιν λ), αθνινπζεί θαη απηή πξνζεγγηζηηθά ηελ θαηαλνκή Ν(0,1). Γηα 

ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο  

Ζ0: p1 = p2  έλαληη ηεο  Ζ1: p1  p2. 

ζε ε.ζ. a (πεξίπνπ) κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε θξίζηκε πεξηνρή  

Κ:  |Τ | > za/2. 

Σηνλ επφκελν πίλαθα δίλνληαη νη θξίζηκεο πεξηνρέο (ζε ε.ζ. πεξίπνπ a) ηφζν γηα ηελ ακθίπιεπξε π-

πφζεζε πνπ εμεηάζακε φζν θαη γηα ηηο αληίζηνηρεο κνλφπιεπξεο. 
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       Τπνζέζεηο Κξίζηκε πεξηνρή 

Ζ0 : p1= () p2  έλαληη ηεο  Ζ1 : p1> p2     Κ:  Τ  > za 

Ζ0 : p1= () p2  έλαληη ηεο Ζ1 : p1< p2     Κ:  Τ  < za 

Ζ0 : p1= p2  έλαληη ηεο Ζ1 : p1 p2 Κ:  |Τ | > za/2 

 

5.3. Αζθήζεηο 

1. Έλαο ππνςήθηνο δήκαξρνο ηζρπξίδεηαη φηη ζηηο εθινγέο πνπ έγηλαλ ζήκεξα ζα ιάβεη πνζνζηφ κεγαιχ-

ηεξν ηνπ 50%. Έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία γηα λα απνξξίςνπκε ηνλ παξαπάλσ ηζρπξηζκφ, αλ ζε έλα ηπ-

ραίν δείγκα λ = 300 ςεθνθφξσλ (πνπ ειήθζε κε exit poll, δειαδή νη ςεθνθφξνη ξσηήζεθαλ ακέζσο 

κεηά ηελ έμνδφ ηνπο απφ ηπραία επηιεγκέλα εθινγηθά ηκήκαηα) κφλν ην 44% δήισζαλ φηη ςήθηζαλ 

ηνλ ζπγθεθξηκέλν ππνςήθην (a = 0.01). Αλ βξεζεί φηη δελ έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία, πφζν ζα έπξεπε λα 

είλαη ην ειάρηζην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ψζηε, κε ην ίδην δεηγκαηηθφ πνζνζηφ, λα απνξξίπηακε ηνλ 

παξαπάλσ ηζρπξηζκφ;  

2. Σε ηπραίν δείγκα 400 ηειεζεαηψλ νη 100 δήισζαλ φηη παξαθνινπζνχλ κηα νξηζκέλε ηειενπηηθή ζεηξά. Μπν-

ξνχκε λα δερζνχκε ζε ε.ζ 5% φηη εθείλνη πνπ παξαθνινπζνχλ ηε ζεηξά απφ ην ζχλνιν ησλ ηειεζεαηψλ είλαη 

ιηγφηεξνη ηνπ 30%;  

3. Έζησ ηπραίν δείγκα Φ1,X2,...,Xλ κε P(Xi = 1) = p, P(Xi = 0) = 1  p. Πνην ζα πξέπεη λα είλαη ην κέγεζνο 

ηνπ δείγκαηνο λ ψζηε γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο Ζ0: p = p0, Ζ1: p = p1 (p1 > p0), νη πηζαλφηεηεο 

ζθάικαηνο ηχπνπ Ι θαη ΙΙ λα είλαη αληίζηνηρα α θαη β (ρξεζηκνπνηήζηε πξνζέγγηζε κέζσ θαλνληθήο 

θαηαλνκήο).  

4. Δπηιέγνληαο ηπραία 400 πξντφληα απφ κία κεραλή πνπ ηα θαηαζθεπάδεη, ηα 16 βξέζεθαλ ειαηησκαηη-

θά, ελψ επηιέγνληαο ηπραία 300 πξντφληα απφ κία άιιε κεραλή, ηα 24 βξέζεθαλ ειαηησκαηηθά. Να 

ειέγμεηε ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 1%  

α αλ ππάξρεη δηαθνξά ζηελ παξαγσγή ειαηησκαηηθψλ κεηαμχ ησλ δχν κεραλψλ θαη  

β. αλ ε δεχηεξε κεραλή είλαη «ρεηξφηεξε» απφ ηελ πξψηε. 

5. Έλαο δεκνζηνγξάθνο ζε κία ηειενπηηθή ζπδήηεζε ηζρπξίδεηαη φηη ζπκβαίλεη θάηη χπνπην ζηελ εηαη-

ξία κέηξεζεο ηειεζέαζεο GBA. Η εηαηξία έρεη δηαζέζεη 1150 κεραλάθηα ζε ηζάξηζκνπο ηειεζεαηέο, 

150 απφ ηα νπνία έρνπλ δνζεί ζε λένπο ζπλεξγάηεο (ηειεζεαηέο πνπ έρνπλ μεθηλήζεη ηε ζπλεξγαζία 
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ηνπο κε ηελ GBA ην ηειεπηαίν εμάκελν). Ο δεκνζηνγξάθνο δηαπηζηψλεη φηη, ζχκθσλα κε ηελ GBA, 

ην θαλάιη VEGA παξνπζηάδεη ηειεζέαζε 30% ζην ζχλνιν (ζηνπο 1000+150 ηειεζεαηέο) ελψ έρεη 

κφλν 22% ζηνπο λένπο (ζηνπο 150) ηειεζεαηέο. Ο δεκνζηνγξάθνο ην ζεσξεί απηφ πνιχ χπνπην θαη 

κάιηζηα θάπνηνο πνιηηηθφο πνπ βξίζθεηαη ζηελ ζπδήηεζε δειψλεη φηη «νη δχν απηέο ηηκέο δελ ζπκθσ-

λνχλ θαζφινπ» (πξφθεηηαη γηα πξαγκαηηθφ πεξηζηαηηθφ). Δίλαη πξάγκαηη απηφ «πνιχ χπνπην»; Θα 

κπνξνχζε δειαδή ε δηαθνξά απηή λα είλαη ηπραία; Σπγθεθξηκέλα, αλ p1, p2 είλαη ηα πνζνζηά ηεο ηε-

ιεζέαζεο ηνπ VEGA ζηνπο πιεζπζκνχο απφ ηνπο νπνίνπο πξνέξρνληαη νη δχν νκάδεο ηειεζεαηψλ 

(«λένη» θαη «παιαηνί» ζπλεξγάηεο), ειέγμηε ζε ε.ζ. α = 0.01 ηελ ππφζεζε H0: p1 = p2 έλαληη ηεο H1: p1 

> p2 (αλ απνξξίςνπκε ηελ Ζ0 κπνξνύκε πξάγκαηη λα κηιήζνπκε γηα θάηη «ύπνπην», δηόηη αλακέλνπκε λα 

ηζρύεη p1 = p2 αθνύ θαη νη δύν νκάδεο ζπλεξγαηώλ πξνέξρνληαη από ηνλ ίδην πιεζπζκό). 

6. Τνλ κήλα Ιαλνπάξην επηιέρζεθαλ ηπραία 400 ςεθνθφξνη απφ κία πεξηνρή θαη αλάκεζά ηνπο βξέζεθαλ 

100 νη νπνίνη πξνηίζεληαη λα ςεθίζνπλ ην θφκκα Α. Τνλ κήλα Φεβξνπάξην, επηιέρζεθαλ ηπραία 500 

ςεθνθφξνη απφ ηελ ίδηα πεξηνρή θαη αλάκεζά ηνπο βξέζεθαλ ηψξα 150 νη νπνίνη πξνηίζεληαη λα ςε-

θίζνπλ ην θφκκα Α. Να ειέγμεηε ζε ε.ζ. 5% αλ ην πνζνζηφ ησλ ςεθνθφξσλ ηνπ θφκκαηνο Α ζηελ 

πεξηνρή απηή απμήζεθε θαηά ηνλ κήλα Φεβξνπάξην. (Ζ0 : p1 = p2 έλαληη ηεο Ζ1 : p1< p2) 

7. Γηα λα εθηηκεζεί ε δχλακε ελφο θφκκαηνο ζηηο αζηηθέο θαη αγξνηηθέο πεξηνρέο ιήθζεθε δείγκα 100 

αηφκσλ απφ θάζε πεξηνρή. Υπέξ ηνπ θφκκαηνο ηάρζεθαλ 55 άηνκα ηεο αζηηθήο πεξηνρήο θαη 45 ηεο 

αγξνηηθήο. Μπνξνχκε ζε ε.ζ 5% λα δερζνχκε φηη ε εθινγηθή δχλακε ηνπ θφκκαηνο είλαη ε ίδηα ζηηο 

δχν πεξηνρέο; 

 


